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LI. verseny 2021-2022.

Feladatok

r—m Megyei fordulo

1. a) Ird fel a 2022-t egy négyjegyl, egy haromjegyli és egy kétjegyl szdm 0Osszegeként ugy,
hogy a harom osszeadandé kilenc szamjegye koézott pontosan haromféle szamjegy for-
duljon elo.

b) Ird fel a 2022-t egy négyjegyl, egy haromjegyi és egy kétjegyl szam 0Osszegeként ugy,
hogy a héarom 6sszeadandé kilenc szamjegye mind kiilonbo6zo legyen.

Elegendd egy-eqy megolddst megadni; nem kell az dsszes lehetdséget megkeresni, sem azt
leirni, hogy hogyan taldltad ezt a megoldast.

2. A Bergengoc Titkosszolgédlat egy ujfajta titkositast fejleszt ki, melyben egy sziirke és fehér
mez6kbdl allo tablazatot akarnak kédolni. A kédolds mdédja a kovetkezo: minden sor elejére
odairjak a sorban szerepld sziirke mezdk oszlopszamainak 0sszegét, az oszlopok tetejére pedig
a benne szereplo sziirke mezok sorszamainak 0sszegét. A bal oldali abran egy 3 x 3-as tablazat
titkositasa lathato, a zardjelben irt szamok a sor- és oszlopszamokat jelolik.

A titkosszolgédlat most egy 5 x 5-0s tablat kapott kddolva, ez lathaté a jobb oldali abran.
Melyik mezok voltak sziirkére festve a tablazatban?

A teljes pontszamhoz elegendd eqy jol kitoltott tabldzatot megadni, indoklds nem sziikséges.
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3. Hany olyan pozitiv egész szam van, amelyre az aldbbi négy koziil pontosan két allitds igaz?
e A szam ezresekre kerekitve 0.
e A szam szazasokra kerekitve 100.
e A szam tizesekre kerekitve 280.
e A szdm szazasokra kerekitve 300.
Vilaszodat indokold. o

4. Egy asztal koriil 12 gyerek iil, mindegyikiik sarga vagy kék pdéloban van. Az asztal koriil
ulék koziil pontosan 6 gyerekre teljesiil, hogy mindkét szomszédja sarga péloban van.
Osszesen hany sarga polos tilhet az asztal koril?

Mutass példat minél tobbféle értékre és indokold meg, hogy mds érték miért nem lehetséges.

©

5. Laci nyolc egyforma méretii szabalyos dobokockabdl egy nagyobb kockat épit, majd leteszi az
asztalra. Peti ranéz elolrdl, balrdl és feliilrol, majd megallapitja, hogy az igy latott tizenkét
szam Osszege 66. Neki is lat, hogy lerajzolja a nagy kocka haléjat, mely az aldabbi dbran
lathaté (a szamokat egyelére még nem irta be). Szaggatott vonallal be is keretezte azt a
hérom lapot, melyeket az elobb megnézett.

Mekkora lehet az asztalon fekvé (az dbran sziirke hatterti) lapokon szereplé négy szam
osszegének

(a) legkisebb lehetséges értéke? (b) legnagyobb lehetséges értéke?
A teljes pontszam eléréséhez eqyrészt példdkat kell adnod a legkisebb €s a legnagyobb le-
hetséges értékre — azt is megadva, hogy melyik szam hol taldlhato a nagy kockan —, mdsrészt

azt is indokolnod kell, hogy még kisebb, illetve még nagyobb osszeq miért nem érheto el.
A szabdlyos dobokockdn a szemben lévd lapokon ldthato szdamok dsszege 7.
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o A szam ezresekre kerekitve 0.

o A szam szazasokra kerekitve 100.

A szdm tizesekre kerekitve 470.

o A szam szazasokra kerekitve 500.

Megyei fordulo

1. Hény olyan pozitiv egész szam van, amelyre az alabbi négy koziil pontosan 2 allités igaz?

©

2. A bergengéc titkosszolgdlat egy ujfajta titkositast fejleszt ki, melyben egy sziirke és fehér
mezOokbdl allo tablazatot akarnak kédolni. A kédolas modja a kovetkezo: minden sor elejére
odairjak a sorban szerepl? sziirke mezok oszlopszamainak 0sszegét, az oszlopok tetejére pedig

a benne szerepld sziirke mezok sorszamainak osszegét.

A bal oldali dbrdn egy 3 x 3-as tabldzat titkositdsa lathato, a zdrdjelben irt szamok a sor- €s

oszlopszamokat jelolik.

A titkosszolgalat most egy 6 x 6-0s tablat kapott kddolva, ez lathato a jobb oldali abran.
Melyik mez6k voltak sziirkére festve a tablazatban? (Indoklas nem sziikséges.)
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3. Felirtuk az 6sszes olyan rémai szamot, amelyben az M, D, C, L, X, V. I betiik mindegyike

pontosan egyszer szerepel. Mennyi az igy felirt szamok Osszege?

Emlékeztetoul, az egyes betitk értéke: M=1000, D=500, C=100, L=50, X=10, V=5, I=1.

©




LI. verseny 2021-2022.

Feladatok

4. Ricsi szétvagta a sakktablajat racsvonalak mentén, méghozza gy, hogy a keletkezd

osszefliggd darabok mindegyikébe pontosan 4 sotét mez6 esett. Ezutan minden darabra
rairta, hogy hany vilagos mezo6 szerepel benne. Legfeljebb hany kiilonb6z6 szamot irhatott
igy a darabokra?

A teljes pontszdmhoz példat kell mutatnod szétvagdsra a lehetd legtobb kiilonbozo értékkel, és
indokolnod kell azt is, hogy miért ez a legtobb.

6 I—I 3 Ricsi egy hagyomdnyos, azaz 8 X 8-as méreti
sakktdablat vagott szét.

_I Egy darabot akkor mneveziink odsszefiiggonek, ha

3 6 barmelyik mezdjérdl el lehet jutni barmelyik mdadsik

mezojére ugy, hogy menet kozben csak élszomszédos

4 3 4 mezokre l€ptnk.

I—r Az abran eqy lehetséges szétvdgas ldathato, amelynél
3

3-féle értéket (3, 4, 6) irt a darabokra Ricsi.

©

. Egy asztal koriil 12 ember iil, mindegyikiik igazmondé vagy hazudds. Az igazmonddk mindig
igazat mondanak, a hazuddsok mindig hazudnak.

Korben mindannyian a kovetkez6t mondjak: |, Egy igazmondo és egy hazudds kozott ilok”.
Ezutdn mindenki felall, majd véletlenszerii sorrendben visszaiil az asztalhoz.

Ha a helycsere utdn megkérdezziik mindenkitol, hogy ,.Igaz-e most, hogy egy igazmondo és
egy hazudds kozott tilsz?”, akkor legkevesebb hany ,,Igen” valaszt kaphatunk? o
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r—m Megyei fordulo

1. Egy asztal kortl 12 ember til, mindegyikiik igazmondo vagy hazudés. Az igazmonddk mindig
igazat mondanak, a hazuddsok mindig hazudnak.
Korben mindannyian a kovetkezét mondjak: |, Egy igazmondo és egy hazudds kozott ilok”.
Ha megkérdezziikk mindenkitdl, hogy ,.Igaz-e, hogy valamelyik szomszédod igazmondo?”,
hany ,,Igen” valaszt kaphatunk?

2. Egy hosszu, egyenes orszagut egy szakaszaval parhuzamosan halad egy nagyfesziiltségii elekt-
romos tavvezeték. A vezetéket egyenlo tavolsagkozokkel elhelyezett villanyoszlopok tartjék,
melyek sorban meg is vannak szamozva. Az 1-es szamu pozna éppen a 16-as kilométerkonél
helyezkedik el, a 225-6s szamu pozna pedig a 100-as kilométerkénél.

Erdekes médon van egy olyan villanyoszlop, amely éppen a vele azonos szamu kilométerkonél
&ll. Hanyas szému oszloprol van sz6? ()

3. Egy porzitiv egész szamot egyhangunak neveziink, ha a szamjegyeinek tobb, mint fele egy-
forma. Példaul a 2022, a 100, a 33 és a 7 mind egyhangiak; de a 2021 és 2020 egyike sem
egyhangt.

Hany 2022-nél kisebb egyhangt pozitiv egész szam van? o

4. Bonts fel
a) egy szabdlyos Otszoget
b) egy négyzetet

négy darab, paronként nem egybevagd egyenlészaru haromszogre, és hatarozd meg a fel-
bontésban szereplo egyenloszari haromszogek szogeit. o

5. A Bergengoc Abroszgyarban kizarolag olyan asztalteritoket készitenek, amelyek téglalap
alakuak, és fehér alapon sziirke savokkal vannak tagolva. Minden sziirke sav parhuzamos a
téglalap valamelyik oldaldval és pontosan 3 cm széles. A 2022 tavaszi kollekciéban raadasul
csupa olyan modellt dobtak piacra, amelynek tertilete pontosan fele részben sziirke és fele
részben fehér.

Az abran a kollekcié legkisebb, 24 cm x 15 cm-es méretli modelljének méretaranyos rajza
lathaté.

Szerepelhet-e a 2022 tavaszi kollekciéban olyan asztalteritd, amelynek mérete:
a) 195 cm x 200 cm b) 200 cm x 205 cm?

A parhuzamos sziirke savok kézott mindig maradnia kell fehér résznek, de ennek szélessége
lehet akarmalyen kicsi, akdr 1 cm-nél kisebb is. o
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1. Egy hosszu, egyenes orszagut egy szakaszaval parhuzamosan halad egy nagyfesziiltségi elekt-
romos tavvezeték. A vezetéket egyenl6 tavolsagkozokkel elhelyezett villanyoszlopok tartjék,
melyek sorban meg is vannak szamozva. Az 1-es szamu pozna éppen a 16-as kilométerkénél
helyezkedik el, a 225-6s szamu pozna pedig a 100-as kilométerkonél.

Erdekes médon van egy olyan villanyoszlop, amely éppen a vele azonos szdmu kilométerk6nél
all. Hanyas szamu oszloprdél van sz6? o

2. Hany olyan haromjegyi szam van, amely nem tartalmaz 9-es szadmjegyet, és a szamjegyeinek
Osszege paros?
3. Bonts fel
a) egy szabdlyos Otszoget
b) egy négyzetet
négy darab, paronként nem egybevagd egyenloszaru haromszogre, és hatarozd meg a fel-

bontdsban szereplo egyenloszari haromszogek szogeit. o

4. Egy nagy téglalapot felosztottunk kisebb téglalapokra, és a felosztasrél egy nem
méretaranyos abrat is készitettiink:

13

18

37

Minden kis téglalapra rairtuk a kertiiletét. Lehet-e a nagy téglalap kertilete tobb, mint 60
egység? ()

5. a) Adj meg négy kiilonboz6 pozitiv egész szamot, amelyekre teljesiil, hogy akarhogyan
osztom két csoportra ezt a négy szamot, az egyik csoportban szereplé szamok oOsszege
oszthato a masik csoportban szerepld szamok 6sszegével.

b) Meg lehet-e adni 2022 kiilonbozd pozitiv egész szamot, amelyekre teljestil, hogy
akarhogyan osztom két csoportra ezt a 2022 szamot, az egyik csoportban szerepld szamok
osszege oszthatd a masik csoportban szerepld szamok Osszegével?

A csoportok lehetnek kiilonbozd elemszdmaak. o
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1. Toltstik ki az alabbi alakzat mez6it az 1, 2, 3,4, 5 szamokkal gy, hogy minden sorban balrol

jobbra és minden oszlopban feliilrél lefele novekedjenek a szamok.

Adjuk meg az Gsszes lehetséges megoldast.
Nem kell bizonyitani, hogy a megtalaltakon kivil nincs megoldas. Teljes pontszam csak akkor
kaphato, ha sikerilt az 0sszes megolddst megtaldlni. o

. Ot kiilonboz6 magassagi gyerek all egy sorban. Az aldbbiakat tudjuk réluk:

e Mindenki tud legaldabb két masik ember szemébe nézni.

e Andris a legmagasabb, de nem latja Bélat.

e Cili Dénes mellett all, és rajta kiviil még pontosan egy ember szemébe tud nézni.
e Endre all a bal szélen, és alacsonyabb, mint Cili.

Milyen sorrendben allnak a sorban és mi a magassagbeli sorrendjik?

Két gyerek pontosan akkor tud eqymds szemébe nézni, ha kettojik kozt nincs olyan gyerek,
aki magasabb lenne barmelyikiknél.

. Kati néni tojasgazddlkodasba kezd. Els6 nap megveszi elsé tyukjat, dam ekkor nincs egy
tojasa sem. Egy tyuk minden éjszaka két tojast tojik. A termelés noveléséhez tjabb tytkokat
szerezhet be napkozben a piacon, tytikonként 6t tojasért cserébe. Mashonnan nem szerez be
se tojast, se tytkot; és a tyikokat sem valthatja vissza tojasra. Kati néni szeretne a tizedik
napon a leheto legtobb tojassal rendelkezni. Legfeljebb hany tojasa lehet a tizedik napon?

El kell magyardznod a modszert is, amellyel szerinted a legtobb tojast tudja Kati néni elérna.
Nem kell indokolnod, hogy tobb tojdst mdshogy nem tud szerezni. Csak akkor kaphatsz teljes
pontszdmot, ha a lehetséges legtobb tojdshoz vezetd maodszert taldltad meg, de részpontszamot
akkor is kaphatsz, ha nem taldlod meg a legjobb megolddst. °

. (a) Adjunk meg egy olyan szdmot, amelyiknek a 8-cal val6 irasbeli osztdsa soran mindegyik
maradék el6fordul.

(b) Adjuk meg a legkisebb ilyen szamot.

Az 1635 osztdasa sordn példdul hdromféle maradék fordul eld: a 0, az 1 és a 3 (a 3 kétszer
is):
1635 : 8 = 204
16
03

35
3
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5. Egy pingpongbajnoksdgon 13 jatékos vett részt, és mindenki mindenkivel pontosan egy
meccset jatszott. A jatékosok kozott voltak bal- és jobbkezesek is. Osszesen ugyanannyi

meccset nyert jobbkezes jatékos, mint balkezes.
Legfeljebb hanyszor fordulhatott eld, hogy egy balkezes jatékos legyézott egy jobbkezest?
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Orszagos donto

1. Helga és Ildi pénzérmékben tartja megtakaritott pénzét. Helganak 34 tizforintosa és va-

lamennyi 6tvenforintos érméje van. Ildinek 64 tizforintos és néhany otvenforintos érméje
van. Erdekes médon dsszesen pontosan ugyanannyi darab pénzérméjiik van. Helga lemérte,
mennyi érméi 0ssztomege és 492 grammot kapott. Mennyi Ildi érméinek 6ssztomege, ha tud-
juk, hogy az 6tvenforintos érme pontosan két grammal nehezebb, mint a tizforintos érme?

©

. Kolos egyforma kockakbdl épitett egy testet. Ezutan elkészitette a test ,nyarsabrajat”:
felirta, hogy elolrdl, illetve balrdl nézve az egyes helyeken hany kockat , nyarsalna fel”, ha
az adott helyen atsziurna a rajzot a rajzsikra merolegesen.

R I
112121 21311
312211 21412
Elolrél nézve Jobbrol nézve

Szinezziik ki a megadott mintaban a kockak helyét.

Alsé szint Ko6zéps6 szint Felsé szint

Az épitmény nincs osszeragasztva, azaz minden olyan kocka alatt, amely nem a legalso szin-
ten van, kell legyen eqy mdasik kocka. Aldbb eqy eqyszeribb épitmény nydrsdbrdja ldthato.

111 2

Elolrdl nézve  Jobbrdél nézve

©

. Sanyi a Harry Potter-napokon szeretné megnézni mind a nyolc filmet a kedvenc mozijaban.
A moziban hiarom napon adjak a filmeket, mindharom napon 1-2-3-4-5-6-7-8 sorrendben,
és Sanyi is ilyen sorrendben szeretné latni 6ket, mindegyiket pontosan egyszer. A filmek
megnézését tobb napra is oszthatja, de lehetnek olyan napok, amikor egy részt se néz meg.
Hényféleképpen teheti ezt meg? o
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4. L-triominokbdl szeretnénk egy négyzetet épiteni gy, hogy semelyik két triomind ne alljon
Ossze egy 2 X 3 -as téglalappa. Legalabb hany triominot kell ehhez felhasznalnunk?

Az abran egy L-triomind ldthato. A triomindkat el lehet forgatni, de oldalaiknak a négyzet
oldalaival parhuzamosaknak kell lennitik. Az épités sordn sem hézag, sem dtfedés nem kelet-

kezhet.
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1. Toltstiik ki az alabbi alakzat mezo6it az 1,2,3,4,5,6 szamokkal tgy, hogy minden sorban
balrél jobbra és minden oszlopban feliilrél lefele novekedjenek a szamok.

Adjuk meg az Gsszes lehetséges megoldast.
Nem kell bizonyitani, hogy a megtalaltakon kivil nincs megoldas. Teljes pontszam csak akkor
kaphato, ha sikerult az 0sszes megolddst megtaldlns. o

2. Kati néni tojasgazdéalkodasba kezd. Elsé nap megveszi elsé tyukjat, am ekkor nincs egy
tojasa sem. Egy tyuk minden éjszaka két tojast tojik. A termelés noveléséhez tjabb tytukokat
szerezhet be napkozben a piacon, tytikonként 6t tojasért cserébe. Mashonnan nem szerez be
se tojast, se tytkot; és a tyikokat sem valthatja vissza tojasra. Kati néni szeretne a tizedik
napon a lehetd legtobb tojassal rendelkezni. Legfeljebb hany tojasa lehet a tizedik napon?

El kell magyardznod a modszert is, amellyel szerinted a legtobb tojast tudja Kati néni elérna.
Nem kell indokolnod, hogy tobb tojdst mdshogy nem tud szerezni. Csak akkor kaphatsz teljes
pontszdmot, ha a lehetséges legtobb tojdshoz vezetd modszert taldltad meg, de részpontszamot
akkor is kaphatsz, ha nem taldlod meg a legjobb megoldast. o

3. a) Adjunk meg egy olyan szamot, amelyiknek a 8-cal vald {rdsbeli osztdsa soran mindegyik
maradék el6fordul.

b) Adjuk meg a legkisebb ilyen szamot.

Az 1635 osztdasa sordn példdul haromféle maradék fordul eld: a 0, az 1 és a 3 (a 3 kétszer
is):
1635 : 8 = 204
16
03

35
3

©

4. Lili rajzolt egy lapra négy pontot, majd egymas utan lemérte a pontparok tavolsagat. Az
els6 6t lemért tavolsag 10, 20, 30, 40 és 50 cm volt.
Mekkora a hatodik tavolsdag lehetséges legnagyobb értéke? o

5. a) Anna leirt egy lapra két szdmot, majd leirta ezek Gsszegét, valamint kiilonbségét. fgy
Osszesen négy pozitiv egész szam szerepelt a lapon. Lehetséges-e, hogy ezen négy szam
kozott egy-egy egyjegyt, kétjegyli, haromjegyli és négyjegyti is van?

b) Béla leirt egy lapra két szdmot, majd leirta ezek szorzatét, valamint hanyadosét. fgy
Osszesen négy pozitiv egész szam szerepelt a lapon. Lehetséges-e, hogy ezen négy szam
kozott egy-egy egyjegyi, kétjegyli, haromjegyli és négyjegyti is van?
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1. Egy tarsasjaték tablaja az alabbi dbran lathaté médon, 19 darab szabdlyos hatszogbdl all.
Mindegyik hatszognek megjeloltiik a kozéppontjat.
Adjunk meg minél tobb, kiilonbozé méretii szabalyos haromszoget, amelynek mindharom
csucsa a megjelolt 19 pont valamelyike.

A hdromszogeket a csucsok megnevezésével sorold

fel.

Azonos méretii haromszogekbdl csak egyet-egyet adyj
meg.

Nem kell bizonyitanod, hogy mnincs mds, az
altalad megtaldltaktol kilonbozo méretii szabdlyos

hdromszog. o

2. Sanyi a Harry Potter-napokon szeretné megnézni mind a nyolc filmet a kedvenc mozijaban.
A moziban harom napon adjak a filmeket, mindharom napon 1-2-3-4-5-6-7-8 sorrendben,
és Sanyi is ilyen sorrendben szeretné latni éket, mindegyiket pontosan egyszer. A filmek
megnézését tobb napra is oszthatja, de lehetnek olyan napok, amikor egy részt se néz meg.
Hanyféleképpen teheti ezt meg? °

3. a) Van-e olyan haromjegyii szam, amelynek szdmjegyeit forditott sorrendben felirva a szam
haromszorosat kapjuk?

b) Van-e olyan négyjegyti szam, amelynek szamjegyeit forditott sorrendben felirva a szdm
négyszeresét kapjuk?

4. a) Ossze lehet-e épiteni 12 db L-triominébél egy téglalapot gy,
hogy semelyik két triomindé ne alljon Ossze egy 2 x 3 -as
téglalappa?

b) Ossze lehet-e épiteni 18 db L-triominébél egy téglalapot ugy,
hogy semelyik két triominé ne &lljon 0Ossze egy 2 X 3-as
téglalappa?

Az abran egy L-triomind ldthato. A triomindkat el lehet forgatni, de oldalaiknak a téglalap
oldalaival parhuzamosaknak kell lennitik. Az épités sordn sem hézag, sem dtfedés nem kelet-

kezhet. o
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1. Hényféleképpen lehet az alabbi alakzat mez6it az 1,2, ...,6 szamokkal kitolteni ugy, hogy
minden sorban balrél jobbra és minden oszlopban feliilrol lefele novekedjenek a szamok?

©

2. Piroska leirt a fiizetébe néhany primszamot. Eszrevette, hogy mindegyik szamjegyet ponto-
san egyszer hasznalta, kivéve a 0-t, melyet egyszer sem. Legfeljebb hany primszamot irhatott

le Piroska? o

3. Lili rajzolt egy lapra négy pontot, majd egymas utan lemérte a pontparok tavolsagat. Az
els6 6t lemért tavolsag 10, 20, 30, 40 és 50 cm volt.
Mekkora a hatodik tavolsiag lehetséges legnagyobb értéke? o

4. a) Anna leirt egy lapra két szamot, majd leirta ezek Osszegét, valamint kiillonbségét. fgy
Osszesen négy pozitiv egész szam szerepelt a lapon. Lehetséges-e, hogy ezen négy szam
kozott egy-egy egyjegyt, kétjegyl, haromjegyli és négyjegyti is van?

b) Béla leirt egy lapra két szamot, majd leirta ezek szorzatat, valamint hanyadosat. fgy
Osszesen négy pozitiv egész szam szerepelt a lapon. Lehetséges-e, hogy ezen négy szam
kozott egy-egy egyjegyi, kétjegyl, haromjegyli és négyjegyti is van?

5. Ali és Bori egy 4 x 4-es tablazat néhany mezojét szeretné kifesteni pirosra gy, hogy minden
sorban és oszlopban legalabb egy piros mez6 legyen. Ali szerint a lehetséges szinezések szama
paratlan, Bori szerint paros. Melyikiiknek van igaza?

A tdblazatot nem lehet elforgatni vagy tiukrozni. o




Feladatok

LI. verseny 2021-2022.

1. Harom testvér (Anna, Béla és Cili) kapott egy-egy egyforma tébla csokolddét. Miutdn
megkaptak, mindenki evett a csokijabél: Anna 3 sort, Béla 1 sort, majd 3 oszlopot, Cili
pedig 4 oszlopot evett meg. Ekkor észrevették, hogy mindegyikiik csokijabdl ugyanannyi
kocka fogyott.

Hény kockabdl allt a teljes tabla csokoladé? o

2. a) Van-e olyan haromjegyti szam, amelynek szamjegyeit forditott sorrendben felirva a szam
haromszorosat kapjuk?

b) Van-e olyan négyjegyl szam, amelynek szamjegyeit forditott sorrendben felirva a szam
négyszeresét kapjuk?

3. Sara rajzolt két egyenl6 szart, de nem szabdlyos haromszoget gy, hogy az elsé haromszog
alapjanak hossza megegyezik a masodik haromszog szarainak hosszaval, valamint a masodik
hiaromszog alapjanak hossza megegyezik az elsé haromszog szarainak hosszaval. Miutan
megrajzolta a két haromszoget, észrevette, hogy az elsé haromszog egyik szoge megegyezik
a masodik haromszog egyik szogével. Mekkordk lehetnek a két haromszog szogei?

4. Géspar beirta egy 7 x T-es tablazatba az 1,2,3,...,49 szamokat ugy, hogy a szomszédos
szamok oldalszomszédos mezokon legyenek. Ezutan kiszinezte azokat mezdket, amelyekben
7-tel osztva 1 vagy 2 maradékot ad6 szam all. Lehetséges-e, hogy minden sorban és minden
oszlopban pontosan két mezot szinezett ki? o
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8. osztaly, 1. nap

Feladatok

Orszagos donto

. Piroska leirt a fiizetébe néhany primszamot. Eszrevette, hogy mindegyik szamjegyet ponto-
san egyszer hasznalta, kivéve a 0-t, melyet egyszer sem. Legfeljebb hany primszamot irhatott
le Piroska? o

. Egy pingpongbajnoksdgon 5 balkezes és 8 jobbkezes jatékos vett részt, és mindenki min-
denkivel pontosan egy meccset jatszott. Ugyanannyi meccset nyert jobbkezes jatékos, mint
balkezes. Hanyszor fordult el6, hogy egy balkezes megvert egy jobbkezest?

. Van egy kisebb és egy nagyobb kockank. A kisebb kockat teletoltottiik vizzel. Ezutan az
Osszes vizet attoltottiik a nagyobb kockdba (amely valamelyik lapjan tdmaszkodva all az
asztalon), igy a nagyobb kockdban 3 c¢cm magasan all a viz. Ezutdn a kisebb kockat is
beleraktuk a nagyobb kockaba tgy, hogy annak az egyik lapja a nagyobb kocka aljahoz
tapadjon, de a viz ne folyjon bele a kisebb kockaba. Ennek hatdsara a nagyobb kockaban 1
cm-rel megemelkedett a vizszint.

Hatarozzuk meg a kockéak élhosszusagait.

3 em 4 cm

©

. Ali és Bori egy 4 x 4-es tablazat néhany mez6jét szeretné kifesteni pirosra gy, hogy minden
sorban és oszlopban legalabb egy piros mezo legyen. Ali szerint a lehetséges szinezések szama
paratlan, Bori szerint paros. Melyikiiknek van igaza?

A tdabldazatot nem lehet elforgatni vagy tikrdozni. °

. Az ABCD konvex négyszognek megrajzoltuk mind a négy belso szogfelelezojét.

Az A-nél levo szog belso szogfelezéje a P pontban metszi a B-nél levo szog belsd szogfe-
lezojét.

A B-nél levé szog belso szogfelezbje a () pontban metszi a C-nél leve szog belso szogfelezojét.
A C-nél levo szog belso szogfelezéje az R pontban metszi a D-nél levd szog belsé szogfe-
lezbjét.

A D-nél levo szog belsé szogfelezije az S pontban metszi az A-nal levd szog belso szogfe-
lezojét.

Bizonyitsuk be, hogy ha az igy keletkezett PQ RS négyszog rombusz, akkor négyzet is. o
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8. osztaly, 2. nap

1. Melyik a nagyobb,

Feladatok

Orszagos donto

A=(1422+B+42+(B+6)2+...4 (2019 + 2020)* 4 (2021 + 2022)?,

vagy
B=(2+432+4+5)°+(6+7)%+...+ (2020 +2021)* + (2022 + 1)*?

©

2. Sara rajzolt két egyenld szard, de nem szabalyos hdromszoget gy, hogy az elsé haromszog

alapjanak hossza megegyezik a masodik haromszog szarainak hosszaval, valamint a masodik
haromszog alapjanak hossza megegyezik az els6 haromszog szarainak hosszaval. Miutan
megrajzolta a két haromszoget, észrevette, hogy az elsé haromszog egyik szoge megegyezik
a masodik haromszog egyik szogével. Mekkordk lehetnek a két haromszog szogei?

3. Egy csiga elindul az A pontbdl valamilyen iranyba. Allandé nagysagu sebességgel, szaka-
szonként egyenesen halad, iranyt csak minden egész orakor valt, ilyenkor 42 fokkal jobbra
fordul.

Mennyi idé mulva ér elGszor vissza az A pontba?

Az abra a csiga mozgasdnak elsé 3 ordjdarol készuilt.

©

4. Egy 7 x T-es tablazatba beirtuk az 1,2,3,...,49 szamokat dgy, hogy a szomszédos szamok

mindig oldalszomszédos mezokon legyenek. Lehetséges-e, hogy ha 7-tel maradékosan oszt-
juk a beirt szamokat, akkor minden sorban és minden oszlopban szerepel mind a hétféle
maradék? o
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Megoldasok

r—m Megyei fordulo

1. a) Ird fel a 2022-t egy négyjegyl, egy haromjegyl és egy kétjegyl szam Osszegeként ugy,
hogy a harom Osszeadanddé kilenc szamjegye kozott pontosan haromféle szamjegy forduljon
el6.

b) Ird fel a 2022-t egy négyjegyi, egy haromjegyi és egy kétjegyll szam 0Osszegeként gy,
hogy a harom osszeadandé kilenc szamjegye mind kiilonbozo legyen.

Elegendd egy-eqy megolddst megadni; nem kell az 6sszes lehetoséget megkeresni, sem azt
leirni, hogy hogyan taldltad ezt a megoldast.

a) 1900 4+ 111 + 11 = 2022 (az el6forduld szamjegyek a nulla, az egy és a kilenc)
b) 1278 + 694 + 50 = 2022 (a kimarad6 szdmjegy a harmas)

Megjegyzés. Mindkét részfeladatra sokféle helyes konstrukcié adhaté. A b) résznél ugyanak-
kor minden megoldédsban a 3-as szamjegynek kell kimaradnia (ez abbdl kovetkezik, hogy egy
szam 9-es maradéka megegyezik a szamjegyeinek Osszegének 9-es maradékaval, a részletek
meggondolasat a kedves Olvaséra bizzuk). o

2. A Bergengdéc Titkosszolgalat egy ujfajta titkositast fejleszt ki, melyben egy sziirke és fehér
mez6kbdl 4ll6 tablazatot akarnak kodolni. A kddolas médja a kovetkezd: minden sor elejére
odairjak a sorban szerepld sziirke mezok oszlopszamainak Osszegét, az oszlopok tetejére
pedig a benne szereplo sziirke mezdk sorszamainak 0sszegét. A bal oldali abran egy 3 x 3-as
tablazat titkositasa lathato, a zardjelben irt szamok a sor- és oszlopszdamokat jelolik.

A titkosszolgédlat most egy 5 x 5-0s tablat kapott kodolva, ez lathato a jobb oldali abréan.
Melyik mezok voltak sziirkére festve a tablazatban?
A teljes pontszamhoz elegendd eqy 7ol kitoltott tabldzatot megadni, indoklds nem sziikséges.

5021 9/8|3|8|14
(1) 7 (1)
(2) 13 (2)
(3) (3)
(1) (2) 3) (4)
11 (5)




LI. verseny 2021-2022.

Megoldasok

3.

o

Hany olyan pozitiv egész szam van, amelyre az alabbi négy koziil pontosan két allitas igaz?
e A szam ezresekre kerekitve 0. e A szam tizesekre kerekitve 280.
e A szam szazasokra kerekitve 100. e A szam szazasokra kerekitve 300.
Els6 megoldas. El6szor nézzik meg, hogy a négy allitas kilon-kiilon melyik

szamtartomanyban igaz.

e A szam ezresekre kerekitve 0: 1 < x < 500

o A szdm szdzasokra kerekitve 100: 50 < xz < 150
A szam tizesekre kerekitve 280: 275 < z < 285

o A szdm szdzasokra kerekitve 300: 250 < z < 350

Az elso6 allitas nem lehet hamis, mert akkor az 6sszes tobbi is hamis lenne.
Ha a harmadik allitas igaz, akkor a negyedik is, mert 250 < 275 < 285 < 350.

Tehat csak tugy lehet a négy allitas koziil pontosan kettd igaz, ha a két igaz allitas az elso és
a masodik, vagy az elsé és a negyedik.

Ha az els6 két allitas az igaz, akkor 50 < x < 150 és ebbdl kovetkezik, hogy az utolsd két
allitas hamis, mert azok csak nagyobb szamokra igazak. Ez pontosan 100 szam.

Ha az els6 és a negyedik allitas az igaz, akkor a masodik biztosan hamis, mert az kisebb
szamokra igaz. Arra viszont nekiink kell iigyelni, hogy a harmadik &allitas is hamis legyen.
250 és 350 kozé megint csak szaz szam esik, de ezek koziil nem jok azok, amelyek 275 és
285 kozé esnek, ezért 10-zel kevesebb, osszesen 90 jé szamot talaltunk ebben az esetben
(250 < x < 275 vagy 285 < y < 350).

A két esetben kapott szamok kozott nincs atfedés, igy 6sszesen 100+ 90 = 190 olyan pozitiv
egész létezik, amelyre a felsorolt négy allitas koziil pontosan ketto igaz.
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Megoldasok

Masodik megoldas. Abrézoljuk szamegyenesen, hogy az egyes allitdsok mely pozitiv egészek
esetén igazak.

Il o—

] o—

V.

—e—e
1 50 149 250 275 284 349 499

Lathatd, hogy pontosan két allitas akkor teljesiil az x szamra, ha 50 < z < 149 vagy
250 < x < 275 vagy 284 < x < 349. Az els6 esetnek 100 darab, a masodiknak 25 darab, a
harmadiknak 65 darab pozitiv egész felel meg. Tehat osszesen 190 olyan pozitiv egész van,
amelyre pontosan két allitas igaz.

[+

Egy asztal koriil 12 gyerek iil, mindegyikiik sarga vagy kék poloban van. Az asztal kortil
iillok koziil pontosan 6 gyerekre teljesiil, hogy mindkét szomszédja sarga poloban van.
Osszesen hény sérga polds iilhet az asztal koriil?

Mutass példat minél tobbféle értékre és indokold meg, hogy mds érték miért nem lehetséges.

A sarga poldosok lehetséges szama 6, 7, 8 vagy 9, ime egy-egy példa:

1 1 1 1
°® o °® O
O O 0 ®0 O O O O
~e o< Se o< e o< Se o<
O 6} O O 7 O O 8 O O 0 O
°® o ® O O O O O
2 O o O X~ 2 O o O ' 2 O o O X~ 2 O o O X

T T T T

(Teli karika jelenti a kék pdlés, az iires karika a sarga polos gyerekeket. A nyilak azokra
mutatnak, akiknek mindkét szomszédjuk sérga.)

Mas érték nem lehetséges, mivel sem 6-nal kevesebb, sem 9-nél tobb nem lehet a sarga po6lés
gyerekek szama. Ez példaul a kovetkezé modon lathato be:

e Ha azokat a gyerekeket nézziik, akiknek mindkét szomszédja sarga polds, akkor az 6
baloldali szomszédaik kiilonboz6 sarga pélos gyerekek. Tehat legaldbb 6 sarga polds
gyerek van.

Alternativ indoklds: Ahhoz, hogy 6 gyereknek mindkét szomszédja sarga legyen, kell
6 -2 = 12 sarga szomszéd; de minden sarga pélos legfeljebb két gyereknek lehet a sarga
szomszédja, ezért kell legalabb 6 sarga polés gyerek.

e Ha mindenki sarga po6lés lenne, akkor 12 gyereknek lenne mindkét szomszédja sarga
polos.
Amikor egy sarga pélot kékre cseréliink, akkor a két siarga szomszéddal rendelkezo
gyerekek szama legfeljebb kett6vel csokken. Tehat legalabb 3 kék pdlos gyerek kell, igy
a sarga poldsok legnagyobb lehetséges szama 9.
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Megoldasok

d.

Megjegyzés. 8, illetve 9 sarga pélos gyerek esetén mas jo elrendezések is léteznek, példaul:

. 4
° ° O °
0®e 0®e 0 %o o0 ®0
e ° o o o o 0 o
O 8 O =20 8 e O 9 e+ —e 0 e«
0 O 0 O O o O o
700 N T o0 770 @ O 0o O
7‘T’§ 7‘T’§ T 7‘T’§

Az pedig bizonyithatd, hogy 6, illetve 7 sarga polo esetén csak a fent bemutatott elrendezések
— és elforgatottjaik — miikodnek. o

Laci nyolc egyforma méretii szabalyos dobdkockabdl egy nagyobb kockat épit, majd leteszi
az asztalra. Peti ranéz elolrdl, balrdl és feliilr6l, majd megallapitja, hogy az igy latott
tizenkét szam Osszege 66. Neki is lat, hogy lerajzolja a nagy kocka héaléjat, mely az alabbi
abran lathaté (a szdmokat egyelére még nem irta be). Szaggatott vonallal be is keretezte
azt a harom lapot, melyeket az el6bb megnézett.

Mekkora lehet az asztalon fekvé (az dbran szlirke hattertl) lapokon szereplé négy szam
Osszegének

a) legkisebb lehetséges értéke? b) legnagyobb lehetséges értéke?

A teljes pontszdm eléréséhez eqyrészt példakat kell adnod a legkisebb és a legnagyobb le-
hetséges értékre — azt is megadva, hogy melyik szam hol taldlhato a nagy kockdan —, mdsrészt
azt is indokolnod kell, hogy még kisebb, illetve még nagyobb osszeq miért nem érheto el.

A szabdlyos dobokockdn a szemben lévd lapokon ldthato szdamok Osszege 7.

A tizenkét latott dobdkockalapon Gsszesen 66 a szamok Osszege. Ez csak gy lehetséges, ha
minden kis dobdkockan a leheto legnagyobb szamokat latjuk.

e Ha egy dobdkockanak egy lapja latszik, akkor ez a 6 (3 lap a 12-bdl).
e Ha két lapja latszik, akkor az egyik 5 és a masik 6 (3 + 3 lap a 12-bél).

e Végiil ha hirom lapja, akkor ezeken egy 4, egy 5 és egy 6 lathaté (1 +1+ 1 lap a
12-bél).
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Ez igy Osszesen 3-6+3-(5+6)+1-(4+ 5+ 6) = 66, vagyis tényleg csak igy johet ki a 66,

minden mas esetben kevesebbet kapnank.
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A sziirke lapok a fels6 nagy lappal vannak szemben, ezek éppen az als6 (az asztalappal

érintkez6) dobdkockalapok.

e Az alsé rétegben van egy dobdkocka, amelybol semmi nem latszik, ennek barmelyik
lapja érintkezhet az asztallal — tehat az dbran A-val jelolt sziirke dobdkockalapon sze-

repelhet barmi.

e Van két alsé dobdkocka, amelyekbol csak egy hatos latszik. A hatossal szemkozt egyes
van, amely nem érhet az asztalhoz, ezért a sziirke oldalukon — az dbran B és C' jelt
dobokockalapokon — 2, 3, 4 vagy 5 allhat.

e Végiil van egy als6 dobdkocka, amelybdl az 5 és 6 szamok latszanak, ezért a veliik
szemben 1é6v6 2 és 1 nem érhet az asztallaphoz. Marad — az abran D jelii — sziirke

lapnak a 3 vagy a 4.

Az eddigiek alapjan a sziirke lapon szerepl6 szamok 0sszegének maximuma 64+5+5+4 = 20.
Ez tényleg meg is valosithato, példaul gy, ha az abran lathatéo modon szerepelnek a szamok

a sziirke lapokon:

S| OOy | Ot

S| OO | O




LI. verseny 2021-2022.

Megoldasok

A sziirke lapon szerepl6 szamok 6sszegének minimuma 1+2+2+3 = 8. Ez is megvaldsithato,
példaul igy:

S| OO | Ot

S| OO | O

—(& =)

1.

Megyei fordulo

Hany olyan pozitiv egész szam van, amelyre az alabbi négy koziil pontosan 2 allitas igaz?
e A szam ezresekre kerekitve 0.
e A szam szazasokra kerekitve 100.
e A szam tizesekre kerekitve 470.

o A szidm szdzasokra kerekitve 500.

Els6 megoldas. frjuk fel, hogy melyik allitas milyen szamtartomanyban teljesiil és egyben
jeloljiik betiikkel az allitasokat.

A: 1 <2 <500, B: 50 < x < 150, C: 465 < x < 475 és D: 450 < x < 550.

Ha egy szamra A hamis, akkor B és C is hamis, tehat a megfelel6 szamokra A igaz (kiilonben
tobb, mint két hamis &llitas lenne).

Ha egy szamra C igaz, akkor D is igaz. Ezért csak olyan szam felel meg a feltételeknek,
amelyre C hamis (kiilénben t6bb, mint két allitds lenne igaz, hiszen A méar biztosan igaz).

Két lehet6ség maradt:
e A és Bigaz, C és D hamis. Ezek éppen az 50 < x < 150 szamok, 100 van bel6liik.

e A és D igaz, B és C hamis. A és D egyszerre a 450 < x < 500 szamokra teljesiil,
de ezek kozil el kell hagynunk azokat, amelyekre C igaz. Tehat az ilyen szamokra
450 < x < 465 vagy 475 < x < 500. Ez 0sszesen 15 4 25 = 40 szam.

A két esetben kapott szamok kozott nincs atfedés, igy osszesen 100 + 40 = 140 szam teljesiti
a feladat feltételeit.
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2.

Masodik megoldas. Abrézoljuk szamegyenesen, hogy az egyes allitdsok mely pozitiv egészek
esetén igazak.

Il o—

] o—
IV *

——o @
1 50 149 450 465 474 499 549

Lathaté, hogy pontosan két allitas akkor teljesiil az x szamra, ha 50 < z < 149 vagy
450 < x < 465 vagy 474 < x < 499. Az els6 esetnek 100 darab, a masodiknak 15 darab, a
harmadiknak 25 darab pozitiv egész felel meg. Tehat osszesen 140 olyan pozitiv egész van,
amelyre pontosan két allitas igaz.

A bergengdc titkosszolgédlat egy ujfajta titkositast fejleszt ki, melyben egy sziirke és fehér
mez6kbdl all6 tablazatot akarnak kédolni. A kddolas médja a kovetkezd: minden sor elejére
odairjak a sorban szerepld sziirke mezok oszlopszamainak Osszegét, az oszlopok tetejére
pedig a benne szerepld sziirke mezdk sorszamainak Osszegét.

A bal oldali abran egy 3 x 3-as tabldzat titkositdsa ldthato, a zdrdjelben irt szamok a sor- €s
oszlopszamokat jelolik.

A titkosszolgdlat most egy 6 x 6-0s tablat kapott kodolva, ez lathaté a jobb oldali abran.

Melyik mez6k voltak sziirkére festve a tabldzatban? (Indoklds nem sziikséges.)

13|11|17{10
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3.

4.

Felirtuk az 6sszes olyan romai szamot, amelyben az M, D, C, L, X, V, I betiitk mindegyike

pontosan egyszer szerepel. Mennyi az igy felirt szamok Osszege?
Emlékeztetoiil, az egyes betik értéke: M=1000, D=500, C=100, L=50, X=10, V=5, I=1.

Tablazatba foglaljuk a lehetséges eseteket.

ezresek | szazasok | tizesek | egyesek érték
M DC LX VI 1000 + 600 + 60 + 6 = 1666
M DC LX IAY 1000 + 600 + 60 + 4 = 1664
M DC XL VI 1000 + 600 4 40 + 6 = 1646
M DC XL v 1000 + 600 440 + 4 = 1644
M CD LX VI 1000 + 400 +- 60 + 6 = 1466
M CD LX IAY 1000 + 400 + 60 + 4 = 1464
M CD XL VI 1000 + 400 + 40 + 6 = 1446
M CD XL v 1000 + 400 4 40 + 4 = 1444

Mas lehet6ség nincs. Az M nem allhat a szédzasoknal, mert akkor C meg kellene, hogy elézze,
de igy D-nek nem marad hely. Hasonl6an C nem &allhat a tizeseknél, mert akkor X megel6zi,
de tgy L-nek nem marad jo pozicid. Hasonléan X sem &llhat az egyeseket leiré csoportban.

A nyolc szam Gsszege 12440.

Megjegyzés. Az Osszegzés egyszertisitheto, ha észrevessziik, hogy van nyolc darab ezresiink és
a szazasok négy ezres csoportba oszthatok, majd a tizesek négy szdzas csoportba oszthatok
végiil az egyesek négy tizes csoportba oszthatok. Tehat az osszeg 8000 + 4000 + 400 + 40 =

12440. (4)

Ricsi szétvagta a sakktablajat racsvonalak mentén, méghozza gy, hogy a keletkezo
osszefiiggd darabok mindegyikébe pontosan 4 sotét mezo esett. Ezutan minden darabra
rairta, hogy hény vilagos mezo szerepel benne. Legfeljebb hény kiilonboz6 szamot irhatott
igy a darabokra?

A teljes pontszamhoz példat kell mutatnod szétvagasra a lehetd legtdbb kiilonbozo értékkel,
és indokolnod kell azt is, hogy miért ez a legtobb.

I—I 3 Ricsi egqy hagyomdnyos, azaz 8 X 8-as méreti
sakktablat vagott szét.

Egy darabot akkor mneveziink osszefiiggonek, ha
barmelyik mezdjérol el lehet jutni barmelyik mdadsik
mezojére ugy, hogy menet kozben csak élszomszédos
mezokre léptink.

Az abran eqy lehetséges szétvdagas ldthato, amelynél
3-féle értéket (3, 4, 6) irt a darabokra Ricsi.

Legfeljebb hét kiilonbozdé szamot irhatott Ricsi a darabokra. Ez azért igaz, mert legalabb
egy fehér mez6 minden darabhoz tartozik (fekete mezék sosem élszomszédosak), és nyolc
kiilonbozo érték esetén legalabb 142+ 34 ...+ 8 = 36 fehér mezdre lenne sziikség, de csak
32 van.
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Megadunk egy példat, ahol hét kiillonboz6 szam van felirva a darabokra.

5 _I1L
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5. Egy asztal koriil 12 ember iil, mindegyikiik igazmondé vagy hazudds. Az igazmonddk
mindig igazat mondanak, a hazudésok mindig hazudnak.
Korben mindannyian a kovetkezét mondjék: | Egy igazmondé és egy hazudds kozott iilok”.
Ezutdn mindenki felall, majd véletlenszerii sorrendben visszaiil az asztalhoz.
Ha a helycsere utan megkérdezziik mindenkitol, hogy ,,Igaz-e most, hogy egy igazmondo és
egy hazudés kozott tlsz?”, akkor legkevesebb héany ,,Igen” valaszt kaphatunk?

Jelolje I az igazmonddkat és H a hazudésokat. Egy igazmondé akkor mondhatta, hogy
. Egy igazmondd és egy hazudods kozott lok”, ha ez tényleg igy van. Egy hazudds pedig
akkor, ha mindkét szomszédja igazmondd, vagy mindketté hazudéds.

Ha mindenki hazudéds, akkor helycsere utan 12 | Igen” valaszt fogunk kapni.

Ha nem mindenki hazudéds, akkor van legalabb egy igazmondd, akinek legalabb egyik
szomszédja hazudos. TH ... Ekkor a szomszédos hazudods kovetkezd szomszédja csak igaz-
mondo lehet, és ennek a igazmondonak a kovetkezd szomszédja megint csak igazmondo:
THII... Most megint hazudés kovetkezik, és a kor csak egyféle médon fejezhetd be:
IHITHIIHIIHI. Azaz ebben az esetben 8 igazmondé és 4 hazudds van.

Ekkor helycsere utan is biztosan lesz egy legalabb két, egymas mellett 1l igazmondobdl 4llé
szakasz. Ennek a szakasznak a két szélén il egy-egy igazmondo biztosan egy igazmondd
és egy hazudos kozott fog iilni, tehat | Igen” valaszt fog adni a kérdésre. fgy biztosan lesz
legaldbb két | ,Igen”.

Elérheto, hogy csak két |, Igen” legyen, példaul az alabbi elrendezéssel a helycsere utan:
®@V®
@ @
- @ D4
@ @
Op®

Ebben az elrendezésben a két nyillal megjelolt igazmondo igennel valaszol a kérdésre, min-
denki més pedig nemmel. o
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Egy asztal koriil 12 ember il, mindegyikiik igazmondé vagy hazudds. Az igazmondok
mindig igazat mondanak, a hazudésok mindig hazudnak.
Korben mindannyian a kovetkezét mondjék: | Egy igazmondé és egy hazudds kozott iilok”.
Ha megkérdezziik mindenkitdl, hogy ,,Igaz-e, hogy valamelyik szomszédod igazmond?”,
hany ,,Igen” valaszt kaphatunk?

Jelolje I az igazmonddkat és H a hazuddsokat. Egy igazmondé akkor mondhatta, hogy
. Egy igazmondd és egy hazudods kozott lok”, ha ez tényleg igy van. Egy hazudds pedig
akkor, ha mindkét szomszédja igazmondd, vagy mindketté hazudds. Ezek alapjan csupan
két lehetOség van az iilésrendre.

e Lehetséges, hogy mindenki hazudés.

e Ha nem mindenki hazudés, akkor van legaldbb egy igazmondé. Ennek az igazmonddénak
pontosan az egyik szomszédja hazudds (hiszen igazat mond). IH ...

Ekkor a szomszédos hazudos kovetkezd szomszédja csak igazmondo lehet, és ennek a
igazmondonak a kovetkezo szomszédja megint csak igazmondé: THII ...

Most megint hazudods koévetkezik, és a kor csak egyféle modon fejezhetd be.

®®@ ©® @
@ @ ® ®
® ® @ ®

@ ® ® @
®g@® D@ ®

Most mindenkitol azt kérdezziik, ,,Igaz-e, hogy valamelyik szomszédod igazmond6?”, amire
az elsé elrendezésben minden hazudoés igennel valaszol. Ez 12 igen.

A masodik elrendezésben a igazmondok igennel, a hazudésak nemmel valaszolnak, ez 8 igen.

Tehat az igenek lehetséges szama 8 vagy 12. o

Egy hosszi, egyenes orszagut egy szakaszaval parhuzamosan halad egy nagyfesziiltségii
elektromos tavvezeték. A vezetéket egyenld tavolsagkozokkel elhelyezett villanyoszlopok
tartjak, melyek sorban meg is vannak szamozva. Az l-es szamu pdzna éppen a 16-as
kilométerkonél helyezkedik el, a 225-6s szamu pozna pedig a 100-as kilométerkonél.
Erdekes médon van egy olyan villanyoszlop, amely éppen a vele azonos szamu ki-
lométerkonél all. Hanyas szamu oszloprél van sz6?

A két kilométerko kozotti 100 — 16 = 84 km tavolsagot 225 — 1 = 224 egyenld szakaszra
84 3

tagoljak a pdézndk, ezért egy szakasz hossza kilométerben mérve 91= 8

Legyen a feladatban emlitett kiilonleges pdézna sorszama k. Kétféleképpen is felirhatjuk
ennek a poéznanak az 1-es péznatol mért tavolsagat, amibol a kovetkezo egyenletet kapjuk:
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3
k—1)-—=k—-16
(b=1)- 3

Az egyenlet bal oldala a pdznak kozti egyenld tavolsagokkal fejezi ki a tavolsagot, a jobb
oldal pedig kilométerben, a kilométerkovek alapjan.

Az egyenletet megoldva:

(k—1)-S=k—16 = 3k—3=8k—128 = 125=5k = 25=4k

col w

Tehat a 25-0s szamu oszloprél van sz6. o

3.  Egy pozitiv egész szamot egyhanginak neveziink, ha a szamjegyeinek tobb, mint fele
egyforma. Példaul a 2022, a 100, a 33 és a 7 mind egyhangiak; de a 2021 és 2020 egyike
sem egyhang.

Hany 2022-nél kisebb egyhangt pozitiv egész szam van?

Felsoroljuk a lehetséges eseteket.
e Minden egyjegyli @ szam jo. Ez @ eset.
e A kétjegyl szamok koziil azok jok, amelyeknek a két jegye azonos (aa). Ez is @ eset.

e A hiromjegyti szamok koziil az aaa, aab, aba és baa alaktak felenek meg. Ez rendre
[9],[81], [81] és[81] eset. (Az elsé jegy nem lehet nulla, tovabbé a és b kiilonboznek. )

e A négyjegyl szamok kozil az aaaa, aaab, aaba, abaa és baaa alakuak felenek meg, de
ezek kozil csak azok, amelyek kisebbek 2022-nél.

— Csupa egyenlo jegy csak az 1 lehet. Ez | 1] eset.

— Az aaab, aaba és abaa esetekben a csak 1 lehet, b pedig kilenc féle. Ez rendre @,
@ és @ lehetoség.

— Végiil a baaa esetben vagy b = 1 és akkor a-ra @ lehet6ség marad, vagy b = 2 és
akkor a csak nulla lehet, ez eset.

Osszesen 9+9+9+81+81+81+1+94+94+949+1= egyhangi, 2022-nél kisebb

Szam van. o
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Bonts fel
a) egy szabdlyos tszoget b) egy négyzetet

négy darab, paronként nem egybevagd egyenloszarui haromszogre, és hatarozd meg a fel-
bontésban szereplé egyenlészari haromszogek szogeit.

a) Az ABCDE szabélyos 6tszog AC és BD &tljanak metszéspontja legyen M. Az dbrén
lathaté DAE, ADB, DMC és BC'M haromszogek paronként nem egybevagdak, és mind-
egyik egyenloszaru.

ADFE és BCM szogei 36°, 36° és 108°, ADB és CM D szogei 72°, 72° és 36°.

b) Az dbran lathaté felbontds igy kaphaté: a négyzet egyik atldjara (AC) ramérjiik a négyzet
oldalét (C'D = CFE), majd az atlén kapott (E) pontban merdlegest allitunk az atléra (E'F').

D C
F

E
A B

Kiszamoljuk a kapott haromszogek szogeit és ezzel igazoljuk a felbontas helyességét is.

o ABC egyenld szaru és derékszogd, ezért bels6 szogei 45°, 90° és 45°.
loy EAF<is 45°, AEF< = 90° (igy vettiik fel), kovetkezésképpen AF E<g = 45°. Tehét
AFEF is egyenloszara és derékszogli. Mivel az atfogdja rovidebb, nem lehet egybevagd
ABC' héromszoggel.

o CD = CE, ezért mivel DCE< = 45°, igy CDE< = DEC< = 135°/2 = 67,5°.

e Végiil a DEF haromszog szogei kivonasokkal kaphatok meg: FDE< = 90°— EDC< =
22.5°, DFE< = 180° — 45° = 135° és DEF'<¢ = 180° — (135° + 22,5°) = 22.5°.
Tehat DEF is valoban egyenl6 szaru.

o




LI. verseny 2021-2022.

Megoldasok

5.

A Bergengéc Abroszgyarban kizardlag olyan asztalteritoket készitenek, amelyek téglalap
alakuak, és fehér alapon sziirke savokkal vannak tagolva. Minden sziirke sav parhuzamos a
téglalap valamelyik oldalaval és pontosan 3 cm széles. A 2022 tavaszi kollekciéban raadasul
csupa olyan modellt dobtak piacra, amelynek teriilete pontosan fele részben sziirke és fele
részben fehér.

Az abran a kollekcié legkisebb, 24 cm x 15 cm-es méretli modelljének méretaranyos rajza
lathaté.

Szerepelhet-e a 2022 tavaszi kollekcioban olyan asztalteritd, amelynek mérete:
a) 195 cm x 200 cm b) 200 cm x 205 cm?

A pdrhuzamos szirke savok kozott mindig maradnia kell fehér résznek, de ennek szélessége
lehet akdrmilyen kicsi, akdr 1 cm-nél kisebb is.

a) Ilyen asztalterit szerepelhet a kollekciéban: megfelel, ha 13 vizszintes és 25 fliggbleges
savot haszndlunk. Ez esetben a savoknak van elég hely, hiszen 13 -3 < 195 és 25 - 3 < 200.
A sziirke rész teriilete pedig

13-3-200 + 25-3-195 — 13-25-3-3 = 7800 + 14625 — 2925 = 19500 cm?,

vizszintes sdvok  fiiggbleges sdvok  kétszeresen fedett rész

amely valéban a teljes teriilet fele.

b) Egy vizszintes és egy fliggbleges sav is olyan egész oldalhosszisagu téglalapot fed le az
eredeti téglalapbdl, amelynél az egyik oldal hossza centiméterben mérve harommal oszthato.
Egy-egy vizszintes és fliggdleges sav kozos része pedig mindig egy 3 cm X 3 cm-es négyzet.
Ezért a savok altal lefedett teriilet négyzetcentiméterben mérve mindig 3-mal oszthato. A
200 cm x 205 cm méretii teritd teriiletének fele 20500 cm?, ez nem oszthaté harommal, ezért
ilyen darab nem szerepelhet a kollekcioban.

Megjegyzés. Az (a) véltozatban a 13 vizszintes és 25 fliggbleges sav az egyetlen le-
hetséges megoldas. Tegylik fel ugyanis, hogy x darab vizszintes és y darab fiiggdleges
savot hasznalunk. Ekkor a fehér teriilet dtrendezhetd egy (195 — 3x) cm x (200 — 3y) cm-es
téglalappéa. Tehat

(195 — 32)(200 — 3y) = 19500 = 2*-3-5° - 13,

ahol a bal oldalon mindkét tényezo pozitiv egész. Harommal osztva az els6 tényezo 0, mig
a masodik 2 maradékot ad. Mindkett6 legfeljebb 200, és legalabb 98. A lehetéségeket
megvizsgalva csak a 156 - 125 szorzat a megfeleld, amibdl x = 13 és y = 25.
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1. Egy hosszi, egyenes orszagit egy szakaszaval parhuzamosan halad egy nagyfesziiltségii
elektromos tavvezeték. A vezetéket egyenld tavolsagkozokkel elhelyezett villanyoszlopok
tartjak, melyek sorban meg is vannak szamozva. Az l-es szamu pdzna éppen a 16-as
kilométerkonél helyezkedik el, a 225-0s szamu pdzna pedig a 100-as kilométerkonél.
Erdekes médon van egy olyan villanyoszlop, amely éppen a vele azonos szamu ki-
lométerkonél all. Hanyas szamu oszloprél van sz6?

A két kilométerko kozotti 100 — 16 = 84 km tavolsagot 225 — 1 = 224 egyenld szakaszra
» i , S , 84 3

tagoljak a poznak, ezért egy szakasz hossza kilométerben mérve 21= 3

Legyen a feladatban emlitett kiilonleges pdézna sorszama k. Kétféleképpen is felirhatjuk

ennek a poznanak az 1-es poznatol mért tavolsagat, amibdl a kovetkezo egyenletet kapjuk:

3
k—1)-—=k—16
(b=1)- 2

Az egyenlet bal oldala a pdznak kozti egyenld tavolsagokkal fejezi ki a tavolsagot, a jobb
oldal pedig kilométerben, a kilométerkévek alapjan.

Az egyenletet megoldva:

3
(/{:—1)~§:k—16 = 3k—3=8k—128 = 125=5k = 25=k
Tehat a 25-0s szamu oszloprol van szo. o

2. Hény olyan héromjegyli szam van, amely nem tartalmaz 9-es szamjegyet, és a
szamjegyeinek Osszege paros?

Els6 megoldds. A szamjegyek paritdsa szerint csoportositva a megfelel6 szamokat négy
esetet kiillonboztethetiink meg.

® pdros - paros - paros: A szézasok helyén nem allhat nulla, ezért ez sszesen 4-5-5 = 100
szam.

e pdros - pdaratlan - pdratlan: Mivel 9-es szamjegy nem megengedett, csak négy paratlan
jegybol valaszthatunk. Az esetek szama 4 -4 -4 = 64.

e paratlan - pdros - pdratlan: 4 -5 -4 = 80 szam.

e pdratlan - pdratlan - pdros: 4 -4 -5 = 80 szam.
Az eseteket Gsszeszamolva azt kapjuk, hogy 100+ 64 + 80 + 80 = 324 haromjegyt szam felel
meg a feladat feltételeinek.

Masodik megoldas. El6szor megszamoljuk a 9-es szamjegyet nem tartalmazé hdaromjegyti
szamokat. Ilyenbdl 8 -9 -9 = 648 van, hiszen az els6 helyen nem allhat 0 és 9, a masik két
helyen nem &llhat 9.

A kilencest nem tartalmazé szamokat parokba rendezhetjiik gy, hogy az abc szém pérja
a (9 — a)be (példaul 546 parja 446). Mivel 9 — a nem lehet egyenld a-val, a péarok elemei
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kiilonboznek, tovabba minden szam pontosan egy parban szerepel. Az isigaz, hogy 1 < a <8
miatt 1 <9 —a <8.

a és 9 — a paritasa ellentétes, ezért minden parban pontosan az egyik tagra igaz, hogy
szamjegyei 0sszege PAros.

Tehat a fent emlitett 648 haromjegyli szamnak éppen a fele megfeleld, ez 324 szam. o

3. DBonts fel
a) egy szabdlyos tszoget b) egy négyzetet

négy darab, paronként nem egybevagd egyenlészari haromszogre, és hatarozd meg a fel-
bontésban szereplé egyenlészari haromszogek szogeit.

a) Az ABCDE szabélyos 6tszog AC és BD atldjanak
metszéspontja legyen M. Az abran lathaté DAFE,
ADB, DMC és BCM haromszogek paronként nem egy-
bevagdak, és mindegyik egyenloszart.
ADE és BCM szogei 36°, 36° és 108°.
ADB és CMD szogei 72°, 72° és 36°.

b) Az abran lathato felbontas igy kaphat6: a négyzet egyik atlgjara (AC) ramérjiik a négyzet
oldalét (C'D = CFE), majd az atlén kapott (E) pontban merdlegest éllitunk az atléra (E'F').

D C
F

E
A B

Kiszamoljuk a kapott haromszogek szogeit és ezzel igazoljuk a felbontas helyességét is.

° ABC egyenlo szaru és derékszogd, ezért belsd szogei 45°, 90° és 45°.
lgy EAF<is 45°, AEF< = 90° (igy vettiik fel), kovetkezésképpen AF E<t = 45°. Tehat
AFEF is egyenlOszaru és derékszogli. Mivel az atfogdja rovidebb, nem lehet egybevago
ABC haromszoggel.

e CD = CE, ezért mivel DCE< = 45°, igy CDE< = DEC< = 135°/2 = 67,5°.

e Végiil a DEF haromszog szogei kivonasokkal kaphatok meg: FDE< = 90°— EDC< =
225° DFE< = 180° — 45° = 135° és DEF<t = 180° — (135° + 22,5°) = 22,5°.
Tehat DEF is valoban egyenlo szart.

o
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Egy nagy téglalapot felosztottunk kisebb téglalapokra, és a felosztasrél egy nem
méretaranyos abrat is készitettiink:

13

18

37

Minden kis téglalapra rairtuk a keriiletét. Lehet-e a nagy téglalap kertilete tobb, mint 60
egység?

Eloszor vizsgaljuk meg a bal fels6 sarokban elhelyezkedd, négy részre vagott téglalap
kertiletét.

13

32

18

25

Mind a négy kis téglalap egy vizszintes és egy fliggdleges oldalaval, azaz a keriilete felével
vesz részt a négy részre vagott téglalap kertiletében. (Mésképpen: A négy kis téglalap oldalai
egyiittesen lefedik a nagy téglalap keriiletét, tovabba a ,,bels6” oldalak még egyszer kiadjdk
a teljes kertiletet. )

Ezért 13 + 18 + 32 + 25 = 88 a négy részre vagott téglalap keriiletének dupldja. A négy
részre vagott téglalap kertilete tehat 44 egység.

A kapott értékkel és a bal fels6 sarokban 1év6 négy téglalap 6sszevondsaval most a kovetkezo
egyszeriibb felosztast kaptuk:

15

44

22

37

Most ismét hasznéljuk az el6z0 észrevételiinket, mely szerint a kis téglalapok keriiletének
osszege éppen a nagy téglalap keriiletének dupldja. Azt kaptuk tehat, hogy a kérdéses kertilet
egyértelmiien meghatarozhato,

értéke (44 + 37 + 15 + 22)/2 = 59 egység. Vagyis a téglalap keriilete nem lehet nagyobb 60
egységnél.

o
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a) Adj meg négy kiilonboz6 pozitiv egész szamot, amelyekre teljesiil, hogy akdrhogyan
osztom két csoportra ezt a négy szamot, az egyik csoportban szereplé szamok Osszege
oszthato a masik csoportban szerepl6 szamok Gsszegével.

b) Meg lehet-e adni 2022 kiilonb6zé pozitiv egész szdmot, amelyekre teljesiil, hogy
akarhogyan osztom két csoportra ezt a 2022 szamot, az egyik csoportban szerepl6 szamok
Osszege oszthatd a masik csoportban szereplé szamok osszegével?

A csoportok lehetnek kilonbozd elemszamuak.

a) Az (1;2;3;54) szamnégyes megfeleld.

Az b54-et nem tartalmazd csoportban szerepl6 szamok Gsszege legalabb 1 és legfeljebb 6, és ez
mindig oszt6ja a masik csoport Gsszegének: 1|59, 2|58, 3|57, 4|56, 5|55 6|
54.

b) Megadhaté 2022 darab megfelel szam. Vegyiik példaul az 1;2;3; ... ;2021 szdmokat, ezek
Osszege legyen S. Megmutatjuk, hogy az S! — S szédmot (amely nyilvan kiilonbozik t6liik)
ezekhez hozzavéve a feltételnek megfelelo szamokat kapunk.

A 2022 darab szam osszege S!. Vegyiink egy tetszoleges csoportositast, és jeloljik az S!— S
szamot nem tartalmazd csoportban a szamok osszegét N-nel, ekkor a masik csoport Osszege
S!—N.

Mivel N az 1;2;3;...;2021 szdmok kozil néhdnynak az Osszege, igy nem nagyobb S-nél.
Ekkor viszont osztdja Sl-nak, igy az S! — N szamnak is. Tehat az egyik csoport szamainak
Osszege osztOja a masik csoport szamai Osszegének.

Megjegyzés. Az (a) feladatrészhez az (1;2;3;54) az egyetlen j6 szamnégyes, amelynek mind-
egyik tagja 100-ndl kisebb. Az (1;2;3;60k 4+ 54) négyes minden k € N esetén megfeleld.
Néhény tovébbi j6 szamnégyes példaul: (1;2;4;413), (1;4;5;170), (2;3;4;1251).
Altalaban, ha ai,as,...,a,_1 kilonbozd pozitiv egészek (n > 3), melyek sszege S, és T
pedig a beléliik képezhet6 valamennyi (akar egytagi) 6sszegnek kézos tobbszorose, akkor az
a, =T — S vélasztassal megfeleld n-est kapunk.

[+
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Orszagos donto

Toltsiik ki az alabbi alakzat mezoit az 1,2, 3,4, 5 szamokkal igy, hogy minden sorban balrél
jobbra és minden oszlopban feliilrél lefele novekedjenek a szamok.

Adjuk meg az Gsszes lehetséges megoldast.
Nem kell bizonyitani, hogy a megtaldltakon kivil nincs megoldds. Teljes pontszam csak
akkor kaphato, ha sikerilt az dsszes megoldast megtaldlna.

Az 1 csak a bal fels§ sarokba keriilhet, az 5 pedig valamelyik sor végére. Ot megoldds van:

11213 1124 11314 11215 11315

415 315 215 3| 4 214

Ot kiilonbozé magasségu gyerek all egy sorban. Az alabbiakat tudjuk réluk:
e Mindenki tud legaldbb két masik ember szemébe nézni.
e Andris a legmagasabb, de nem latja Bélat.
e Cili Dénes mellett all, és rajta kiviil még pontosan egy ember szemébe tud nézni.
e Endre all a bal szélen, és alacsonyabb, mint Cili.
Milyen sorrendben allnak a sorban és mi a magassagbeli sorrendjik?

Két gyerek pontosan akkor tud egymds szemébe nézni, ha kettdjik kozt nincs olyan gyerek,
aki magasabb lenne barmelyikiknél.

Andris nem &allhat balrél a masodik helyen, mert akkor Endre csak 6t latna. Mivel Andris
és Béla kozott kell lennie valakinek (Andris nem latja Bélat), tovabba Cili és Dénes kézott
nem allhat senki, csak az lehet, hogy Béla balrél a masodik és Andris a jobb szélen all.

Béla alacsonyabb, mint Endre, kiilonben Endre csak Bélat latna.

Cili nem allhat k6zépen, mert akkor a két szomszédjén (Béla és Dénes) kiviil még Endrét is
latna.

Tehat az egyetlen lehetséges sorrend: Endre, Béla, Dénes, Cili, Andris.

Most megallapitjuk a magassagi sorrendet. Az egyszertiség kedvéért az 0t gyerek magassagat
az 1,2,3,4,5 szamoknak feleltetjik meg, mivel csak a magassag szerinti sorrendjiik érdekel
minket.

Cili pontosan két embert lat, ezért Dénes is magasabb ndla. Ellenkezd esetben ugyanis
Dénes és Béla nem tudnd eltakarni el6le Endrét. (Azt mér tudjuk, hogy Béla alacsonyabb
Endrénél.)
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3.

Mivel Cili igy legfeljebb 3 magassagu, és nala alacsonyabb a feltétel szerint Endre, akinél
pedig alacsonyabb Béla, igy csak az a lehetoség maradt, hogy Endre 2, Béla 1, Cili pedig 3
magassagu.

Azt tudjuk, hogy Andris a legmagasabb, tehdt Dénes 4 magassagu.

Az alabbi dbra szemlélteti a magassagi sorrendet:

E B D C A

Tehat a novekvé magassagi sorrend: B < F < C' < D < A. Ellenérizhetd, hogy a kapott
sorrendek minden feltételnek eleget tesznek.

Kati néni tojasgazdalkodasba kezd. Els6 nap megveszi elsé tyukjat, am ekkor nincs egy
tojasa sem. Egy tyuk minden éjszaka két tojast tojik. A termelés noveléséhez 1jabb
tyukokat szerezhet be napkozben a piacon, tyikonként ot tojasért cserébe. Mashonnan
nem szerez be se tojast, se tyikot; és a tyukokat sem valthatja vissza tojasra. Kati néni
szeretne a tizedik napon a lehet6 legtobb tojassal rendelkezni. Legfeljebb hany tojasa lehet
a tizedik napon?

El kell magyardznod a modszert is, amellyel szerinted a legtobb tojast tudja Kati néni elérni.
Nem kell indokolnod, hogy tobb tojdst mashogy nem tud szerezni. Csak akkor kaphatsz teljes
pontszamot, ha a lehetséges legtobb tojashoz vezetd maodszert taldltad meg, de részpontszamot
akkor is kaphatsz, ha nem taldlod meg a legjobb megolddst.

Ha vesziink egy tytkot 0t tojasért, az a tyuk a harmadik reggelre ,,hozza vissza” az arat,
addigra mar egy tojas nyereséggel. Tehat a nyolcadik és kilencedik napon mar nem érdemes
tyukot venni.

Ha még tobb, mint két nap van hatra, és van elég tojasunk ahhoz, hogy vegytlink beldle
tyukot, akkor érdemes venni, és ha tobb, mint egy tyukra elég a meglévo tojaskészlet, akkor
érdemes a leheto legtobb tytkot venni.

Ezzel a stratégiaval elérhetd, hogy a tizedik napra 34 tojasunk legyen.

nap (1 23 4 5 6 7 8 9]10

tojds 024 6 5 6 9 14 24|34
meglévo tyak |1 1 1 1 2 3 4 5 515
vasarolt tyuk +1 +1 +1 +1
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d.

a) Adjunk meg egy olyan szamot, amelyiknek a 8-cal valo irasbeli osztdsa sordn mindegyik
maradék elofordul.

b) Adjuk meg a legkisebb ilyen szamot. Az 1635 osztdasa sordan példdul haromféle maradék
fordul el6: a 0, az 1 és a 3 (a 3 kétszer is):

1635 : 8 = 204
16
03
35
3

a) Lehetséges példak: 12345768, 12341432.
b) Nyolc kiilonb6zé maradékot kell kapnunk, tehét a keresett szam legaldbb nyolcjegyfi.

Induljunk egy 1-es szamjeggyel, majd a soron kovetkezé jegyet mindig tgy valasszuk
meg, hogy az a lehetd legkisebb olyan szamjegy legyen, amellyel egy kordbban még
nem szereplé maradékot kapjunk. Ezzel a moddszerrel eljutunk a legkisebb lehetséges
megoldashoz, mert az eljaras ,,nem akad el”, mindig lehet j6 kovetkezo jegyet vélasztani.
(A maradékokat keretezéssel jelezziik.)

1 0o 0 0 3 0 1 5 : 8=1250376

0

Tehat a legkisebb megoldas: 10003015.

o

Egy pingpongbajnoksagon 13 jatékos vett részt, és mindenki mindenkivel pontosan egy
meccset jatszott. A jatékosok kozott voltak bal- és jobbkezesek is. Osszesen ugyanannyi
meccset nyert jobbkezes jatékos, mint balkezes.

Legfeljebb hanyszor fordulhatott el6, hogy egy balkezes jatékos legy6zott egy jobbkezest?

A 13 jatékos mindegyike 12 ellenféllel jatszott, ez 13 - 12 = 156 mérkézést jelentene, dm
igy mindet kétszer szamoltuk, tehat valdjaban ennek fele, vagyis 78 mérkozés zajlott le. A
feladat szovege szerint ebbdl 39-et nyert balkezes és ugyanennyit jobbkezes jatékos.

Ahhoz, hogy minél t6bbszor tudjon balkezes gyézni jobbkezes ellen, az kell, hogy a 39 balke-
zes gyozelem koziil minél kevesebb torténjen balkezes-balkezes elleni mérkozésen. Mérpedig
az Osszes ilyen mérkézésen balkezes nyer, tehat a balkezesek szamanak kell a lehet6 legkeve-
sebbnek lennie.

Ha csak 3 balkezes lenne, akkor lenne 10 jobbkezes, akik az elején leirtakhoz hasonlé logikat
kovetve egymas kozott % = 45 mérkozést jatszottak. Ez tul sok jobbkezes gy6zelmet jelen-
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tene. Teh&t legalabb 4 balkezes jatékos van, ekkor 0k egymdés kozt 6 mérkozést jatszottak,
a maradék 33 balkezes gyozelem pedig jobbkezes jatékos ellen sziiletett.

Tehat legfeljebb 33-szor fordulhatott elo. o

1. Helga és Ildi pénzérmékben tartja megtakaritott pénzét. Helganak 34 tizforintosa és va-
lamennyi otvenforintos érméje van. Ildinek 64 tizforintos és néhény otvenforintos érméje
van. Erdekes médon dsszesen pontosan ugyanannyi darab pénzérméjiik van. Helga lemérte,
mennyi érméi O0ssztomege és 492 grammot kapott. Mennyi Ildi érméinek Ossztomege, ha
tudjuk, hogy az otvenforintos érme pontosan két grammal nehezebb, mint a tizforintos
érme?

Mivel Ildinek 30-cal tobb tizforintosa van, csak ugy lehet azonos szamu érméjiik, ha Helganak
30-cal tobb otvenforintosa van.

Helga 34 db @ 30 db

?db

TIdi 34 db (10) 30db (10) |2 db

Ha mindkét lany félretesz fejenként 34 tizforintost, és annyi 6tvenforintost, amennyije Ildinek
van, akkor Helgandl marad 30 otvenforintos, Ildinél pedig 30 tizforintos. Tudjuk, hogy az
otvenforintos 2 grammal nehezebb a tizforintosnél, vagyis Helga érméinek tomege 30-2 = 60
grammal tobb.

Tehat Ildi érméinek Gssztomege 492 — 60 = 432 gramm. o
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Kolos egyforma kockakbol épitett egy testet. Ezutdan elkészitette a test ,nyarsabrajat”:
felirta, hogy elolrol, illetve balrél nézve az egyes helyeken hany kockat ,nyarsalna fel”, ha
az adott helyen atszirnd a rajzot a rajzsikra merdlegesen.

..... 7 1
112121 21311
31221 21412
Elolrol nézve Jobbrdél nézve

Szinezziik ki a megadott mintaban a kockék helyét.

Alsé szint Ko6zépso szint Fels6 szint

Az épitmény nincs dsszeragasztva, azaz minden olyan kocka alatt, amely nem a legalso
szinten van, kell legyen eqy masik kocka. Aldbb eqy eqyszeribb épitmény nydrsdbrdja ldathato.

111 2

Elolr6l nézve  Jobbrdél nézve

A fels6 szinten egyetlen kocka van, a két egyes kijeloli a pontos helyét. A kozépso és az alsod
szinten is kell lennie kockédnak ezen a pozicion.

Alsé szint Ko6zépso szint Felsd szint

Az alsé szinten kitolthetjiik a tele sorokat és oszlopokat.Utana mar csak egy kocka hidnyzik,
aminek helye egyértelm.

Alsé szint Ko0zépso szint Felsd szint

Végiil a kozépso szint kitoltése is egyértelmiivé valt, ha figyelembe vessziik, hogy minden
kocka alatt is kell kockanak lennie az alsé szinten. Tehat a teljes szinezés igy néz ki:
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Alsé szint Ko6zépso szint Felsé szint

o

Sanyi a Harry Potter-napokon szeretné megnézni mind a nyolc filmet a kedvenc mozijaban.
A moziban harom napon adjak a filmeket, mindharom napon 1-2-3-4-5-6-7-8 sorrendben,
és Sanyi is ilyen sorrendben szeretné latni 6ket, mindegyiket pontosan egyszer. A filmek
megnézését tobb napra is oszthatja, de lehetnek olyan napok, amikor egy részt se néz meg.

Hényféleképpen teheti ezt meg?

Aszerint csoportositjuk az eseteket, hogy Sanyi néz-e filmet a méasodik napon.

e Ha a masodik napon Sanyi nem megy moziba, akkor a nyolc filmet az elsé és a harmadik
nap kozott osztja szét, beleértve azt is, hogy mindet megnézi egyetlen nap alatt. Ez

, mert az elsé napon 0,1,2...,8 részt lathat.

e Ha a mésodik napon megy moziba Sanyi, akkor elég azt megszamolni, hogy melyik
résszel kezd és melyikkel fejezi be ezen a napon, mert innen egyértelmi, hogy az els6

és a harmadik napon mit kell megnéznie.

— Ha csak egy részt lat a masodik napon, az nyolcféle lehet, ez .

— Ha legalabb két részt, akkor az {1,2,...,8} halmazbdl kell 2 szdmot valasztania

(mésodik napi elsé és utolsé résznek), ez | & = 28 eset |

Osszesen tehét ’9 + 8428 = 45\ lehet6sége van Sanyinak terve végrehajtasara.

o
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L-triomindkbdl szeretnénk egy négyzetet épiteni ugy, hogy semelyik két triominé ne alljon
Ossze egy 2 X 3 -as téglalappa. Legalabb hany triominot kell ehhez felhasznalnunk?

Az abran eqy L-triomind ldathaté. A triomindkat el lehet forgatni, de oldalaiknak a négyzet
oldalaival parhuzamosaknak kell lennitik. Az épités sordn sem hézag, sem dtfedés nem

keletkezhet.

Mivel egy triominé harom kis négyzetbol all, a legkisebb lehetséges szdba jovo triomindszam
a 3. A harom triominébdl all6 3 x 3-as négyzetet nem lehet megépiteni, mert a négyzet

négy sarkat csak négy kiilonbozo triominé fedhetné le.

triomindszam a 12.

Ezutan a kovetkezo szoba jovo

12 db L-triominébdl osszeallithato egy négyzet, példaul az alabbi mdédon:




1.

2.

LI. verseny 2021-2022.

Megoldasok

Orszagos donto

Toltsiik ki az alabbi alakzat mezoit az 1,2, 3,4, 5,6 szamokkal gy, hogy minden sorban
balroél jobbra és minden oszlopban feliilrol lefele novekedjenek a szamok.

Adjuk meg az Osszes lehetséges megoldast.
Nem kell bizonyitani, hogy a megtaldltakon kivil nincs megoldds. Teljes pontszam csak
akkor kaphato, ha sikerilt az dsszes megolddst megtaldlna.

Az 1 csak a bal fels6 sarokba keriilhet, a 6 pedig valamelyik sor végére. Kilenc megoldas
van:

o

Kati néni tojasgazdalkodasba kezd. Els6 nap megveszi elsé tyukjat, am ekkor nincs egy

tojasa sem. Egy tyuk minden éjszaka két tojast tojik. A termelés noveléséhez 1jabb
tyukokat szerezhet be napkozben a piacon, tyikonként Ot tojasért cserébe. Mashonnan
nem szerez be se tojast, se tytkot; és a tyukokat sem valthatja vissza tojasra. Kati néni
szeretne a tizedik napon a lehetd legtobb tojassal rendelkezni. Legfeljebb hény tojasa lehet
a tizedik napon?
El kell magyardznod a modszert is, amellyel szerinted a legtobb tojast tudja Kati néni elérni.
Nem kell indokolnod, hogy tobb tojdst mashogy nem tud szerezni. Csak akkor kaphatsz teljes
pontszamot, ha a lehetséges legtobb tojashoz vezetd maodszert taldltad meg, de részpontszamot
akkor is kaphatsz, ha nem taldlod meg a legjobb megolddst.

Ha vesziink egy tytukot 0t tojasért, az a tyuk a harmadik reggelre ,hozza vissza” az arat,
addigra mar egy tojas nyereséggel. Tehat a nyolcadik és kilencedik napon mar nem érdemes
tyukot venni.

Ha még tobb, mint két nap van hétra, és van elég tojasunk ahhoz, hogy vegyiink beldle
tyukot, akkor érdemes venni, és ha tobb, mint egy tytkra elég a meglévé tojaskészlet, akkor
érdemes a leheto legtobb tytkot venni.
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Ezzel a stratégiaval elérheto, hogy a tizedik napra 34 tojasunk legyen.

nap (1 23 4 5 6 7 8 9]10

tojds 024 6 5 6 9 14 24|34
meglévé tyak |1 1 1 1 2 3 4 5 5|5
vasarolt tyuk +1 +1 +1 +1

o

a) Adjunk meg egy olyan szamot, amelyiknek a 8-cal valo irasbeli osztdsa sordn mindegyik
maradék elofordul.

b) Adjuk meg a legkisebb ilyen szémot. Az 1635 osztdsa sordn példdul haromféle maradék
fordul elé: a 0, az 1 és a 3 (a 3 kétszer is):

1635 : 8 = 204
16
03
35
3

a) Lehetséges példdk: 12345768, 12341432.
b) Nyolc kiilonb6zé maradékot kell kapnunk, tehét a keresett szam legaldbb nyolcjegyfi.

Induljunk egy 1-es szamjeggyel, majd a soron kovetkez6 jegyet mindig tgy valasszuk
meg, hogy az a lehetd legkisebb olyan szamjegy legyen, amellyel egy kordbban még
nem szereplé maradékot kapjunk. Ezzel a moddszerrel eljutunk a legkisebb lehetséges
megoldashoz, mert az eljaras ,,nem akad el”, mindig lehet jo kévetkezo jegyet valasztani.
(A maradékokat keretezéssel jelezziik.)

1 0o 0 0 3 0 1 5 : 8=1250376

(1] o
2] 0

Tehat a legkisebb megoldas: 10003015.
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Lili rajzolt egy lapra négy pontot, majd egymés utan lemérte a pontparok tavolsagat. Az
els6 6t lemért tavolsag 10, 20, 30, 40 és 50 cm volt.
Mekkora a hatodik tavolsag lehetséges legnagyobb értéke?

Mutatunk egy példat arra, hogy a hatodik tavolsdg lehet 70 cm, majd bebizonyitjuk, hogy
ennél tobb nem lehet. A példaban a négy pont egy egyenesre esik.

70

50

. ° . °
20 10 40

30

Legyen a négy pont A, B, C' és D, az ismeretlen tavolsag pedig AB. Ekkor a haromszog-
egyenl6tlenség miatt AB < AC + CB, illetve AB < AD + DB. Ebbdl 2AB < AC +CB +
AD + DB < 140, hiszen AC,CB, AD, DB mind lemért tavolsagok, amelyek koziil a négy
legnagyobb 6sszege 50 + 40 + 30 + 20 = 140. Ezért AB < 70.

a) Anna leirt egy lapra két szdmot, majd leirta ezek Osszegét, valamint kiillonbségét. fgy
Osszesen négy pozitiv egész szam szerepelt a lapon. Lehetséges-e, hogy ezen négy szam
kozott egy-egy egyjegyt, kétjegyti, haromjegyl és négyjegyti is van? b) Béla leirt egy lapra
két szdmot, majd lefrta ezek szorzatdt, valamint hdnyadosat. Igy osszesen négy pozitiv
egész szam szerepelt a lapon. Lehetséges-e, hogy ezen négy szam kozott egy-egy egyjegyti,
kétjegyli, haromjegyii és négyjegyti is van?

a) A négy szam koziil az Osszeg a legnagyobb, ezért ennek négyjegytinek, igy legaldbb 1000-
nek kell lennie. Mivel a kisebb 0sszeadandé legfeljebb 99, a mésik 900-nél nagyobb, tehat
biztosan haromjegyti. fgy a kiillonbség egyrészt legfeljebb kétjegyii lehet, masrészt egy
900-nal nagyobb szambdl kell elvenni egy 100-nal kisebbet, ami 800-nal nagyobb. FEz
ellentmondés, tehat nem lehetséges, hogy a négy felirt szam kozott szerepeljen egyjegyii,
kétjegyli, haromjegytli és négyjegy is.

b) Lehetséges. Ha az elsé két szam a 150 és az 50, akkor a szorzatuk 7500, a hanyadosuk
pedig 3. Mind a négy leirt szam pozitiv egész, és valéban szerepel kozottik egyjegyti,

kétjegyli, haromjegyl és négyjegy is.
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1.  Egy tarsasjaték tablaja az alabbi dbran lathaté moédon, 19 darab szabalyos hatszogbol all.
Mindegyik hatszognek megjeloltiik a kozéppontjat.
Adjunk meg minél tobb, kiillonbézé méretli szabédlyos haromszoget, amelynek mindharom
csucsa a megjelolt 19 pont valamelyike.

A hdromszogeket a csiucsok megnevezésével sorold

fel.

Azonos méreti hdaromszogekbdl csak egyet-egyet adj
meg.

Nem kell bizonyitanod, hogy mnincs mas, az
altalad megtalaltaktol kilonbozé méretd szabdlyos
hdromszog.

Az A csucsot rogzitjik, és ugy soroljuk fel a lehetséges méreteket, hogy A-t6l egyre messzebb
1év6 pontokat keresiink masodik csicsnak.

Hat kiilonb6z6 méret szabalyos haromszog: ABE, AFI, ACJ, AGN, ALQ és BMP. o

2. Sanyi a Harry Potter-napokon szeretné megnézni mind a nyolc filmet a kedvenc mozijaban.
A moziban harom napon adjak a filmeket, mindharom napon 1-2-3-4-5-6-7-8 sorrendben,
és Sanyi is ilyen sorrendben szeretné latni ¢ket, mindegyiket pontosan egyszer. A filmek
megnézését tobb napra is oszthatja, de lehetnek olyan napok, amikor egy részt se néz meg.
Hényféleképpen teheti ezt meg?

Aszerint csoportositjuk az eseteket, hogy Sanyi néz-e filmet a mésodik napon.

e Ha a masodik napon Sanyi nem megy moziba, akkor a nyolc filmet az els6 és a harmadik
nap kozott osztja szét, beleértve azt is, hogy mindet megnézi egyetlen nap alatt. Ez

[9 eset |, mert az elsé napon 0,1,2...,8 részt lithat.

e Ha a masodik napon megy moziba Sanyi, akkor elég azt megszamolni, hogy melyik
résszel kezd és melyikkel fejezi be ezen a napon, mert innen egyértelmii, hogy az elso
és a harmadik napon mit kell megnéznie.

— Ha csak egy részt lat a masodik napon, az nyolcféle lehet, ez [8 eset |,
— Ha legalabb két részt, akkor az {1,2,...,8} halmazbdl kell 2 szdmot valasztania

(mésodik napi elsé és utolsé résznek), ez | & = 28 eset |

Osszesen tehét ’9 +8+4+28 = 45‘ lehetOsége van Sanyinak terve végrehajtésara. o
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3. a) Van-e olyan haromjegyti szam, amelynek szamjegyeit forditott sorrendben felirva a szdm
haromszorosat kapjuk?
b) Van-e olyan négyjegyii szam, amelynek szamjegyeit forditott sorrendben felirva a szam
négyszeresét kapjuk?

a)

Nincs ilyen haromjegyli szam.

Mivel a forditott sorrendben irt jegyek 3-mal oszthaté szdmot alkotnak, ezért a jegyek
Osszege 3-mal oszthaté. De mivel ez az eredeti sorrendben is igy van, ezért a kere-
sett szamnak 9-cel is oszthaténak kell lennie, mert a megforditott szam egy harommal
oszthato szam haromszorosa.

Az elsé jegy 1, 2 vagy 3, kiilonben a szam haromszorosa mar négyjegyi lenne.Egyik eset
sem ad megoldast.

e Ha az els6 jegy 1, akkor az utolsé csak 7 lehet, mert annak a haromszorosa végzodik
1-re. Ekkor a 9-cel val6 oszthatdsdg miatt a kozépso jegy csak 1 lehet, de 3 - 117 =
351 #£ 711.

e Ha az elsé jegy 2, akkor az utolso jegy csak 4 lehet, igy a kozépso jegy 3,
de 3-234 =702 # 432.

e Ha az elso jegy 3, akkor az utolsé 1 lenne, de a haromszoros nem lehet kisebb az
eredeti szamnél, ezért itt sem kapunk megoldést.

Igen, van ilyen.

Az elsé jegy 3-nal kisebb, kiilonben az eredeti szam négyszerese mar Otjegyl lenne.
Forditott sorredben irva a jegyeket néggyel oszthaté szamot kell kapni, ezért csak paros
jegy allhat az els6 helyen, vagyis a keresett szam 2-vel kezdddik.

Mivel az utolsé jegy négyszeresének utolso jegye 2, ezért az utolsé jegy 3 vagy 8 lehet.
Ezek koziil csak a 8 jo, mert egy 2-vel kezd0dd négyjegyii szam négyszerese legalabb
nyolcezer.

Ha a masodik jegy legalabb 3 lenne, akkor az eredeti szdm négyszerese 9000-nél tobb
lenne, ez nem lehetséges. Viszont a forditott sorrendben irt jegyek néggyel oszthato
szamot adnak, ez csak akkor teljesiil, ha a mésodik jegy az 1.

Innen méar végignézhetd, hogy csak akkor kapunk megoldést, ha az eredeti szam harma-
dik jegye a 7, ekkor 2178 - 4 = 8712.

o
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4. a) Ossze lehet-e épiteni 12 db L-triominébdl egy téglalapot gy, hogy semelyik két triominé
ne alljon 0ssze egy 2 x 3 -as téglalappa?
b) Ossze lehet-e épiteni 18 db L-triominébél egy téglalapot tigy, hogy semelyik két triominé
ne alljon 0ssze egy 2 x 3-as téglalappa?

Az dbrdn egy L-triomino ldthato. A triomindkat el lehet forgatni, de oldalaiknak a téglalap
oldalaival pdarhuzamosaknak kell lennitik. Az épités sordn sem hézag, sem dtfedés mem
keletkezhet.

a) Igen. 12 -3 = 36 négyzetbél all a keresett téglalap. Példa 6 x 6-osra:

b) Nem lehetséges. 18 - 3 = 54 négyzethdl all a keresett téglalap. Mivel ez nem oszthat
4-gyel, ezért az egyik oldal mindenképpen paratlan lesz.

Vegyiink egy paratlan hosszi oldalt a szélén. Ennek a lefedésében biztosan lesz egy
triominé, amely igy all:

Ez ala csak ugy lehet triomindt tenni, hogy keletkezzen egy 2 x 3-as téglalap.

o
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1.

Hanyféleképpen lehet az alabbi alakzat mezoit az 1,2,. .., 6 szamokkal kitolteni gy, hogy
minden sorban balrél jobbra és minden oszlopban feliilrol lefele novekedjenek a szamok?

A bal felsé mezdbe csak az 1 keriilhet, hiszen a szabaly miatt minden mas szam nagyobb
az itt szereplonél.

Az 1 beirdsa utan a 2 csak olyan helyre keriilhet, ahol nincs tole balra és felfelé iires mezo,
tehat az els6 sor kozépso, vagy az elsé oszlop kozépsd mezdjébe.

Ha az elso sor kozépso mezojébe irtuk a 2-est, akkor a 3-as vagy az els6 sor utols6 mezdjébe,
vagy a kozépso sor elsd mezojébe keriil.

Az elsO esetben a 4-es csak a kozépsd sor elsé mezbjébe keriilhet, az 5-06s és 6-os pedig
kétféleképp helyezhet6 el a fennmaradé mezokben.

A masodik esetben a 4, 5, 6 szamok tetszélegesen irhatok a fennmaradé harom mezobe, ez
6 lehetdség.

Szimmetria miatt ugyaniugy 2 + 6 = 8 lehetdség van akkor is, ha az elsd oszlop kozépsd
mezdjébe irjuk a 2-est. Osszesen tehat 8 + 8 = 16-féleképp lehet kitolteni a mezoket.

Piroska leirt a flizetébe néhany primszamot. Eszrevette, hogy mindegyik szamjegyet pon-
tosan egyszer hasznalta, kivéve a 0-t, melyet egyszer sem. Legfeljebb hany primszamot
irhatott le Piroska?

Piroska leirhatott hat primszamot, pl. 2, 3, 5, 41, 67, 89.

Mivel primszam nem végzodhet 4-re, 6-ra vagy 8-ra, ezért csak az 1, 2, 3, 5, 7, 9 szamkartydk
allhatnak az egyes helyiértéken, igy Piroska legfeljebb hat primszamot irhatott fel. o




LI. verseny 2021-2022.

Megoldasok

3.

4.

Lili rajzolt egy lapra négy pontot, majd egymés utan lemérte a pontparok tavolsagat. Az
els6 6t lemért tavolsag 10, 20, 30, 40 és 50 cm volt.
Mekkora a hatodik tavolsag lehetséges legnagyobb értéke?

Mutatunk egy példat arra, hogy a hatodik tavolsdg lehet 70 cm, majd bebizonyitjuk, hogy
ennél tobb nem lehet. A példaban a négy pont egy egyenesre esik.

70

50

° ° ° °
20 10 40

30

Legyen a négy pont A, B, C' és D, az ismeretlen tavolsag pedig AB. Ekkor a haromszog-
egyenl6tlenség miatt AB < AC + CB, illetve AB < AD + DB. Ebbdl 2AB < AC + CB +
AD + DB < 140, hiszen AC,CB, AD, DB mind lemért tavolsagok, amelyek koziil a négy
legnagyobb 6sszege 50 + 40 + 30 + 20 = 140. Ezért AB < 70.

a) Anna leirt egy lapra két szdmot, majd leirta ezek Osszegét, valamint kiillonbségét. fgy
Osszesen négy pozitiv egész szam szerepelt a lapon. Lehetséges-e, hogy ezen négy szam
kozott egy-egy egyjegyti, kétjegyl, haromjegyli és négyjegyti is van?

b) Béla leirt egy lapra két szamot, majd leirta ezek szorzatdt, valamint hanyadosét. fgy
Osszesen négy pozitiv egész szam szerepelt a lapon. Lehetséges-e, hogy ezen négy szam
kozott egy-egy egyjegy, kétjegyti, haromjegyt és négyjegyi is van?

a) A négy szam koziil az 6sszeg a legnagyobb, ezért ennek négyjegytinek, igy legalabb 1000-
nek kell lennie. Mivel a kisebb 6sszeadandé legfeljebb 99, a masik 900-nal nagyobb, tehat
biztosan haromjegyi. fgy a kiilonbség egyrészt legfeljebb kétjegyt lehet, masrészt egy
900-néal nagyobb szambdl kell elvenni egy 100-ndal kisebbet, ami 800-nal nagyobb. Ez
ellentmondés, tehat nem lehetséges, hogy a négy felirt szam kozott szerepeljen egyjegyti,
kétjegyli, haromjegyl és négyjegy is.

b) Lehetséges. Ha az els6 két szam a 150 és az 50, akkor a szorzatuk 7500, a hdnyadosuk
pedig 3. Mind a négy leirt szam pozitiv egész, és valoban szerepel kozottiik egyjegyti,

kétjegyli, haromjegytl és négyjegy is.

Ali és Bori egy 4 x 4-es tablazat néhany mez6jét szeretné kifesteni pirosra gy, hogy minden
sorban és oszlopban legaldbb egy piros mez6 legyen. Ali szerint a lehetséges szinezések
szama paratlan, Bori szerint paros. Melyikiiknek van igaza?

A tablazatot nem lehet elforgatni vagy tikrdozni.

Els6 megoldas. Csoportositsuk a jo szinezéseket aszerint, hogy ismételt 90 fokos elfor-
gatasokkal hany kiilonbozé jo szinezés kaphatd belolik. Ha egy szinezésnél a tablazat
minden sordban és minden oszlopaban legalabb egy mez6 piros, akkor ugyanez igaz a
90 fokos elforgatottra is. Ezért csak az hatarozza meg, melyik szinezés melyik csoportba
keriil, hogy a szinezés milyen forgasszimmetriaval rendelkezik. Harom eset lehetséges:




LI. verseny 2021-2022.

Megoldasok

(a) a szinezés megegyezik 90 fokos elforgatottjaval, (b) a szinezés kiilonbozik a 90 fokos
elforgatottjatol, de azonos a 180 fokos elforgatottjaval, (c) a szinezés négy elforgatottja (0,
90, 180 és 270 fokkal) mind kiilonbéz6. Olyan eset nem fordul eld, hogy a négy elforgatott
koziil pontosan harom azonos és egy kiilonbozo.

(a)

()

A (b) és (c) csoportban nyilvan péros sok szinezés van Osszesen, ezért az a kérdés, hogy
hény szinezés esik az (a) csoportba. Ha egy szinezés 90 fokkal elforgatva 6nmagaba megy
at, akkor az alabbi abran azonos betiivel jelolt mezok szine azonos kell, hogy legyen.

A|C|D|A
DB |B|C
Cc|B|B|D
AID|C|A

Ha C vagy D piros, akkor A és B barmilyen lehet. Ez 3-4 = 12 eset. Ha sem C, sem D nem
piros, akkor A és B is piros kell, hogy legyen, kiilonben nem teljesiilne a feltétel. Ez 1 eset.
Tehat az (a) csoportba 13 szinezés esik, ami paratlan sok, ezért Alinak van igaza.

Masodik megoldas. Csoportositsuk a jo szinezéseket aszerint, hogy a sorok csereberéjével
osszesen hany kilonbozé jé szinezést kaphatd beldliik. Egy jo szinezés sorait tetszoleges
masik sorrendben véve is j6 szinezést kapunk. FEzért csak az hatarozza meg, hogy melyik
szinezés melyik csoportba keriil, hogy a sorok 4-3-2-1 = 24 lehetséges sorrendje koziil melyek
egyeznek meg. Ha egy szinezésben mind a négy sor kiilonb6zo, akkor cserékkel 24 kiilonbozo
szinezés kaphato belole. Ha két sor megegyezik, de a tovabbi kettd ezektol és egymastdl is
kiilonbozik, akkor cserékkel 12 kiilonbo6z6 szinezés kaphaté. Ha két sor gy egyezik meg,
hogy a toliik kiilonbozé masik két sor is megegyezik, akkor 6 kiilonbozo szinezés adédik. Ha
pedig harom sor egyezik meg, és a negyedik kiilonbozik, akkor 4-féle szinezést kaphatunk. Az
itt felsorolt szinezésekbol mind paros szamu van, hiszen 24-es, 12-es, 6-0s és 4-es csoportokba
rendeztiik Oket. Marad még az az eset, hogy minden sor egyforma. Ekkor mivel minden
oszlopban is kell lennie piros mezonek, az 6sszes mez6 piros, ami egyetlen lehetoség. Osszesen
tehat paratlan szamu jo szinezés van, tehat Alinak van igaza.
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Harmadik megoldas. Tekintsiik azokat a szinezéseket, ahol minden sorban van piros mezo.
Soronként 15 lehetéség van, igy az ilyen szinezések szama 15%. Ebbél vonjuk le azokat, ahol
van iires oszlop. Négy helyen lehet az iires oszlop, a fennmaradé mezdék 7*-féleképp tolthetSk
ki 1igy, hogy tovabbra is minden sorban legyen piros mez6. Ez 4-7* lehet6ség, amit levonunk.
fgy azonban tobbszor is levontuk azokat, ahol tobb tires oszlop is van. Két iires oszlop 6-
féle helyen lehet, a fennmaradé mez6k 3*-féleképp toltheték ki. Adjuk ezeket ismét hozzd.
Igy azonban héromszor levontuk és hdromszor (minden oszlop-parndl) visszaadtuk azokat,
amelyekben harom iires oszlop is van. A harom tires oszlop 4 helyen lehet, a fennmaradd
mezoket pedig muszdj pirosra szinezni. Tehat ezt a 4 esetet tjra le kell vonni. Négy iires
oszlop nem lehet, igy a szinezések szama:

158 —4- 7" +6-3"—4-1* = 41503,

ami paratlan. o

1.

Hérom testvér (Anna, Béla és Cili) kapott egy-egy egyforma tébla csokoladét. Miutén
megkaptdk, mindenki evett a csokijabol: Anna 3 sort, Béla 1 sort, majd 3 oszlopot, Cili
pedig 4 oszlopot evett meg. Ekkor észrevették, hogy mindegyikiik csokijabol ugyanannyi
kocka fogyott.

Hény kockabdl allt a teljes tabla csokoladé?

Ha az egy sorban taladlhaté kockak szamat s-sel, az egy oszlopban talalhatokét c-vel jeloljiik,
akkor a megevett kockak egyenlosége alapjan a kovetkezo egyenletrendszert irhatjuk fel:

3s=s+3c—3=4c
A masodik egyenl6ségbdl
s—3=c
fgy
4e =4s — 12 = 3s
Amibél s =12 és ¢ = 9. Tehat a csoki 9- 12 = 108 kockabdl Allt.

Megjegyzés. A megmaradt kockdk egyenlGsége alapjan a kovetkezd egyenletrendszert
irhatjuk fel:
s(c=3)=(s=3)(c—=1)=(s—4)c

A zarojeleket felbontva
sc—3s=sc—s—3c+3=sc—4c

Ha mindenhonnan levonunk sc-t, majd megszorozzuk az egyenletrendszert —1-gyel, az el6z6
megoldas kezdeti egyenlerendszeréhez jutunk.
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2. a) Van-e olyan haromjegyi szdm, amelynek szdmjegyeit forditott sorrendben felirva a szam
haromszorosat kapjuk? b) Van-e olyan négyjegyi szam, amelynek szamjegyeit forditott
sorrendben felirva a szam négyszeresét kapjuk?

a) Nincs ilyen hdromjegyi szém.

Mivel a forditott sorrendben irt jegyek 3-mal oszthaté szdmot alkotnak, ezért a jegyek
Osszege 3-mal oszthatdé. De mivel ez az eredeti sorrendben is igy van, ezért a kere-
sett szamnak 9-cel is oszthaténak kell lennie, mert a megforditott szam egy harommal
oszthat6 szam haromszorosa.

Az elso jegy 1, 2 vagy 3, kiilonben a szam haromszorosa mar négyjegyi lenne.Egyik eset
sem ad megoldast.

e Ha az elso jegy 1, akkor az utolsé csak 7 lehet, mert annak a haromszorosa végzodik
1-re. Ekkor a 9-cel val6 oszthatésdg miatt a kozépso jegy csak 1 lehet, de 3 - 117 =
351 # 711.

e Ha az elso jegy 2, akkor az utolso jegy csak 4 lehet, igy a kozépso jegy 3,
de 3-234 =702 # 432.

e Ha az elso jegy 3, akkor az utolsé 1 lenne, de a haromszoros nem lehet kisebb az
eredeti szamnél, ezért itt sem kapunk megoldést.

b) Igen, van ilyen.

Az els6é jegy 3-nal kisebb, kiilonben az eredeti szam négyszerese mar Otjegyl lenne.
Forditott sorredben irva a jegyeket néggyel oszthatd szamot kell kapni, ezért csak paros
jegy allhat az els6 helyen, vagyis a keresett szam 2-vel kezdddik.

Mivel az utolso jegy négyszeresének utolsd jegye 2, ezért az utolsé jegy 3 vagy 8 lehet.
Ezek koziil csak a 8 jo, mert egy 2-vel kezdddd négyjegyli szam négyszerese legalabb
nyolcezer.

Ha a masodik jegy legalabb 3 lenne, akkor az eredeti szdm négyszerese 9000-nél tobb
lenne, ez nem lehetséges. Viszont a forditott sorrendben irt jegyek néggyel oszthato
szamot adnak, ez csak akkor teljesiil, ha a méasodik jegy az 1.

Innen méar végignézhetd, hogy csak akkor kapunk megoldést, ha az eredeti szam harma-
dik jegye a 7, ekkor 2178 - 4 = 8712.

3. Sara rajzolt két egyenld szart, de nem szabélyos haromszoget gy, hogy az els6 haromszog
alapjanak hossza megegyezik a masodik haromszog szarainak hosszaval, valamint a masodik
haromszog alapjanak hossza megegyezik az els6 haromszog szarainak hosszaval. Miutan
megrajzolta a két haromszoget, észrevette, hogy az elsé haromszog egyik szoge megegyezik
a masodik haromszog egyik szogével. Mekkorak lehetnek a két haromszog szogei?

Legyenek az egyik haromszog oldalai a, a, b, mig a masiké a, b, b. Az altalanossag korlatozasa
nélkiil feltehetd, hogy a < b (a feladat szovege nem tesz kiilonbséget a két haromszog
kozott; és tudjuk, hogy nem szabdlyosak a haromszogek, tehat a # b).

Vizsgaljuk meg, hogyan helyezkedhet el a két haromszog egyenld szoge.
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A két haromszog szarszoge nem egyezhet meg, mivel ha egymasra helyeznénk a haromszoge-
ket tigy, hogy a szarszogiik egybeessen, akkor az alabbi abrat kapnank:

Ha a két haromszogben a szarszogek megegyeznek, akkor az alapon fekvo szogek is. Ezért
B,C és ByCy parhuzamos kell, hogy legyen. Igy mivel a = AB; < AB; = b, nyilvanvald,
hOgy BC < ByCs.

Ezzel egyiitt azonban B1C| = a és BoCs = b, azaz b < a, ellentmondva a feltevéstinknek.

Ha a két haromszog alapon fekvd szogei lennének egyenlok, akkor a szarszogeknek is
egyenloknek kellene lenniiik. Tehat csak az lehetséges, hogy az egyik haromszog alapon
fekvo szoge egyezik meg a masik haromszog szarszogével.

1. eset: Az a, a, b oldali haromszog szarszoge egyenlo az a, b, b oldali haromszog alapon fekvo
szogeivel. Helyezziik most is egymasra a haromszogeket gy, hogy az azonos méretli szogek
egybeessenek. Ekkor az aldbbi szerkezetli abrat kapjuk:

-
-
-

Itt AB = ACl = a, illetve BCl = ACQ = BCQ =b.

Ekkor € BCy-nek olyan egyenldszari haromszognek kellene lennie, amelynek C-nél van az
alapon fekvo szoge.

De ez lehetetlen, mivel C-nél tompaszognek kell lennie ebben a haromszogben (hiszen az
ABC egyenld szari haromszog C-nél levé szoge hegyesszog, mivel alapon fekvo szog).
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2. eset: Az a,a,b oldali haromszog alapon fekvo szoge egyenl6 az a, b, b oldali hdromszog
szarszogével. Helyezziik ezuttal is egymasra a haromszogeket ugy, hogy az azonos méretii
szogek egybeessenek.

Ekkor az alabbi szerkezeti abrat kapjuk:

C

Jelolje az a, b, b oldali AB,C haromszog alapon fekvo szogeinek nagysdgat [,
azaz legyen AB,C'< = ByC A< = 3. Ekkor BoAC < = 180° — 27.
Mivel B1C' = ByC' = a, ezért B1ByC' haromszog is egyenl6 szari, amibdl

CB1By<t =0 és ByUB;<t=180°—20.
Innen a AB;C héromszog (ez éppen az a, a, b oldali egyenld szart haromszog) szogeit mind
fel tudjuk irni 3 segitségével:
e Alapon felvo szogei: BiC A<= CABy<t = 180° — 25
e Szarszoge: AB,C< = 180° — CByBy<t = 180° — p.
Ezek 0sszege 180° kell, hogy legyen, azaz:

180° = 180° —23+180° —28+180°—p3 /458 —180°
56 = 360°
B = 72
Igy persze BiC A<t = CABy<t = 180° — 28 = 36°

és AB;C'<q = 180° — 108°.
Tehat azt kaptuk, hogy az egyetlen lehetséges megoldés:

e Az a,a,b oldali haromszog szogei: 36°,36°, 108°.
e Az a,b,b oldali haromszog szogei: 36°,72°,72°.

Ezekkel a szogekkel valoban 1étezik az 0sszes feltételnek eleget tevo haromszog-par: a 2. eset
viszgalatakor megadott AB,C és AB,C' haromszogek éppen ilyenek.
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C

(De gondolhatunk arra is, hogy egy szabdlyos 6tszogben két atlé és egy oldal az elsd, mig
két oldal és egy atlé a masodik tipusu egyenld szari haromszoget hatarozza meg.) o

Géspar beirta egy 7 x T-es tablazatba az 1,2,3,...,49 szamokat gy, hogy a szomszédos
szamok oldalszomszédos mezokon legyenek. Ezutan kiszinezte azokat mezoket, amelyekben
7-tel osztva 1 vagy 2 maradékot ad6 szam &ll. Lehetséges-e, hogy minden sorban és minden
oszlopban pontosan két mezot szinezett ki?

Els6 megoldas. Vegyiik észre, hogy a 7-tel osztva 1 és 7-tel osztva 2 maradékot adé szamok
paronként egymas mellett helyezkednek el: 1-2, 89, ..., 43-44. Ezek a tablan 7 darab
1 x 2-es dominodként helyezkednek el. Vagyis a kérdés atfogalmazhaté arra, hogy le lehet-e
tenni 7 darab dominét gy, hogy minden sorban és oszlopban 2 mez6 legyen elfoglalva.

Tegyiik fel, hogy lehelyezheték a domindk a feltételek szerint. Vegyilink egy tetszoleges
dominét, amely két oszlopbdl vagy két sorbdl foglal el egy-egy mezét. A két oszlop vagy két
sor kozos hatarvonalandl osszuk ketté a tablat. Mindkét részen a meglévo egy-egy mezoén
kivill még paratlan szamu mez6t kell foglalni. Ez csak tgy lehetséges, ha még legalabb
egy dominé atnyulik a hatarvonalon. Tobb azonban nem is nyulhat at, hiszen akkor a
hatdarmenti sorokban vagy oszlopokban méar legaldbb 3 mez6 lenne lefedve. Tehat minden
dominodnak van egy parja, amellyel kozos hatarvonalon fekszenek. Ez azonban lehetetlen,
hiszen Osszesen paratlan szamu dominénk van.

Maésodik megoldas. Széamozzuk be a sorokat és az oszlopokat is 1-t6l 7-ig, majd rendeljiik
hozza minden mezohoz a sorszam és az oszlopszam Osszegét. Nevezzik ezt az Osszeget az
adott mez6 sulyanak. Mivel a szomszédos szamokat oldalszomszédos mezdkre frtuk, barmely
mez6 silya pontosan eggyel tér el (felfelé vagy lefelé) az eggyel kisebb szémot tartalmazo
mezd silyatdl. Igy az (1;2),(8;9), ..., (43;44) parok mindegyikére igaz, hogy a megfelels két
mez6 sulydnak osszege paratlan. Mivel 7 ilyen par van, az Osszes szinezett mezo sulyanak
Osszege is paratlan. Ha viszont minden sorban és minden oszlopban pontosan két mezot
szineztliink volna ki, akkor a szinezett mezdk silyanak Osszege

2.2 (142+3+445+6+7) =112

lenne, ami paros. Ez ellentmondas, tehat nem lehetséges a feltételeknek megfelelé szinezés.

o
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1. Piroska leirt a flizetébe néhany primszamot. Eszrevette, hogy mindegyik szamjegyet pon-
tosan egyszer hasznalta, kivéve a 0-t, melyet egyszer sem. Legfeljebb hany primszamot
irhatott le Piroska?

Piroska leirhatott hat primszamot, pl. 2, 3, 5, 41, 67, 89.

Mivel primszam nem végzodhet 4-re, 6-ra vagy 8-ra, ezért csak az 1, 2, 3, 5, 7, 9 szamkartydk
allhatnak az egyes helyiértéken, igy Piroska legfeljebb hat primszamot irhatott fel. o

2. Egy pingpongbajnoksagon 5 balkezes és 8 jobbkezes jatékos vett részt, és mindenki min-
denkivel pontosan egy meccset jatszott. Ugyanannyi meccset nyert jobbkezes jatékos, mint
balkezes. Hanyszor fordult el6, hogy egy balkezes megvert egy jobbkezest?

Osszuk a mérkozéseket harom csoportba. Az els6 csoportba keriiljenek azok, ahol balkezes
jatszott balkezessel. Ilyenbdl % = 10 volt. A masodik csoportba tegyiik azokat, ahol egy
balkezes és egy jobbkezes jatszott, ez 5 -8 = 40 mérkozés. Végiil maradtak a jobbkezesek
kozotti mérkozések, 87'7 = 28 ilyen volt.

Osszesen a 10 + 40 + 28 = 78 mérkézés felét, 39-et nyerte balkezes.

Mivel az els6 csoportban minden meccset balkezes nyert (ez 10 meccs), a harmadik csoport-
ban pedig nincsenek balkezes gyozelmek, ezért a masodik csoportban 29 balkezes gydzelem
sziiletett.

Ezek pont azok a mérkézések, ahol egy balkezes legy6zott egy jobbkezest. Tehat 29 ilyen
mérkozés volt.

3. Van egy kisebb és egy nagyobb kockank. A kisebb kockat teletoltottiik vizzel. Ezutan
az Osszes vizet attoltottiik a nagyobb kockdba (amely valamelyik lapjan tamaszkodva all
az asztalon), igy a nagyobb kockdban 3 cm magasan all a viz. Ezutdn a kisebb kockét is
beleraktuk a nagyobb kockaba tgy, hogy annak az egyik lapja a nagyobb kocka aljadhoz
tapadjon, de a viz ne folyjon bele a kisebb kockdba. Ennek hatasara a nagyobb kockdban
1 cm-rel megemelkedett a vizszint.

Hatarozzuk meg a kockék élhosszusagait.

3 cm % #4cm

Elsé megoldds. Jelolje a kockdk cm-ben mért élhosszét a és b (a > b). A viz térfogata
egyenld a kisebbik kocka térfogataval, ez b3.

Az attoltés utdn ez a térfogat 3a? alakban all el6, mert egy a® alapteriilet(i, 3 cm magas
téglatestet alkot a viz.

Miutdn a kisebb kockat beletettiik a nagyobba, ugyanez a térfogat 4(a® — b?) = 4a® — 4b?
alakban jelenik meg.

A toltogetés sordn a viz térfogata nem véltozik, tehat b® = 3a® = 4a® — 4b%.

Az egyenletrendszert megoldva elészor 2b = a, innen 12b% = b3, vagyis b = 12 adédik. Tehét
a kockak élhossza a = 24 cm és b = 12 cm.
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Masodik megoldas. A kisebb kockat a vizbe meritve a vizszint magassidga az eredeti szint
egyharmaddval nétt (3 cm-r6l 4 cm-re). Ez azt jelenti, hogy a kisebb kocka viz ald meriil6
részének térfogata harmada a viz teljes térfogatdanak. Ez utébbi viszont megegyezik a kisebb
kocka térfogataval. Tehat a viz alatti rész térfogata harmada a teljes kockdaénak. Mivel a
viz alatti rész 4 cm magas, igy a kisebb kocka élhossza ennek haromszorosa, azaz 12 cm. A
nagy kockaban négy kisebb kockanyi viz allna 12 cm magasan, ezért az alapteriilete négyszer
akkora kell legyen, mint a kisebb kockaé, tehat az élhossza kétszer akkora, azaz 24 cm. o

4. Al és Bori egy 4 x 4-es tablazat néhany mez6jét szeretné kifesteni pirosra gy, hogy minden
sorban és oszlopban legaldbb egy piros mez6 legyen. Ali szerint a lehetséges szinezések
szama paratlan, Bori szerint paros. Melyikiiknek van igaza?

A tabldzatot nem lehet elforgatni vagy tikrozni.

Els6 megoldas. Csoportositsuk a jé szinezéseket aszerint, hogy ismételt 90 fokos elfor-
gatasokkal hany kiilonbozo jo szinezés kaphaté beloliikk. Ha egy szinezésnél a tablazat
minden sordban és minden oszlopaban legalabb egy mez6 piros, akkor ugyanez igaz a
90 fokos elforgatottra is. Ezért csak az hatarozza meg, melyik szinezés melyik csoportba
keriil, hogy a szinezés milyen forgasszimmetriaval rendelkezik. Harom eset lehetséges:
(a) a szinezés megegyezik 90 fokos elforgatottjaval, (b) a szinezés kiilonbozik a 90 fokos
elforgatottjatol, de azonos a 180 fokos elforgatottjaval, (c) a szinezés négy elforgatottja (0,
90, 180 és 270 fokkal) mind kiilonbéz6. Olyan eset nem fordul eld, hogy a négy elforgatott
koziil pontosan harom azonos és egy kiillonbozo.

(a)

(b)

(c)

A (b) és (c) csoportban nyilvan péros sok szinezés van Osszesen, ezért az a kérdés, hogy
hany szinezés esik az (a) csoportba. Ha egy szinezés 90 fokkal elforgatva onmagaba megy
at, akkor az aldbbi dbran azonos betiivel jelolt mezok szine azonos kell, hogy legyen.

A|C|D|A

> Q|-

B|B
B|B
D|C

> 10 Q

Ha C vagy D piros, akkor A és B barmilyen lehet. Ez 3-4 = 12 eset. Ha sem C, sem D nem
piros, akkor A és B is piros kell, hogy legyen, kiilonben nem teljesiilne a feltétel. Ez 1 eset.
Tehat az (a) csoportba 13 szinezés esik, ami paratlan sok, ezért Alinak van igaza.
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Maésodik megoldas. Csoportositsuk a jé szinezéseket aszerint, hogy a sorok csereberéjével
osszesen hany kiilonbozé jé szinezést kaphatd beldliik. Egy jo szinezés sorait tetszoleges
masik sorrendben véve is jo szinezést kapunk. Ezért csak az hatarozza meg, hogy melyik
szinezés melyik csoportba keriil, hogy a sorok 4-3-2-1 = 24 lehetséges sorrendje koziil melyek
egyeznek meg. Ha egy szinezésben mind a négy sor kiilonb6z0, akkor cserékkel 24 kiilonb6z6
szinezés kaphato belole. Ha két sor megegyezik, de a tovabbi kettd ezektol és egymastdl is
kiilonbozik, akkor cserékkel 12 kiilonboz6 szinezés kaphaté. Ha két sor tgy egyezik meg,
hogy a toliik kiilonboz6é masik két sor is megegyezik, akkor 6 kiilonbozo szinezés adédik. Ha
pedig harom sor egyezik meg, és a negyedik kiilonbozik, akkor 4-féle szinezést kaphatunk. Az
itt felsorolt szinezésekbol mind paros szamu van, hiszen 24-es, 12-es, 6-0s és 4-es csoportokba
rendeztiik Oket. Marad még az az eset, hogy minden sor egyforma. Ekkor mivel minden
oszlopban is kell lennie piros mezének, az 6sszes mezd piros, ami egyetlen lehetéség. Osszesen
tehat paratlan szamu jo szinezés van, tehat Alinak van igaza.

Harmadik megoldas. Tekintsiik azokat a szinezéseket, ahol minden sorban van piros mezo.
Soronként 15 lehet8ség van, igy az ilyen szinezések szdma 15%. Ebbdl vonjuk le azokat, ahol
van iires oszlop. Négy helyen lehet az iires oszlop, a fennmaradé mezdék 7*-féleképp tolthetSk
ki gy, hogy tovdbbra is minden sorban legyen piros mez6. Ez 4-7* lehetéség, amit levonunk.
fgy azonban tobbszor is levontuk azokat, ahol tobb iires oszlop is van. Két iires oszlop 6-
féle helyen lehet, a fennmaradé mezék 3*-féleképp tolthetSk ki. Adjuk ezeket ismét hozza.
fgy azonban héromszor levontuk és haromszor (minden oszlop-pdrndl) visszaadtuk azokat,
amelyekben harom iires oszlop is van. A harom tires oszlop 4 helyen lehet, a fennmaradd
mezoket pedig muszaj pirosra szinezni. Tehat ezt a 4 esetet jra le kell vonni. Négy iires
oszlop nem lehet, igy a szinezések szama:

158 —4- 7" +6-3"—4-1* = 41503,

ami paratlan. o
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d.

Az ABCD konvex négyszognek megrajzoltuk mind a négy belso szogfelelezdjét.

Az A-nal levo szog belso szogfelezGje a P pontban metszi a B-nél levd szog belsé szogfe-
lezbjét.

A B-nél levo szog belso szogfelezoje a () pontban metszi a C-nél levd szog belso szogfe-
lez6jét.

A C-nél levo szog belso szogfelezGje az R pontban metszi a D-nél levé szog belsé szogfe-
lezGjét.

A D-nél levo szog bels6 szogfelezéje az S pontban metszi az A-nal levo szog belsé szogfe-
lez6jét.

Bizonyitsuk be, hogy ha az igy keletkezett PQRS négyszog rombusz, akkor négyzet is.
Bebizonyitjuk, hogy ha PQRS paralelogramma, akkor téglalap. Ebbol kovetkezik az allitas,
hiszen ha PQRS rombusz, akkor paralelogramma is, ezért az el6zo allitas alapjan téglalap;
de ha egy téglalap oldalai egyenlok, akkor négyzet.

Induljunk ki az alabbi abran lathaté elrendezésbol. °

Az ABC D négyszog szogeire hasznaljuk az A<t = o, B< = 3, C<< = v és D< = 9 jeloléseket,
és azt a tényt, hogy a + B+ v + d = 360°.

Ha PQRS paralelogramma, akkor szemkozti szogei egyenlok. Felirjuk, hogy ez mit jelent az
eredeti négyszog szogeivel kifejezve.

P<q =180° - § — g és R = 180° — 3 — %.Innen kovetkezik, hogy ha P< = R<, akkor
a+ B = v+ 6.Ez csak tgy lehetséges, ha mindkét 6sszeg pontosan 180°. Ez azt is jelenti

tovabbd, hogy AD és BC' parhuzamos.

Hasonléan a Q<t = S< feltételbol AB és C'D parhuzamossaga kovetkezik. Ott tartunk tehat,
hogy ha PQRS paralelogramma, akkor ABCD is paralelogramma.A kapott o + 8 = 180°
eredményt is felhasznalva kapjuk, hogy P<t = 90°, ami a PQRS paralelogrammaban csak
ugy lehetséges, ha az egyben téglalap is.

A bevezetoben irtak alapjan ezzel kész vagyunk, hiszen azt is tudjuk a PQRS négszogrol,
hogy rombusz, vagyis valéban négyzet is egyben.
Megjegyzések, diszkusszio:

e A PQRS koriiljarasa kétféle lehet ABC'D kortiljarasdhoz képest, de a két eset
lényegében azonos. Bizonyithatd, hogy minden lehetséges elrendezésben a fenti bi-
zonyitas soran felirt formuldk adjak a minket érdekld szogeket.

e Ha ABCD konkav, akkor PQ RS hurkolt, igy nem lehet rombusz.

o
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Orszagos donto

Melyik a nagyobb,
A= (14274 (34+4)2?+(5+6)2+...4 (2019 + 2020)% 4 (2021 + 2022)?,

vagy

B=(2+32+(4+5)°+(6+7)%+...+ (2020 +2021)* + (2022 + 1)*?

Megmutatjuk, hogy az A — B kiilonbség pozitiv, tehat A > B. Felhasznaljuk, hogy
(z+y)* = 2® + 22y + .

Az A és B osszegben is szerepel az Osszes négyzetszam 1-t6l 2022%-ig, ezek a kivondsndl
kiesnek, és csak a kétszeres szorzatok maradnak.

A—B=2-(1-243-4+...42021-2022) —2-(2-3+4-5+...+2022-1)

A kiilonbség elGjele nem véltozik, ha kettével osztunk. A kivondst ,,elcsusztatva” végezzik,
az elsé 0sszeg masodik tagjabol a masodik Gsszeg els6 tagjat vonjuk le, az elsé Osszeg har-
madik tagjabdl a masodik Osszeg masodik tagjat és igy tovabb. Végiil az elsd Gsszeg elsd
tagjabodl kivonjuk a masodik 6sszeg utolsé tagjat.

A-B
2

=3-4—2-34+5-6—4-5+...+2021-2022 — 2020 - 2021 + (1-2—2022-1)

Az utolsé partdl eltekintve mindig pozitiv kiilonbségeket kapunk:

A-B
2

—2.342-54+2-T+...+2-2021 + (1-2—2022-1)

A porzitiv tagok Osszege éppen 1-t6l 2021-ig a paratlan szamok Osszegének duplédja, ebbol
vonunk le 2022-t.
A-B

T:2-(1—1—3—}-5—i—7—l—...—}—2021)—2()22

A zardjelben mar az elsé és utolsé tag Osszege 2022, tehat A’TB pozitiv, ezért A > B. o
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2.

Sara rajzolt két egyenld szart, de nem szabélyos haromszoget gy, hogy az els6 haromszog
alapjanak hossza megegyezik a masodik haromszog szarainak hosszaval, valamint a masodik
haromszog alapjanak hossza megegyezik az els6 haromszog szarainak hosszaval. Miutan
megrajzolta a két haromszoget, észrevette, hogy az elsé haromszog egyik szoge megegyezik
a masodik haromszog egyik szogével. Mekkorak lehetnek a két haromszog szogei?

Legyenek az egyik haromszog oldalai a, a, b, mig a masiké a, b, b. Az altalanossag korlatozasa
nélkiil feltehetd, hogy a < b (a feladat szovege nem tesz kiilonbséget a két haromszog
kozott; és tudjuk, hogy nem szabdlyosak a haromszogek, tehat a # b).

Vizsgaljuk meg, hogyan helyezkedhet el a két haromszog egyenld szoge.

A két haromszog szarszoge nem egyezhet meg, mivel ha egymasra helyeznénk a haromszoge-
ket tigy, hogy a szarszogiik egybeessen, akkor az alabbi abrat kapnank:

A -

By 1
b

B, a Co

Ha a két haromszogben a szarszogek megegyeznek, akkor az alapon fekvo szogek is. Ezért
B,C1 és By(Cy parhuzamos kell, hogy legyen. Igy mivel a = AB; < ABy = b, nyilvanvalé,
hOgy BlCl < BQCQ.

Ezzel egyiitt azonban B1C = a és ByCy = b, azaz b < a, ellentmondva a feltevéstinknek.

Ha a két haromszog alapon fekvé szogei lennének egyenlok, akkor a szarszogeknek is
egyenloknek kellene lenniiik. Tehat csak az lehetséges, hogy az egyik haromszog alapon
fekvo szoge egyezik meg a mésik haromszog szarszogével.

1. eset: Az a, a, b oldali haromszog szarszoge egyenlo az a, b, b oldali haromszog alapon fekvo
szogeivel. Helyezziik most is egymasra a haromszogeket gy, hogy az azonos méretli szogek
egybeessenek. Ekkor az alabbi szerkezetii abrat kapjuk:

Itt AB = ACl = a, illetve BCl = ACQ = BCQ =b.

Ekkor C'y BCy-nek olyan egyenldszari haromszognek kellene lennie, amelynek C-nél van az
alapon fekvé szoge.

De ez lehetetlen, mivel C1-nél tompaszognek kell lennie ebben a haromszogben (hiszen az
ABC egyenld szari haromszog C-nél levé szoge hegyesszog, mivel alapon fekvo szog).
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2. eset: Az a,a,b oldali haromszog alapon fekvo szoge egyenl6 az a, b, b oldali hdromszog
szarszogével. Helyezziik ezuttal is egymasra a haromszogeket ugy, hogy az azonos méretii
szogek egybeessenek.

Ekkor az alabbi szerkezetii dbrat kapjuk:

A Jelolje az a, b, b oldali AByC' haromszog alapon fekvé szogei-
nek nagysagat [,

azaz legyen AB,C< = ByCA< = (. Ekkor BoAC<K =
180° — 26.

Mivel B;C' = ByC' = a, ezért ByB>C héaromszog is egyenlo
szaru, amibol

CB\Bot=f és ByCBy<t = 180° — 2.

Innen a AB;C héromszog (ez éppen az a,a, b oldali egyenld
szaru haromszog) szogeit mind fel tudjuk {rni 5 segitségével:

e Alapon felv6 szogei: BiC A< = CABy<t = 180° — 26

By a C i
e Szarszoge: AB;C'<t = 180° — C' By Byt = 180° — £.

Ezek 0sszege 180° kell, hogy legyen, azaz:

180° = 180° —2B8+180° —28+180° — 8  /+53 — 180°
58 = 360°
B = 72

Igy persze BiC A<t = CABy<t = 180° — 28 = 36°
és AB;C'<q = 180° — 108°.
Tehat azt kaptuk, hogy az egyetlen lehetséges megoldés:

e Az a,a,b oldali haromszog szogei: 36°,36°, 108°.
e Az a,b,b oldali haromszog szogei: 36°,72°, 72°.

Ezekkel a szogekkel valoban 1étezik az Gsszes feltételnek eleget
tevo haromszog-par: a 2. eset viszgalatakor megadott AB;C
és AB,C haromszogek éppen ilyenek.

(De gondolhatunk arra is, hogy egy szabdlyos Otszogben két
atlé és egy oldal az els6, mig két oldal és egy atlé a masodik
tipusi egyenld szari haromszoget hatdrozza meg.)




LI. verseny 2021-2022.

Megoldasok

3.

Egy csiga elindul az A pontbdl valamilyen iranyba. Allands nagysagu sebességgel, szaka-
szonként egyenesen halad, iranyt csak minden egész érakor valt, ilyenkor 42 fokkal jobbra
fordul.

Mennyi id6 mulva ér elGszor vissza az A pontba?

Az abra a csiga mozgasanak elsé 3 ordjdrol készilt.

A {6 észrevétel, hogy ha minden éraban megjeloljiik azt a pontot, ahol a csiga tartozkodik,
akkor ezek a pontok egy koron vannak.

Ezt elegend6 az els6 négy, A, B, C' és D pontok esetén igazolni, utana példaul a B, C', D és
E pontokra hasonlé érvelés bizonyitja, hogy E is ugyanazon a koron van.

Legyen AB és BC' szakaszfelez6 merélegesének (létezd) metszéspontja O. Ekkor AO =
BO = CO, tovabba ABO és BC'O egybevagd egyenlo szari haromszogek. A csiga ,,1épései”
egyenl6 hosszuak, az elforduléds szoge mindig azonos, ezért ABC' és BC'D is egybevagd, ahol
B és C felel meg egymasnak. Innen mar koévetkezik, hogy ABCO és BCDO egybevagd
deltoidok, igy DO = CO is teljestl.

Gondolhatunk tehat igy a csiga mozgasara, hogy minden 6raban egy ugyanakkora korivet
tesz meg az elobb leirt koron, mindig azonos iranyban haladva. Erdemes ezért a csiga egész
orakban elfoglalt pozicidjat az O A-hoz viszonyitott elfordulassal jellemezni. Ehhez az AOB
szog értékére van sziikséglink.

Egyszerli szogszamolassal ABC'<t = 180° —42° = 138°. Innen OAB< = ABO< = 69°, végiil
AOB< = 42°.

(Ha valaki ismeri a kertileti és kozépponti szogek tételét, akkor azzal is eljuthat ide.)

Tehat minden 6raban 42 fokkal ,,fordul el” a csiga, igy az a kérdés, hogy melyik a legkisebb
n pozitiv egész, amelyre n - 42 a 360 tobbszorose, avagy n -7 a 60 tobbszorose. Mivel 7 és 60
relativ primek, ezért a legkisebb ilyen érték az n = 60. Tehat 60 ora kell a csigdnak, hogy
visszaérjen A-ba.
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4.

Egy 7 x T-es tablazatba beirtuk az 1,2, 3, ...,49 szamokat tugy, hogy a szomszédos szamok
mindig oldalszomszédos mezdkon legyenek. Lehetséges-e, hogy ha 7-tel maradékosan oszt-
juk a beirt szamokat, akkor minden sorban és minden oszlopban szerepel mind a hétféle
maradék?

Szinezziik ki a tablazatot sakktdablaszertien. Legyen a bal alsé mezo6 fekete. Ekkor a tdblan
25 fekete és 24 fehér mez6 van. Mivel a szamot felvaltva irjuk fekete és fehér mezdkre, igy
az 1-es szamot fekete mezore kell irni.

Irjuk r4 minden sorra és oszlopra, hogy az hanyadik sor, illetve oszlop, majd minden mezdore
irjuk ra a sorszamanak és oszlopszamanak az Osszegét.

Ekkor az 0sszeg a fekete mezdkon paros, a fehér mezokon paratlan lesz.

Nézziik meg a 7-tel osztva 1 maradékot add szamokat: 1, 8, 15, 22, 29, 36, 43. Ezek koziil 4
paratlan és 3 paros szam van, vagyis 4 szam lesz fekete, 3 szam lesz fehér mezon.

Az el6z6 megallapitas alapjan az ehhez a 7 mez6hoz tartozd 0sszegeknek az Gsszege paratlan
lesz.

Mivel minden sorbdl és oszlopbdl egy szamot vélasztottunk ki, igy ennek az osszegnek 56-nak
kell lennie, ami ellentmondas. o




LII. verseny 2022—-2023.

Feladatok

,—m Megyei fordulo

1. Egy sz0g haromszorosa tompaszog, az 0tszorose viszont homoriuszog. Hanyféle lehet a szog
nagysaga, ha fokban mérve egész szam? °

2. Arisztid balt rendez a kastélyaban, ezért iivegpoharakat kért koleson Taszilotol. Taszild
100 iivegpoharat kiildott Arisztidnek. A poharakat Jean, az inas szallitotta at, de sajnos
utkozben a poharak egy része eltort. Arisztid minden egyes épségben leszéllitott poharért
300 forint borravalét adott Jeannak, Taszilé viszont 900 forintos biintetést fizettetett Jeannal
minden egyes 6sszetort poharért. Hany poharat tort ossze Jean, ha a kapott borravalébdl a
biintetés kifizetése utan 24000 forintja maradt? o

3. Jeloljik meg egy kockanak két kitéro élét zolddel. Ki lehet-e valasztani egy harmadik élt a
kockan igy, hogy az a zold élek koziil

(a) az egyikkel parhuzamos, a masikat metszi?
(b) mindkett6t metszi?
(¢) mindkettével parhuzamos?

Amelyik feladatrésznél ki lehet vdlasztani, rajzold le, hogyan; amelyiknél nem, indokold meg,
miért nem.

4. Levente egy négyzet alaki papirt egy egyenes vagassal két részre osztott. Ezutan az egyik
darabot egy 1jabb egyenes vagassal megint két részre osztotta. fgy héarom darab sokszog
alakd papirlapja lett, melyek mindegyikére rairta, hogy hany oldali sokszég. Ezt a harom
szamot Osszeszorozta. Mi lehetett a kapott szorzat?

Keress példat minél tobbféle lehetséges szorzatra, és minden szorzathoz rajzolj egy lehetséges
feldarabolast. Nem kell indokolnod, hogy mds lehetdség nincsen.
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5. Egy utcaban 5 héz van, melyekben sorban balrél jobbra a kdvetkezo csaladok laknak: Almaési,
Bodnar, Csukas, Dob6 és Erdds csalad. Megkérdeztiik a hazak lakdit az utcaban él6 gyere-
kekrol, mire a kovetkezo véalaszokat kaptuk:

Almaési csalad: Az utcaban 9 gyerek van, az életkoruk 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 illetve 10 év.

Bodnar csalad: A két szomszédban laké gyerekek életkoranak Gsszege megegyezik a mi
csaladunkban a gyerekek életkoranak osszegével.

Csukas csalad: Egy gyerek van a csalddban. Az egyik szomszédban csak nala fiatalabb,
a masik szomszédban csak nala idésebb gyerekek laknak.

Dobé csalad: Az utcaban egyik csalddnak sincs kettonél tobb gyermeke.

Erdos csaldd: Az utcaban barmely két azonos hazban él6 gyerek kozt legalabb 3 év
korkiilonbség van.

Hany éves gyerekek laknak az egyes hazakban? o
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1. Arisztid balt rendez a kastélydban, ezért iivegpoharakat kért kolcson Taszilétol. Taszilo
100 tivegpoharat kiildott Arisztidnek. A poharakat Jean, az inas szallitotta at, de sajnos
utkozben a poharak egy része eltort. Arisztid minden egyes épségben leszéllitott poharért
300 forint borravalét adott Jeannak, Taszilé viszont 900 forintos bilintetést fizettetett Jeannal
minden egyes Osszetort pohérért. Hany poharat tort ossze Jean, ha a kapott borravalobél a
biintetés kifizetése utdn 24000 forintja maradt? °

2. Levente egy négyzet alaku papirt egy egyenes vagassal két részre osztott. Ezutan az egyik
darabot egy ujabb egyenes vagassal megint két részre osztotta. fgy héarom darab sokszog
alaku papirlapja lett, melyek mindegyikére rairta, hogy hany oldali sokszog. Ezt a harom
szamot Osszeszorozta. Mi lehetett a kapott szorzat?

Keress példat minél tobbféle lehetséges szorzatra, és minden szorzathoz rajzolj egy lehetséges
feldarabolast. Nem kell indokolnod, hogy mdas lehetdség nincsen.

3. 12 focista egyiitt nyaral. Mindenkinek ugyanannyi honfitarsa van jelen, és mindenkinek 1-
gyel tobb klubtéarsa van jelen, mint honfitarsa. Hany klubcsapatbdl lehetnek? Hatarozd meg
az Osszes lehetOséget.

Minden jatékosnak pontosan eqy hazdja van és pontosan eqy klubnak tagja. °

4. Igaz-e, hogy 200-nal tobb kiilonb6zé haromjegyii szdm van, amelyben a szamjegyek Osszege
legalabb annyi, mint a szamjegyek szorzata?

5. Felirtuk a 0,1, 2, 3,4, 5 szamokat valamilyen sorrendben egy sorba. Ezutan minden szam ala
odairtuk, hogy hany darab nédla nagyobb szam &ll a sajat soraban téle jobbra, igy kaptunk a
masodik sorban hat tjabb szamot. Ezek mindegyike ald is odairtuk, hogy hany darab nala
nagyobb szam all a sajat soraban téle jobbra. Ezt a lépést ismételgettiik, de amint leirtunk
egy olyan sort, amiben csak a 0 szerepelt, befejeztiik az eljarast.

Legfeljebb hany sort irhattunk egymas ala? o
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1. Néhany focista egyiitt nyaral, osszesen 8 orszagbol. Minden jatékosnak 3 klubtarsa és 2
honfitarsa van jelen. Hany klubcsapatbol érkeztek a nyaralasra?
Minden jatékosnak pontosan eqy hazdja van €s pontosan eqy klubnak tagja. o

2. Luca téglalap alaku kertjében hagymat és répat termeszt. A kertet ugy alakitotta ki, hogy
mind a négy oldala mentén 1 m széles sdvban termeszt hagymat, a megmaradd belso részben
pedig répat. fgy pontosan ugyanakkora teriileten termeszt hagymat és répat.

A kert egyik oldala 5 m hosszi. Milyen hosszi a masik oldal? o

3. Karcsi telefonja kiilonbozé varosok hémérsékletértékét is kijelzi, napszakonként, Celsius-
fokban mérve. Egy éjszaka soran Szegeden és Balassagyarmaton estérol reggelre ugyanannyi
Celsius-fokkal lett hidegebb. Karcsi azt is észrevette, hogy ha kivonja a szegedi regge-
li homérsékletértékbol az estit, akkor a balassagyarmati reggeli értéket kapja, ha viszont
osszeadja a balassagyarmati esti és reggeli homérsékletértékeket, az pont annyi, mint a sze-
gedi reggeli homérsékletérték ellentettjének kétszerese. Ha a szegedi esti hdmérséklet 6°C
volt, mekkora volt a reggeli? o

4. Felirtuk a 0,1, 2, 3,4, 5 szamokat valamilyen sorrendben egy sorba. Ezutan minden szam al&
odairtuk, hogy hany darab nédla nagyobb szam &ll a sajat soraban téle jobbra, igy kaptunk a
masodik sorban hat tjabb szamot. Ezek mindegyike ald is odairtuk, hogy hany darab néla
nagyobb szam &ll a sajat soraban téle jobbra. Ezt a lépést ismételgettiik, de amint leirtunk
egy olyan sort, amiben csak a 0 szerepelt, befejeztiik az eljarast.

Legfeljebb hany sort irhattunk egymas ala? o

5. (a) Mutassunk példét olyan sokszogre, amelynek minden oldala egyenlé hosszi és minden
oldala pontosan 2 masik oldalaval parhuzamos. Adjuk meg a sokszog Gsszes sz0gét.
(b) Mutassunk példat olyan sokszogre, amelynek minden oldala egyenl$ hosszi és minden
oldala pontosan 3 masik oldalaval parhuzamos. Adjuk meg a sokszog Osszes szogét.
A sokszégnek nem lehet sem 0°-0s, sem 180°-0s szoge. A sokszog nem metszheti onmagdt,
azaz a nem szomszédos oldalainak nem lehet kozos pontja.
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. Egy szog kétszerese hegyesszog, hdaromszorosa tompaszog, az otszorose pedig homoriszog.
Hényféle lehet a szog nagysaga, ha fokban mérve egész szam?

. Melyik a nagyobb és mennyivel: a 100-nal nem nagyobb, 4-gyel osztva 0 vagy 1 maradékot
ado természetes szdmok négyzeteinek az 0sszege vagy a 100-nal nem nagyobb, 4-gyel osztva
2 vagy 3 maradékot ado természetes szamok négyzeteinek az Osszege?

. (a) Mutassunk példat olyan sokszogre, amelynek minden oldala egyenld hosszi és minden
oldala pontosan 2 masik oldalaval parhuzamos. Adjuk meg a sokszog Gsszes sz0gét.
(b) Mutassunk példat olyan sokszogre, amelynek minden oldala egyenlé hosszi és minden
oldala pontosan 3 masik oldaldval parhuzamos. Adjuk meg a sokszog Osszes szOgét.
A sokszégnek nem lehet sem 0°-0s, sem 180°-0s szoge. A sokszog nem metszheti onmagdt,

azaz a nem szomszédos oldalainak nem lehet kozos pontja. 8 °
. Hanyféleképpen lehet egy sakktablan 14 mezot megjelolni ﬁgy,7 °

hogy egy futd egyik megjelolt mezordl se tudjon egy 1épésben 0 °
eljutni egy masik megjelolt mezore? 5 o

4| @ )
A futo dtlosan Iép, tehdt példdul a B3 mezén dllé futo 3 &
az dbran pottyel megjelolt mezokre juthat el eqy lépésben. 9| @ ®

1 o

A B CDEFGH

. Az a szamot leirtam kétszer egymas utan, igy kaptam a b szamot. Erdekes médon b oszthaté
a’-tel. Mennyi lehet a hanyados?
Az a és b szamok tizes szamrendszerben felirt pozitiv egészek. o
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1. Panka gondolt egy szamra. Ezutan kivont beldle 1-et, majd hozzdadott 2-t, majd kivont
beldle 3-at, majd hozzdadott 4-et, és igy tovabb, mig végiil kivont bel6le 99-et, aztan
hozzaadott 100-at, és igy H3-at kapott. Melyik szamra gondolt Panka? o

2. Ot testvér életkora: 11, 12, 13, 14 és 15 év. A 14 évesnek egy hiiga, egy ndvére és két
fittestvére van. A 12 évesnek egy Occse, egy batyja és két lanytestvére van.
Hany lanytestvére lehet a 13 évesnek? °

3. Egy téglalapnak 0Osszekotottiik a szemkozti oldalfelezd pontjait, ezédltal négy egyforma
teriileti téglalapra bontottuk. A bal felsé téglalappal ugyanezt az eljarast megismételtiik
még kétszer, igy Osszesen tiz téglalapra bontottuk fel a nagy téglalapot, az abran lathato
modon.

A tiz téglalap koziil néhanyat sziirkére szineztiink ugy, hogy barmely két sziirke téglalap
legfeljebb egy pontban érintkezzen. Legfeljebb mennyi lehet a sziirke téglalapok teriileteinek

az Osszege, ha a bal felsd téglalap 1 cm? teriiletii? o
4. Egy matekfiizetben kijeloltiink 16 racspontot a bal oldali abran lathaté elrendezésben.
¢
-
—4 —-
.

A jobb oldali abrén egy olyan 6tszog lathatd, amelynek minden cstcsa a kijelolt racspontok
kozil vald, és nincsenek parhuzamos oldalai.

(a) Rajzolj egy olyan hatszoget, amelynek minden csicsa a 16 racspont kozil vald, és
nincsenek parhuzamos oldalai.

(b) Rajzolj egy olyan hétszoget, amelynek minden csicsa a 16 réacspont kozil vald, és
nincsenek parhuzamos oldalai.

(c) Rajzolj egy olyan nyolcszoget, amelynek minden csicsa a 16 racspont kozil vald, és
nincsenek parhuzamos oldalai.

A sokszog nem metszheti onmagadt, azaz a nem szomszédos oldalainak nem lehet k6z6s pontja.

5. Legfeljebb hany pozitiv egész szdmot lehet megadni Ugy, hogy barmely kettd szorzata
kiilonb6zo szamjegyre végzodjon? o
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. A mesebeli 1ények talalkozéjan tiindérek, mandk és oriasok vettek részt. Tobb tiindér vett
részt, mint 6rids, mig a manok még a tiindéreknél is tobben voltak. Minden mané adott
egy szal virdgot minden tiindérnek. fgy Osszesen 72 szal virag keriilt dtaddsra. Minden
tindér adott ajandékba egy szelet csokit minden oéridasnak. fgy Osszesen 48 szelet csoki
keriilt atadasra. Minden oOrids adott ajandékba egy iiveg szorpot minden manénak. Hény
iiveg szorp keriilhetett atadasra Osszesen? °

. Szabalyos dobokockak osszeragasztasaval tornyokat készitettiink, majd felragasztottuk eze-
ket az asztalra. Az elkésziilt épitmény az abran lathaté médon néz ki elolrdl, oldalrdl, illetve
feliilrol.

Osszesen hény potty van a ragasztés oldalakon?

Elolrol: Oldalrol: Felilrol:

C+°| ¢ oldalnézet
irdnya

elolnézet iranya

A feliilnézeti abran egy-eqy nyillal jeloltik az elolnézet és az oldalnézet iranydt.
A ragasztdsokndl mindig teljes kockalapok érintkeznek egymdssal, illetve az asztallal.
Egy dobokocka akkor szabdlyos, ha a szemkozti lapjain osszesen 7 potty van. o

. Lefrtam egymas mogé a szamokat 1-t6l 2023-ig sziinet vagy egyéb elvalasztds nélkiil, igy
kaptam egy hatalmas szamot: 1234567891011 ...02120222023. Hanyszor fordul el6 ebben a
szamban, hogy harom egymést koveto szamjegy 023, ebben a sorrendben? o

. Joe bacsi az lirutazasrél hazatérve hozott harom holdkovet és harom marskovet, melyeket
szét szeretne osztani harom fia kozott ugy, hogy mindenki egy holdkdévet és egy marskovet
kapjon. Sajnos mar nem tudja, hogy melyik k6 melyik égitestrol szarmazik, de szerencséjére
van egy gépe, amely el tudja donteni, hogy a gépbe berakott két k6 ugyanarrdl az égitestrol
szarmazik-e. Legaldbb hanyszor kell hasznalnia a gépet ahhoz, hogy biztosan szét tudja
osztani jol a koveket?

A gép milkodése a kovetkezd: Ha a két betett ké ugyanarrol az égitestrél szarmazik, akkor egy
zold lampa villan fel. Ha kilonbozo égitestrol szarmaznak, akkor eqy piros lampa villan fel.
A gép semmilyen mds informdciot nem ad. Nem lehet eqyszerre kettonél tobb kovet betenni.

Keress megolddast minél kevesebb géphasznalatra és mutasd meg, hogy annyi miért elegendo.
Azt nem kell indokolni, hogy ennél kevesebbdl nem lehet megcsindlni. o




LII. verseny 2022-2023.

Feladatok

1. Panka gondolt egy szamra. Ezutan kivont beldle 1-et, majd hozzdadott 2-t, majd kivont
beléle 3-at, majd hozzdadott 4-et, és igy tovabb. Amikor befejezte, 39-cel kisebb szamot
kapott eredményiil, mint amelyre eredetileg gondolt.

Melyik szamot adhatta hozza vagy vonhatta ki utoljara Panka? o

2. Egy haromszognek osszekotottiik az oldalfelezé pontjait, ezaltal négy egyforma teriiletii
haromszogre bontottuk. A koézépsé haromszoggel ugyanezt az eljarast megismételtitk még
kétszer. A legbelso haromszoget sziirkére szinezve az aldbbi abrat kaptuk.

Ezutdn minden olyan haromszoget, melynek a bel-

sejében nincs tovabbi szakasz berajzolva, sargara vagy

sziirkére szineztiink gy, hogy ha két haromszog tobb,
mint egy pontban taldlkozik, akkor kiilonboz6 szintiek
legyenek.

Hanyszor akkora a sarga haromszogek tertileteinek
Osszege, mint a sziirkéké?

3. Egy matekfiizetben kijeloltiink 16 racspontot a bal oldali abran lathaté elrendezésben.
¢ ¢ ¢
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A jobb oldali dbréan egy olyan 0tszog lathatd, amelynek minden csicsa a kijelolt racspontok
koziil valo, és nincsenek parhuzamos oldalai.

a) Rajzolj egy olyan hatszoget, amelynek minden csticsa a 16 rdcspont kozil vald, és
nincsenek parhuzamos oldalai.

b) Rajzolj egy olyan hétszoget, amelynek minden csicsa a 16 racspont kozil vald, és
nincsenek parhuzamos oldalai.

c) Rajzolj egy olyan nyolcszoget, amelynek minden csticsa a 16 racspont koziil vald, és
nincsenek parhuzamos oldalai.

A sokszog nem metszheti onmagadt, azaz a nem szomszédos oldalainak nem lehet k6z6s pontja.

4. Csaba bacsi felirt 89 egymast kovetd egész szamot. Csenge Osszeadta az els6 45 szamot,
Csongor pedig a tobbit. Csodak csoddjara ugyanazt a szamot kaptak osszegként.
Mi volt a legnagyobb szam, amelyet Csaba bacsi felirt? o

5. Legfeljebb hény pozitiv egész szdmot lehet megadni ugy, hogy barmely kettd oOsszege
kiilonb6zo szamjegyre végzodjon? o
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1. A mesebeli lények taldlkozdjan tiindérek, mandk és déridasok vettek részt. Tobb tindér vett
részt, mint 6rids, mig a manok még a tiindéreknél is tobben voltak. Minden mané adott
egy szal virdgot minden tiindérnek. fgy Osszesen T2 szal virag keriilt atadasra. Minden
tindér adott ajandékba egy szelet csokit minden odridasnak. fgy osszesen 48 szelet csoki
keriilt atadasra. Minden orids adott ajandékba egy iiveg szorpot minden manonak. Hény
uveg szorp kertilhetett ataddsra Osszesen? o

2. Ot kiilonb6zé magassagt ember mindegyike két-két allitast mondott, melyek némelyike igaz,
némelyike hamis volt (lehetséges, hogy ugyanazon ember egyik allitdsa igaz, mig a masik
hamis).

Anna: ; Magasabb vagyok, mint Béla.” | Két magasabb és két alacsonyabb ember van
nalam.”

Béla: ,,Magasabb vagyok, mint Endre.” ,,Dénes a legmagasabb.”
Csaba: ,,Anna mindkét éllitasa igaz.” ,,Magasabb vagyok, mint Endre.”
Dénes: ,,Alacsonyabb vagyok, mint Csaba.” | Endre a mésodik legmagasabb.”
Endre: ,,Béla mindkét allitasa hamis.” ,,Magasabb vagyok, mint Anna.”

a) Lehetséges-e, hogy pontosan 1 &llitas hamis a 10 allitas kozil?

b) Lehetséges-e, hogy pontosan 2 allitas hamis a 10 allitas kozil?

©

3. Joe bacsi az lirutazasrél hazatérve hozott harom holdkovet és harom marskovet, melyeket
szét szeretne osztani harom fia kozott ugy, hogy mindenki egy holdkdévet és egy marskovet
kapjon. Sajnos mar nem tudja, hogy melyik ké melyik égitestrdl szarmazik, de szerencséjére
van egy gépe, amely el tudja donteni, hogy a gépbe berakott két k6 ugyanarrdl az égitestrol
szarmazik-e. Legalabb hanyszor kell hasznalnia a gépet ahhoz, hogy biztosan szét tudja
osztani jol a koveket?

A gép milkodése a kovetkezd: Ha a két betett ké ugyanarrol az égitestrél szarmazik, akkor eqy
zold lampa villan fel. Ha kilonbozd égitestrdl szarmaznak, akkor eqy piros lampa villan fel.
A gép semmilyen mds informdciot nem ad. Nem lehet egyszerre kettonél tobb kovet betenni.

Keress megolddst minél kevesebb géphasznalatra és mutasd meg, hogy annyi miért elegendo.
Azt nem kell indokolni, hogy ennél kevesebbdl nem lehet megcsindlni. o

4. A tornatanar egy 4 x 4-es racsot rajzolt az iskolaudvarra. A rdacs mind a 16 mezojére felallt
egy-egy diak, ugy, hogy valamelyik racsvonallal parhuzamos iranyba néz. A tornatanar néha
tapsol egyet. Ha két élszomszédos mezon allé didk éppen egymas felé néz, akkor a tapsra
mindketten 90°-os fordulatot végeznek jobbra. Ezen kiviil semmilyen mas mozgast nem
végeznek. Legfeljebb hany fordulatot végezhet a legtobb fordulatot végzo diak?




LII. verseny 2022-2023.

Feladatok

Orszagos donto

1. Egy haromszognek 0Osszekotottiikk az oldalfelez6 pontjait, ezaltal négy egyforma teriileti

haromszogre bontottuk. A kozépsé haromszoggel ugyanezt az eljardst megismételtiilk még
kétszer. A legbelso haromszoget sziirkére szinezve az aldbbi dbrat kaptuk.

Ezutan minden olyan haromszoget, melynek a bel-
sejében nincs tovabbi szakasz berajzolva, sargara vagy
sziirkére szineztiink ugy, hogy ha két haromszog tobb,
mint egy pontban taldlkozik, akkor kiilonbozd szintiek
legyenek.

Hényszor akkora a sarga haromszogek teriileteinek
Osszege, mint a sziirkéké?

. Egy csapat miikodési szabalyzata rogziti, hogy rendkiviili esemény esetén a csapat vezetdje
kiket hiv fel a hirrel, s azok, akik megkaptak a hirt, kit kell, hogy felhivjanak az informacio
tovabbadasa végett. Ezt nevezziik riaddlancnak. A riaddélanc jél miikodik, tehat minden
csapattagot csak egyszer hivnak fel (a vezet6n kiviil, akit nem hiv fel senki), és a hir min-
denkihez eljut. Erdekes médon a riadéldnc felépitése olyan, hogy a vezetén kiviil mindenki
annyi embert hiv fel, ahanyat az 0t értesité Gutdana még felhiv. Hany embert kell a vezetonek
felhivnia, ha tudjuk, hogy a csapatban 100-nal tobben, de 200-nal kevesebben vannak? o

. Egy otjegyli szamot csattandsnak hivunk, ha a szazasok és a tizesek helyén azonos szamjegy
all, és ennél nagyobb szamjegy all az egyesek helyén. Hany 9-cel oszthatd csattands szam

van? o

. Egy végtelen szamsorozat els6 tagja 2, masodik tagja 1. Ezutan a sorozat minden tagja az

el6z0 két tag Osszegének reciproka. Azaz a harmadik tag 2 + 1 = 3 reciproka, vagyis %; a

negyedik tag 1 + % = % reciproka, vagyis %. Szerepel-e a sorozatban 2-nél nagyobb szam?

. Anna és Béla kezében is 6t-0t szamjegykartya van, Annandl az , , , , @, Bélanal
pedig a @, , , @, . Felvaltva balrél jobbra rakjédk le a szdmjegykartyakat, igy
egy tizjegyl szamot képezve. Anna kezd. Mi a legnagyobb kettOhatvany, amelyrol Béla
garantélni tudja (Anna barmilyen stratégidja esetén), hogy osztani fogja a kapott tizjegy(
szamot?
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Feladatok

Orszagos donto

1. Ot kiilonbz8 magasségi ember mindegyike két-két allitdst mondott, melyek némelyike igaz,

némelyike hamis volt (lehetséges, hogy ugyanazon ember egyik allitdsa igaz, mig a masik
hamis).

Anna: , Magasabb vagyok, mint Béla.” | Két magasabb és két alacsonyabb ember van
nalam.”

Béla: ,,Magasabb vagyok, mint Endre.” ,,Dénes a legmagasabb.”
Csaba: ,,Anna mindkét &llitasa igaz.” ,,Magasabb vagyok, mint Endre.”
Dénes: ,,Alacsonyabb vagyok, mint Csaba.” | Endre a méasodik legmagasabb.”

Endre: ,,Béla mindkét allitasa hamis.” ,,Magasabb vagyok, mint Anna.”

a) Lehetséges-e, hogy pontosan 1 &llitas hamis a 10 allitds kozil?

b) Lehetséges-e, hogy pontosan 2 &llitas hamis a 10 allitas kozil? °
. Egy derékszogli haromszog alakt, lyukak nélkiili biliardasztal egyik csicsanal az oldalak
30°-0s szoget zarnak be egyméssal. Egy biliardgolyét elinditunk az abran jelolt modon, a P

pontbdl tgy, hogy az eloszor az asztal legrovidebb oldalat éri el annak egy belsé pontjaban.
A golyé haladasi irdnya 60°-os szoget zar be a legrovidebb oldallal.

/OP

A golyé utjat vizsgalva azt latjuk, hogy minden egyes alkalommal, amikor talalkozik a fallal,
tokéletesen pattanva halad tovabb, vagyis a falhoz érkezo, valamint a faltél elindulé haladasi
iranya ugyanakkora szoget zar be a fallal. Hany pattanas utan lesz a golyé tjra a P pontban?

©

. Van 1000 kartya, melyek 000-t6l 999-ig vannak megszdamozva, és 100 doboz, melyek 00-t6l
99-ig vannak megszamozva. Egy kartyat egy dobozba akkor lehet belerakni, ha a doboz
szama a kartya szdmabdl egy szamjegy elhagydsdval kaphaté meg (igy példdul a 627-es
szamu kartya a 27-es, a 67-es vagy a 62-es szamu dobozok valamelyikébe tehetd).

Dobozokba lehet-e tenni az 6sszes kartyat ugy, hogy 50 doboz tliresen maradjon? o
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4. A tornatanar egy 4 x 4-es rdcsot rajzolt az iskolaudvarra. A racs mind a 16 mezojére felallt
egy-egy didk, ugy, hogy valamelyik racsvonallal parhuzamos iranyba néz. A tornatanar néha
tapsol egyet. Ha két élszomszédos mezon allé didk éppen egymas felé néz, akkor a tapsra
mindketten 90°-os fordulatot végeznek jobbra. Ezen kiviil semmilyen mas mozgast nem
végeznek. Lehetséges-e, hogy a 30. tapsnal még fordul valaki?
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8. osztaly, 1. nap

Feladatok

Orszagos donto

. Egy termék arat novelték p %-kal, majd csokkentették p %-kal, igy a végsd dra az eredeti
4rhoz képest 9 %-kal kisebb lett. Hatdrozzuk meg p értékét. ()

. Egy otjegyli szamot csattandsnak hivunk, ha a szazasok és a tizesek helyén azonos szamjegy
all, és ennél nagyobb szadmjegy all az egyesek helyén. Hany 9-cel oszthatd csattands szam

van? o

. Legyen A1 A3As ... Ao egy szabdlyos 12-sz0g. Hanyszorosa a 12-szog teriilete az Ay As A7 Ag

téglalap teriiletének? As  Ar
Ag Ag
Ao As
An Ay
Apa Az
A A

©

. Anna és Béla kezében is 6t-0t szamjegykartya van, Annandl az , , , , @, Bélanal
pedig a @, , , @, . Felvaltva balrél jobbra rakjédk le a szédmjegykartyakat, igy
egy tizjegyl szamot képezve. Anna kezd. Mi a legnagyobb kettOhatvany, amelyrol Béla
garantalni tudja (Anna barmilyen stratégidja esetén), hogy osztani fogja a kapott tizjegy(
szamot?

. A bergengéc vasaron kétféle fizetGeszkoz 1étezik: arany és eziist. Tudjuk, hogy 1 kecske és
5 birka 4 aranyba és 8 eziistbe, 7 kecske és 2 birka 11 aranyba és 8 eziistbe, 3 kecske és 4
birka 7 aranyba és 6 eziistbe kertil. Szeretnénk 2 kecskét és 3 birkat venni. Hany eziistot
kell még adnunk, ha mar 2 aranyat adtunk az eladonak? o
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8. osztaly, 2. nap

Feladatok

Orszagos donto

. Anna, Bea, Cili és Déra leiilt egy kdrbe. Anna felirta két kedvenc szamat (kiilonb6z6 pozitiv
egészek) egy lapra, majd tovabbadta jobbra. Amikor valaki megkapta a lapot, kiradirozta
a rajta 1évo két szamot, és helytikre felirta a kiradirozott két szam 0Osszegét és kiilonbségét,
majd tovabbadta a lapot jobbra. Mikor a lap visszaért Annahoz, azt latta, hogy a lapon
szereplo két szam koziil az egyik megegyezik az altala felirt kisebb szdmmal, mig a masik
szam az altala felirt nagyobb szamnél 42-vel nagyobb. Mi Anna két kedvenc szdama?

Két szam kilonbségét gy szamitjuk, hogy a nagyobbikbol vonjuk ki a kisebbiket. o

. Hany olyan pozitiv egész szam van, amelynek az 0sszes osztéja koziil a negyedik legnagyobb
a 427
Példaul a 12 osztoi: 1, 2, 3, 4, 6 és 12, igy a negyedik legnagyobb osztéja a 3. o

. Az ABCD egységnyi oldalhosszisdgu négyzetben az AB oldal felezépontja E, a BC' oldal
felezopontja F. Az AF és DE egyenesek metszéspontja M. Milyen hosszi a C'M szakasz?

©

. Van 100 000 kartyank, melyek 00000-t6]l 99999-ig vannak megszdmozva, és van 1000 dobo-
zunk is, melyek 000-t6l 999-ig vannak megszamozva. Egy kartyat egy dobozba akkor lehet
belerakni, ha a doboz szama a kértya szamabdl két szamjegy elhagyasdval kaphaté meg (igy
példaul a 40557-es kéartya a 405-0s, a 407-es, a 455-0s, a 457-es, a 055-0s, a 057-es és az
557-es dobozok valamelyikébe tehetd).

Bele lehet-e rakni a dobozokba az 0sszes kartyat gy, hogy legalabb 666 doboz iiresen ma-

radjon? o
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,—m Megyei fordulé

1.

Megoldasok

Egy szog haromszorosa tompaszog, az 6tszérose viszont homoriszog. Hanyféle lehet a szog
nagysaga, ha fokban mérve egész szam?

Jeloljiik a-val a vizsgdlt szog nagysagat.

Az elso feltétel szerint 90° < 3o < 180°, emiatt 30° < o < 60°.

A masodik feltétel szerint 180° < ba < 360°, tehat 36° < a < 72°.

A kapott két feltételt Osszevetve a megfelel6 szogekre 36° < a < 60° teljesiil.

Ezen hatarok kozotti egész értékek:

37,38,39...,58,59
59—37—:1r=23 db

Tehéat a szog nagysaga 23-féle lehet. o

Arisztid balt rendez a kastélydban, ezért tivegpoharakat kért koleson Taszilotél. Taszilo
100 tvegpoharat kiildott Arisztidnek. A poharakat Jean, az inas szallitotta at, de sajnos
utkozben a poharak egy része eltort. Arisztid minden egyes épségben leszéllitott pohérért
300 forint borravalot adott Jeannak, Taszilé viszont 900 forintos biintetést fizettetett Jean-
nal minden egyes 0sszetort poharért. Hany poharat tort 6ssze Jean, ha a kapott borravalobdél
a biintetés kifizetése utan 24000 forintja maradt?

Ha Jean minden poharat épségben leszallitott volna, akkor 100 - 300 = 30000 forint iitotte
volna a markat. Minden egyes eltort pohar utan elesett azonban a szallitasért jaréd 300
forint borravalétol, tovabba 900 forint biintetést is kellett fizetnie, tehat tekinthetjik ugy,
hogy poharanként 1200 forint veszteség érte.

Ha végiil 24000 forinttal lett gazdagabb a lehetséges 30000 helyett, akkor 6000 forint volt a
vesztesége, ami 6000 : 1200 = 5, azaz ot pohar eltorésével johetett létre.

Ellenorzés: Jean a 95 épségben leszéllitott pohéarért 95 - 300 = 28500 forintot kapott,
biintetésiil pedig 5-900 = 4500 forintot fizetett, osszesen tehat a borravalobdl 28500 — 4500 =
24000 Ft maradt meg.
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3.

4.

//////

a kockan ugy, hogy az a zold élek koziil
a) az egyikkel parhuzamos, a mésikat metszi?
b) mindkettét metszi?
e (c)] mindkettével parhuzamos?

Amelyik feladatrésznél ki lehet vdlasztani, rajzold le, hogyan; amelyiknél nem, indokold meg,
miért nem.

A két adott kitérd élt zolddel megjeldltiik. (Barmely kitéré élpar esetén az az abran lathato
helyzetbe forgathaté a kocka).

Az a) és b) részben lehetséges a kivalasztds, az alabbi abran kékkel bejeloltiink egy-egy
megoldast:

A ¢) részre ugyanakkor nem létezhet megoldas, mivel ha a kék él mindkét zold éllel
parhuzamos volna, akkor a zold éleknek egymassal is parhuzamosnak kellene lenniiik. o

Levente egy négyzet alaki papirt egy egyenes vagéassal két részre osztott. Ezutan az egyik
darabot egy tjabb egyenes vagassal megint két részre osztotta. fgy héarom darab sokszog
alaku papirlapja lett, melyek mindegyikére réirta, hogy hany oldali sokszog. Ezt a harom
szamot Osszeszorozta. Mi lehetett a kapott szorzat?

Keress példat minél tobbféle lehetséges szorzatra, és minden szorzathoz rajzolj egy le-
hetséges feldarabolést. Nem kell indokolnod, hogy mds lehetdség nincsen.

7-féle szorzat keletkezhet, mégpedig a kdvetkezok:
3-3-3=27 3-3-4=236 3-3:-5=45 3-4-4=48

3-3-6=054 3-4-5=60 4-4-4=64
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Hogyan talalhaté meg az osszes lehetdség?

Els6 megkozelités. Eloszor nézziik azt meg, hogy az elsé véagassal milyen darabokat tudunk

M A I

Az eseteket jelolhetjiik a keletkezo sokszogek oldalszamaval.

A masodik 1épésben vagy egy haromszoget, vagy egy négyszoget, vagy egy Otszoget vagunk
ketté. Haromszogbol indulva két lehetdséglink van:

AN
3) —(,3) (3) — (4,3)

A négyszogek lehetséges felvagasainak oldalszamait mér korabban (a négyzet szétvagasanal)
megadtuk. Végil egy otszoget otféle médon vaghatunk ketté, ha csak a keletkezd darabok

oldalszaméra vagyunk kivancsiak: |
ZZd Il
5) — 43)  (5)— (5,4  (5) — (4,4)

) — ( (5) — (5,3
Az eddig felsorolt vagasokat kombinalva a kovetkezd hét eset dllithato elo:

(5) — (6, 3) ,3)

(3,3,3),(3,3,4),(3,3,5),(3,3,6),(3,4,4),(3,4,5), (4,4, 4)

2. megkozelités. Vizsgaljuk meg, hogy egy vagassal hogyan valtozhat az elottiink &allo
sokszogek oldalszamainak Osszege. Ha egy sokszoget egy atld mentén vagunk ketté, ak-
kor az eredeti oldalak mellett két 1j oldal alkotja az 1ij sokszogeket, hiszen a vagas egy-egy
oldalt jelent mindkét keletkezd sokszogben.

Ha a vagas egy csicson és egy oldal belsé pontjan megy at, akkor az adott oldalbol két oldal
keletkezik (két kiilon sokszogben), ez eggyel néveli a sokszogek Gsszes oldalainak szdmat,
tovabba az el6z6hoz hasonloan a vagas két 1j oldalt ad, igy osszesen harommal n6 az oldalak
Szama.

Ha pedig a vagas két oldal egy-egy belsé pontjat koti ossze, akkor az el6z6hoz hasonld
meggondolas alapjan 4-gyel né az oldalak szama.

A feladatban négyszogbdl indulunk ki és két vagast ejtiink egymas utdn, igy legfeljebb 8-cal
nohet az oldalak szama, azaz nem lehet tobb 12-nél.

Mivel minden sokszog legalabb harom oldalbdl all, igy olyan szamharmasokat johetnek széba
(a darabok oldalszdmaiként), amelyek mindegyik tagja legalabb 3, és az Gsszegiik legfeljebb
12. Ilyenbdl 7 kiillonbozo talalhato:
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3434+3=9,  3+34+4=10, 3+3+5=11, 34+4+4=11,
3+3+6=12, 3+4+5=12, 44+44+4=12.

Es ezek mindegyikéhez taldlhaté alkalmas szétvagas (mint azt mar abrainkkal megmutattuk).

o

5. Egy utcdban 5 haz van, melyekben sorban balrél jobbra a koévetkezd csaladok laknak:
Almési, Bodnar, Csukas, Dob6 és Erdos csalad. Megkérdeztiik a hazak lakoit az utcdban
¢élo gyerekekrol, mire a kovetkezo vélaszokat kaptuk:

e Almasi csalad: Az utcdban 9 gyerek van, az életkoruk 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 illetve 10
év.

e Bodnar csalad: A két szomszédban laké gyerekek életkoranak Osszege megegyezik a
mi csalddunkban a gyerekek életkoranak osszegével.

e Csukas csaldad: Egy gyerek van a csaladban. Az egyik szomszédban csak nala fiatalabb,
a masik szomszédban csak nala idésebb gyerekek laknak.

e Dobé csalad: Az utcadban egyik csaladnak sincs kettonél tobb gyermeke.

e Erdos csalad: Az utcaban barmely két azonos hazban él6 gyerek kozt legalabb 3 év
korkiilonbség van.

Hany éves gyerekek laknak az egyes hazakban?

Az utcaban Gsszesen 9 gyerek van, a Csukas csalddban pedig csak 1, igy a tobbi négy
hazban Osszesen 8 gyerek van. Mivel minden csalddban legfeljebb 2 gyerek van, igy a masik
négy csaladban 2-2 gyereknek kell lennie.

Mivel barmely két azonos hazban él6 gyerek kozt legaldbb 3 év a kiilonbség, igy ahol két
gyerek van, ott a fiatalabb testvér legfeljebb 10 — 3 = 7 éves lehet. Hasonléan, barmely
idosebb testvérrol tudjuk, hogy legalabb 2 + 3 = 5 éves.

Mivel a Csukas csalad egyik szomszédjaban csak néla idésebb gyerekek laknak, igy a Csukas
csalad gyereke legfeljebb 6 éves lehet. Ezenkiviil a masik szomszédban csak ndla fiatalabb
gyerekek laknak, igy a Csukas csaldd gyereke legalabb 6 éves. Ezek alapjan a Csukas csalad
gyereke 6 éves, az egyik szomszédban a két gyerek 2 és 5 éves, mig a masik szomszédban
1év6 két gyerek 7 és 10 éves.

Mivel a Bodnar csaladban 1év6 gyerekek életkorainak 6sszege megegyezik a szomszédban 1évo
gyerekek életkorainak osszegével, igy ebben a csaladban lakik a 7 és 10, a Dob6 csaladban a
2 és b éves gyerek.

Ez alapjan az Almasi és Erdds csaldadban lakik a 3, a 4, a 8 illetve a 9 éves gyerek. Ebbdl az
Almasi csaladban laké két gyerek életkoranak osszege 10 +7 — 6 = 11. Ez csak ugy lehet,
ha a 3 és a 8 éves gyerek lakik ott.

Ez alapjan a gyerekek életkorai az egyes csaladokban: Almasi: 3 és 8, Bodnar: 7
és 10, Csukas: 6, Dobd: 2 és 5, Erdsos: 4 és 9 év. Ezek valéban teljesitik az Osszes
feltételt. (1)
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Megyei fordulo

Arisztid balt rendez a kastélyaban, ezért tivegpoharakat kért koleson Taszilotél. Taszild
100 tvegpoharat kiildott Arisztidnek. A poharakat Jean, az inas szallitotta at, de sajnos
utkozben a poharak egy része eltort. Arisztid minden egyes épségben leszéllitott poharért
300 forint borravalét adott Jeannak, Taszilé viszont 900 forintos biintetést fizettetett Jean-
nal minden egyes 0sszetort poharért. Hany poharat tort 6ssze Jean, ha a kapott borravaléboél
a biintetés kifizetése utan 24000 forintja maradt?

Ha Jean minden poharat épségben leszallitott volna, akkor 100 - 300 = 30000 forint iitotte
volna a markat. Minden egyes eltort pohar utan elesett azonban a szallitasért jaréd 300
forint borravalotél, tovabba 900 forint biintetést is kellett fizetnie, tehat tekinthetjiik gy,
hogy poharanként 1200 forint veszteség érte.

Ha végiil 24000 forinttal lett gazdagabb a lehetséges 30000 helyett, akkor 6000 forint volt a
vesztesége, ami 6000 : 1200 = 5, azaz 6t pohar eltorésével johetett 1étre.

Ellendrzés: Jean a 95 épségben leszallitott poharért 95 - 300 = 28500 forintot kapott,
biintetésiil pedig 5-900 = 4500 forintot fizetett, osszesen tehat a borravalobdl 28500 — 4500 =
24000 Ft maradt meg.

Levente egy négyzet alaki papirt egy egyenes vagassal két részre osztott. Ezutan az egyik
darabot egy tjabb egyenes vagassal megint két részre osztotta. fgy héarom darab sokszog
alakd papirlapja lett, melyek mindegyikére rairta, hogy hény oldali sokszog. Ezt a harom
szamot Osszeszorozta. Mi lehetett a kapott szorzat?

Keress példat minél tobbféle lehetséges szorzatra, és minden szorzathoz rajzolj egy le-
hetséges feldarabolast. Nem kell indokolnod, hogy mdas lehetdség nincsen.

7-féle szorzat keletkezhet, mégpedig a kovetkezok:
3-3-3=27 3-3-4=236 3-3-5=45 3-4-4=48

3-3-6=054 3-4-5=60 4-4-4=64

Hogyan talalhaté meg az osszes lehetdség?

El6szor nézziik azt meg, hogy az elsé vagassal milyen darabokat tudunk létrehozni.
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Az eseteket jelolhetjiik a keletkez6 sokszogek oldalszaméaval.

4) —65 @) —=%49 @H—=063 @ —649)

A maésodik 1épésben vagy egy haromszoget, vagy egy négyszoget, vagy egy Otszoget vagunk
ketté. Haromszogbol indulva két lehetdségiink van:

AN

B)—33) ) —43)

A négyszogek lehetséges felvagasainak oldalszamait mér korabban (a négyzet szétvagasanal)
megadtuk. Végil egy otszoget otféle médon vaghatunk ketté, ha csak a keletkezé darabok

oldalszémara vagyunk kivéncsiak:
oo oo Aadl de
) — ( (5) — (5 5) —4,3)  (6)—(54) (6)— (4.4)

(5) — (6,3) ,3)
Az eddig felsorolt vagasokat kombinalva a kovetkezd hét eset dllithato elo:

(3,3,3),(3,3,4),(3,3,5),(3,3,6),(3,4,4),(3,4,5), (4,4, 4)

2. megkozelités. Vizsgaljuk meg, hogy egy vagassal hogyan valtozhat az el6ttiink &llo
sokszogek oldalszamainak Osszege. Ha egy sokszoget egy atlo mentén vagunk ketté, ak-
kor az eredeti oldalak mellett két 1j oldal alkotja az 1ij sokszogeket, hiszen a vagas egy-egy
oldalt jelent mindkét keletkezd sokszogben.

Ha a vagas egy csicson és egy oldal belsé pontjan megy at, akkor az adott oldalbdl két oldal
keletkezik (két kiilon sokszogben), ez eggyel noveli a sokszogek Gsszes oldalainak szamét,
tovabba az el6z6hoz hasonléan a vagas két 1j oldalt ad, igy osszesen harommal né az oldalak
szama.

Ha pedig a vagas két oldal egy-egy belsé pontjat koti ossze, akkor az el6z6hoz hasonld
meggondolas alapjan 4-gyel né az oldalak szama.

A feladatban négyszogbol indulunk ki és két vagast ejtiink egymas utan, igy legfeljebb 8-cal
nohet az oldalak szama, azaz nem lehet tobb 12-nél.

Mivel minden sokszog legalabb harom oldalbdl all, igy olyan szamharmasokat johetnek szoba
(a darabok oldalszdmaiként), amelyek mindegyik tagja legalabb 3, és az Gsszegiik legfeljebb
12. Ilyenbdl 7 kiilonboz6 talalhato:

3+3+3=9, 3+3+4 =10, 3+3+5=11, 3+4+4=11,
3+3+6=12, 3+4+5=12, 4+4+4=12

Es ezek mindegyikéhez taldlhaté alkalmas szétvagas (mint azt mar abrainkkal megmutattuk).

o
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3.

12 focista egytitt nyaral. Mindenkinek ugyanannyi honfitarsa van jelen, és mindenkinek
1-gyel tobb klubtarsa van jelen, mint honfitarsa. Hany klubcsapatbol lehetnek? Hatarozd
meg az Osszes lehetoséget.

Minden jatékosnak pontosan egy hazdja van és pontosan egqy klubnak tagja.

Vizsgaljuk meg, hogy a focistdk Osszesen hany orszagbdl érkezhettek. Ha mindenkinek
ugyanannyi honfitdrsa van jelen, akkor minden orszagbol ugyanannyian vannak, vagyis az
egy orszaghbol érkezok szama, igy az orszagok szama is osztdja 12-nek.

Megallapithatjuk, hogy ha mindenkinek 1-gyel tobb klubtérsa van jelen, mint honfitérsa,
akkor az egy klubbdl érkezok szama is allandé, és ez a szam eggyel nagyobb, mint az egy
orszagbol érkezok szama.

Foglaljuk tablazatba a lehetdségeket:

Orszagok szama | Egy orszagbol érkezok | Egy klubbdl érkezok
12 1 2
6 2 3
4 3 4
3 4 5
2 6 7
1 12 13

Mivel a klubcsapatok szamat ugy kapjuk meg, hogy tizenkettot elosztjuk az egy klubbodl
érkezok szamaval, igy a tablazat utolsé harom sora nem is ad megoldast, az elsé harom sor
alapjan pedig a lehetséges valaszok: 6, 4 vagy 3 klub.

Megjegyzés. Ezek nyilvan el is fordulhatnak, mivel a focistak klubja sokszor fligget-
len a hazajuktol, tehat barhogyan hozzaredelhetjiik a 12 focistahoz a kivélasztott néhany
orszégot /klubot. Egy lehetséges hozzarendelés az aldbbi dbrakon lathaté, ahol a tédblazatok
sorai a klubokat, oszlopai az orszagokat jelolik, és minden egyes x egyetlen jatékosnak felel
meg.

klub / orszdg | O1 | O2 | O3 | 04 | O5 | O6 | O7 | O8 | 09 | O10 | O11 | O12

K1 X X

K2 X X

K3 X X

K4 X X

K5 X X

K6 X X

klub / orszdg | O1 | O2 | O3 | O4 | O5 | O6

klub / orszdg | O1 | O2 | O3 | O4
K1 X X X / &

K1 X X X X
K2 X X X

K2 X X X X
K3 X x x K3 X X X X
K4 X X X
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4.

[gaz-e, hogy 200-n4l tobb kiilonb6z6 haromjegyli szam van, amelyben a szamjegyek osszege
legaldbb annyi, mint a szamjegyek szorzata?

Gytijtsiik 6ssze azokat a haromjegyti szamokat, amelyben a szamjegyek oOsszege legalabb
annyi, mint a szamjegyek szorzata — ezeket nevezziik jo szamoknak.

Ha van a szdmban 0 szamjegy, akkor a szadmjegyek szorzata 0, mig az Osszeg legalabb 1,
tehat a szam biztosan jo. A 0-t tartalmaz6 haromjegyii szamokat megszamolhatjuk pl. igy:

e Ha az utolsd szamjegy 0, akkor az elsé két szamjegy 9 - 10 = 90-féle lehet (az els6
szamjegy nem lehet 0, ezért az csak 9-féle lehet).

e Ha az utolsé szamjegy nem 0, akkor a kozépsonek 0-nak kell lennie, az els6 és az utolsé
szamjegy mindegyike 9-féle lehet, ez 9 - 9 = 81 lehetdség.

Osszesen tehat 90 + 81 = 171 darab 0-t tartalmazé hdromjegy(i szdm van, és ezek mind jok.

Ha a szamban nincs 0, de két 1-es szamjegy van, akkor a szdmjegyek szorzata a harmadik
jegy, mig az 6sszeg ennél 2-vel nagyobb. Szamoljuk meg ezeket a szamokat. Egy olyan szam
van, amelyben mindharom szamjegy 1-es, a 111, mig a tobbi szamban van egy 1-nél nagyobb
szamjegy, amely lehet 8-féle és lehet 3 helyen.

Osszesen tehat 1 + 3 -8 = 25 darab 0-t nem tartalmazé, de két l-est tartalmazé
haromjegyi szam van, és ezek mind jok. Jok azok a szamok is, amelyek egy 1-esbdl, egy
2-esbil és egy 3-asbol dllnak (ezekben a szdmjegyOsszeg és a szdmjegyszorzat is 6), ezek:
123,132,213, 231, 312, 321, osszesen 6 db.

Ezzel mar talaltunk 1714 2546 = 202 kiilonb6zo jo szamot, tehat igaz a feladat allitasa.

Megjegyzés. Jok még azok a szamok, amelyekben egy 1-es és két 2-es szdmjegy van (ezekben
a szamjegyOsszeg 5, a szamjegyszorzat 4), ezek: 122,212,221, ez 6sszesen 3 db. Enélkiil is
megvan tobb, mint 200 darab, mig ezzel egyiitt, barmelyik korabbi tipus kihagyasaval sincs
meg, igy ezek nélkiilozhetéek a feladat megolddsa szempontjabdl. Az eddig felsoroltakon
kiviil mas jo szam nincs, de ennek bizonyitdsa nem képezi a feladat megoldasanak részét.

o

Felirtuk a 0, 1, 2, 3, 4, 5 szamokat valamilyen sorrendben egy sorba. Ezutdn minden szam ala
odairtuk, hogy hany darab nala nagyobb szam all a sajat sordban tole jobbra, igy kaptunk
a masodik sorban hat djabb szamot. Ezek mindegyike ald is odairtuk, hogy hany darab
nala nagyobb szam &ll a sajat sordban téle jobbra. Ezt a lépést ismételgettiik, de amint
lefrtunk egy olyan sort, amiben csak a 0 szerepelt, befejeztiik az eljarést.

Legfeljebb hany sort irhattunk egymas ald?

Akarmilyen sorrendben is irtuk a szamokat az elsé sorba, a masodik sortdl kezdve a hatodik
(jobb széls6) szam biztosan 0 lesz, hiszen a folotte levé szamtdl jobbra nincs semmi.

A harmadik sortdl kezdve az 6todik szam is biztosan 0, hiszen a folotte levo szamtél jobbra
csak egy 0 szerepel, az pedig nem lehet nagyobb egy természetes szamnal.
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Ezt a gondolatot folytatva azt kapjuk, hogy

e a negyedik sortél kezdve mér a negyedik szam is
csak 0 lehet;

o az otodik sortdl kezdve mar a harmadik szam is
csak 0 lehet;

e a hatodik sortdl kezdve mar a masodik szam is
csak 0 lehet;

O 0 s o 0 s e
O O 9 o 0 o o
OO O 9 0 o e
©C 00 O YN o
©C 0o oo v
©c oo oo o

e a hetedik sortdl kezdve mar az elsd szam is csak
0 lehet.

Azaz a hetedik sorba (ha egyéltalan eljutunk eddig a
jatékban) biztosan csupa 0-t kell frnunk. Tehat 7 sorndl
tobbet biztosan nem irhattunk le.

7 sor viszont létrejohetett, példaul a bal oldali abran lathato
modon.

Tehat legfeljebb 7 sort irhattunk egymas ala.

O H O NO N W
QO O = O M = N
©C O O - O N =
O O O O = O O,
S © ©O O O = O
©O O O O O O N

Hogyan talalhatunk hétsoros tablazatokat?

77 7 7 77 70?7 7 7 77
77 72 2 [7] 0 ? 0?7 7 7 1 0
7 7 2 2] o o ?7 0?7 7 1.0 0
» 2 2] 0o o0 o 7 72 1.0 0 0
? [?2] o o o o ? 1.0 0 0 O
7] o o o o0 o 1 0 00 0 O
0 0 0 0 0 O 0 00 00O

Ha barmelyik | 7 | helyére 0-t irnank, akkor az alatta levo ek is mind 0-k kellene legyenek. Tehat
egyik sem lehet 0, ha el szeretnénk jutni a hetedik sorig.

Miésrészt a ek helyére 1-nél nagyobb szdm sem keriilhet: a f6lottiik levé szamtdél jobbra egyetlen
kivétellel csak 0-k allnak.

Tehat mindegyik helyén 1-nek kell allnia.

? o7 7 7 7 9 7?77 7 77
77 7 2] 10 ? 7 7010
7 7 [2] 1 0 o0 7 7010 0
7 2] 1 0 0 o0 7 01 00 0
71 0o 0 0 o0 0100 00
1 0 0 0 00 100000
0 0 0 0 0 O 0 00 00O
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Most a —lel megjelolt mezékon csak 0 allhat, hiszen alattuk 1 van, mig t6liik jobbra csak egyetlen

pozitiv szam all, és az is 1-es.

A tovabbiakban méar nem lehet egyértelmiien meghatarozni az egyes mezdkon &llé szamokat, de
viszonylag kevés lehetéségre korlatozhatunk.

A jobb oldali dbran 7 -lel megjel6lt mezoén nem allhat sem
0 (akkor alatta nem 0 lenne), sem 2-nél nagyobb szam (a
felette lev6tol jobbra levék kozt legfeljebb 2 pozitiv lehet).
Ha 7 =1, akkor felette lev) (azaz harmadik) sor igy nézhet

csak ki:

1 2 0 1

0O O

Ha 7 = 2, akkor felette levs (azaz harmadik) sor igy nézhet

csak ki:
0O X 0 1

ahol X lehet 1 vagy 2.

A harmadik sorbdl visszafele kovetkeztetve a masodik sorra osszesen 3+ 10412 = 25-féle lehetdség
adédik. A mésodik sor pedig egyértelmiien meghatirozza az els§ sort (kihaszndlva, hogy az elsd

0 O

77
? ?
? ?
0
1
0
0

sorban a 0, 1, 2, 3, 4, 5 szdmok szerepelnek valamilyen sorrendben).

fgy Osszesen 25-féle hétsoros tablazat van, melyek elso sorai:

031524
053412
152403
250413
351402

041523
130524
153402
251403
352401

042513
140523
230514
253401
450312

051423
142503
240513
341502
451302

052413
150423
241503
350412
452301

N N

©c O O = O

© O O © = O

© O O © o =

© O O © © ©o
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Megyei fordulo

Néhany focista egyiitt nyaral, Osszesen 8 orszagbol. Minden jatékosnak 3 klubtéarsa és 2
honfitarsa van jelen. Hany klubcsapatbdl érkeztek a nyaraldsra?
Minden jatékosnak pontosan eqy hazdja van €s pontosan eqy klubnak tagja.

Mivel minden focistdnak 2 honfitarsa van jelen, igy minden orszaghdl 3 focista jott, azaz
8 - 3 = 24 focista van a nyaralason. Mivel minden focistdnak 3 klubtarsa van jelen, igy
minden klubbdl 4 focista jott, azaz 24/4 = 6 klubbdl érkeztek focistdk a nyaraldsra.

Luca téglalap alaku kertjében hagymat és répat termeszt. A kertet ugy alakitotta ki,
hogy mind a négy oldala mentén 1 m széles sdvban termeszt hagymat, a megmaradoé belsé
részben pedig répat. fgy pontosan ugyanakkora teriileten termeszt hagymat és répat.

A kert egyik oldala 5 m hosszi. Milyen hosszi a masik oldal?

Osszuk fel a kertet az abra szerinti elrendezésben 5 + 2 kisebb téglalapra.

A
}1m H1
A 4
A
:lm Rl
A 4
A
Hg ¢11’Il R2 H4
A
< - »] '"Tm Rs < - >
1m X 1m
}1m H3
A 4

fgy a répa éppen a hdrom belsé téglalapban terem (Ri, Ro, R3, az dbran sziirke héttérrel),
a hagyma pedig a kiils6 négyben (Hy, Hs, Hs, Hy). Ry és H; egyforma teriilet{i (mivel egy-
bevagd téglalapok), hasonléan Rz és Hj is egyforma teriileti, tehat Ry teriilete éppen meg
kell egyezzen Hy és Hj tertiletének Osszegével.

Mivel a téglalapok ugyanolyan szélesek, Ry hossztusaga éppen Hs és Hy hosszisaganak 6ssze-
ge, azaz b+ 5 = 10 méter. Igy a kert masik oldala 1 + 10 + 1 = 12 méter hosszu. o

Karcsi telefonja kiilonbozé varosok hémérsékletértékét is kijelzi, napszakonként, Celsius-
fokban mérve. Egy éjszaka soran Szegeden és Balassagyarmaton estérol reggelre ugyan-
annyi Celsius-fokkal lett hidegebb. Karcsi azt is észrevette, hogy ha kivonja a szegedi
reggeli hémérsékletértékbol az estit, akkor a balassagyarmati reggeli értéket kapja, ha vi-
szont Osszeadja a balassagyarmati esti és reggeli homérsékletértékeket, az pont annyi, mint
a szegedi reggeli homérsékletérték ellentettjének kétszerese. Ha a szegedi esti hémérséklet
6°C volt, mekkora volt a reggeli?

Mivel egyrészt estérdl reggelre ugyanannyi Celsius-fokkal lett hidegebb a két telepiilésen,
masrészt a szegedi reggeli és az esti homérséklet kiilonbsége megegyezik a balassagyarmati
reggeli homérséklettel, észrevehetd, hogy a balassagyarmati reggeli homérséklet megegyezik
a balassagyarmati reggeli és esti homérséklet kiilonbségével.

Ebbél a balassagyarmati esti hémérséklet 0 (°C).

fgy viszont a balassagyarmati reggeli és esti hémérsékletek oOsszege megegyezik a reggeli
homérséklettel, ami a feladat szerint egyrészt egyenl6 a szegedi reggeli és esti homérséklet
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kiillonbségével (azaz a reggeli hémérséklet minusz hattal), mésrészt a szegedi reggeli
homérséklet ellentettjének kétszeresével. Egyenlettel, ha a szegedi reggeli homérsékletet
x-rel jeloljiik:

—2r = x—06
-3z = —6
r = 2

fgy a balassagyarmati reggeli hémérséklet —4 (°C), és ezek a szamok tényleg kielégitik a
feladat feltételeit. A szegedi reggeli h6mérséklet tehat 2°C volt.

Masodik megoldas. Abrézoljuk tablazatban a feladatban szerepldo négy
homérsékletértéket, figyelembe véve, hogy a két sorban azonos az esti és reggeli érték
kiilonbsége.

este reggel
Szeged 6 x
Balassagyarmat | y | y+ (x — 6)

Karcsi els6 megfigyelése szerint x — 6 =y + (z — 6),

azaz y = 0.
este | reggel
Szeged 6 x
Balassagyarmat | 0 | x —6
Karcsi mésodik észrevétele azt jelenti, 0 + (z — 6) = —2z, vagyis © — 6 = —2z. Ezt az

egyenletet megoldva x = 2 adddik, és a tablazatunk kitoltése utan konnyen lathato, hogy az
Osszes feltételnek megfelel6 megoldast kaptunk.

este | reggel
Szeged 6 2
Balassagyarmat | 0 —4
Tehat Szegeden 2°C volt reggel a h6mérséklet. o

Felirtuk a 0,1, 2, 3,4, 5 szamokat valamilyen sorrendben egy sorba. Ezutan minden szam
ald odairtuk, hogy hany darab nala nagyobb szam &ll a sajat soraban tole jobbra, igy
kaptunk a masodik sorban hat tjabb szamot. Ezek mindegyike ala is odairtuk, hogy hany
darab néla nagyobb szam &ll a sajat soraban tole jobbra. Ezt a 1épést ismételgettiik, de
amint lefrtunk egy olyan sort, amiben csak a 0 szerepelt, befejeztiik az eljarést.

Legfeljebb hany sort irhattunk egymas ala?

Akérmilyen sorrendben is irtuk a szamokat az elso sorba, a méasodik sortél kezdve a hatodik
(jobb széls6) szam biztosan 0 lesz, hiszen a f6létte levs szamtol jobbra nincs semmi.

A harmadik sortél kezdve az 6todik szam is biztosan 0, hiszen a folotte levo szamtdl jobbra
csak egy 0 szerepel, az pedig nem lehet nagyobb egy természetes szamnal.
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Ezt a gondolatot folytatva azt kapjuk, hogy

e a negyedik sortél kezdve mér a negyedik szam is
csak 0 lehet;

o az otodik sortdl kezdve mar a harmadik szam is
csak 0 lehet;

e a hatodik sortdl kezdve mar a masodik szam is
csak 0 lehet;

O 0 s o 0 s e
O O 9 o 0 o o
OO O 9 0 o e
©C 00 O YN o
©C 0o oo v
©c oo oo o

e a hetedik sortdl kezdve mar az elsd szam is csak
0 lehet.

Azaz a hetedik sorba (ha egyéltaldn eljutunk eddig a
jatékban) biztosan csupa 0-t kell frnunk. Tehat 7 sornél
tobbet biztosan nem irhattunk le.

7 sor viszont létrejohetett, példaul a bal oldali abran
lathaté modon.

Tehat legfeljebb 7 sort irhattunk egymas ala.

O =~ O N O N W
O O = O = = K
©C O O = O N =
O O O O = O O,
S © O O O = O
O O O O O O N

Hogyan talalhatunk hétsoros tablazatokat?

? o7 7 7 77 70?7 7 7 77
7 72 2 72 [7] 0 ? 0?7 7 7 1 0
7 7 2 2] o o ?7 0?7 7 1.0 0
» 2 2] 0o o0 o 7 72 1.0 0 0
? [?2] o o o o ? 1.0 0 0 O
7] o o o o0 o 1 0 00 0 O
0 0 0 0 0 O 0 00 00O

Ha barmelyik | 7 | helyére 0-t irnank, akkor az alatta levo ek is mind 0-k kellene legyenek. Tehat
egyik sem lehet 0, ha el szeretnénk jutni a hetedik sorig.

Miésrészt a ek helyére 1-nél nagyobb szdm sem keriilhet: a f6lottiik levé szamtdél jobbra egyetlen
kivétellel csak 0-k allnak.

Tehat mindegyik helyén 1-nek kell allnia.

? o7 7 7 7 9 7?77 7 77
77 7 2] 10 ? 7 7010
7 7 [2] 1 0 o0 7 7010 0
7 2] 1 0 0 o0 7 01 00 0
71 0o 0 0 o0 0100 00
1 0 0 0 00 100000
0 0 0 0 0 O 0 00 00O
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Most a —lel megjelolt mezékon csak 0 allhat, hiszen alattuk 1 van, mig t6liik jobbra csak egyetlen
pozitiv szam all, és az is 1-es.

A tovabbiakban méar nem lehet egyértelmiien meghatarozni az egyes mezdkon &allé szamokat, de
viszonylag kevés lehet6ségre korlatozhatunk.

A jobb oldali dbran 7 -lel megjelolt mez6én nem
allhat sem 0 (akkor alatta nem 0 lenne), sem 2-nél
nagyobb szam (a felette lev6tol jobbra levok kozt
legfeljebb 2 pozitiv lehet).

Ha 7 = 1, akkor felette levé (azaz harmadik) sor rrT 7T o010

igy nézhet csak ki: ? 7 01 0 O

1 2 0 1 0 0 01000

1 0 0 0 O

?Ia = 2, akkor.felette lev6 (azaz harmadik) sor 1 000 0 O
igy nézhet csak ki:

0O 0 0 0 0 O

o X 0 1 0 O

ahol X lehet 1 vagy 2.

A harmadik sorbdl visszafele kovetkeztetve a masodik sorra Gsszesen 3+ 10412 = 25-féle lehet6ség
adédik. A mdsodik sor pedig egyértelmiien meghatdrozza az elsé sort (kihasznalva, hogy az els6
sorban a 0, 1, 2, 3, 4, 5 szdmok szerepelnek valamilyen sorrendben).

fgy Osszesen 25-féle hétsoros tablazat van, melyek elsé sorai:

031524 041523 042513 051423 052413
053412 130524 140523 142503 150423
152403 153402 230514 240513 241503
250413 251403 253401 341502 350412
351402 352401 450312 451302 452301
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d.

a) Mutassunk példat olyan sokszogre, amelynek minden oldala egyenl6 hosszi és minden
oldala pontosan 2 masik oldalaval parhuzamos. Adjuk meg a sokszog Osszes szOgét.

b) Mutassunk példat olyan sokszogre, amelynek minden oldala egyenl6é hosszi és minden
oldala pontosan 3 masik oldalaval parhuzamos. Adjuk meg a sokszog Osszes szogét.

A sokszognek nem lehet sem 0°-0s, sem 180°-0s szoge. A sokszég nem metszheti onmagat,
azaz a nem szomszédos oldalainak nem lehet kozos pontja.

Mindkét részre sokféle konstrukcié adhatd, ezek koziil néhany lehetéséget mutatunk be.

A sokszog belsé szogeit a megjelolt csucsbdl indulva, az éramutatd jarasa szerint haladva
soroltuk fel.

a)

120°, 120°, 240°, 60°, 120°,
120°, 300°, 60°, 120°
(Szabdlyos haromszogracsra
rajzolt sokszog)

150°, 90°, 270°, 90°, 270°, 90°, 150°, 90°, 270°,
90°, 270°, 90°, 150°, 90°, 270°, 90°, 270°, 90°
(Szabélyos haromszog oldalaihoz rogzitett
héromfoku 1épcsék)

120°,120°,120°, 300°, 120°, 120°
60°,240°,120°,120°, 300°, 60°
(Szabalyos haromszogracsra
rajzolt sokszog)

/\ 135° (6 db), 315°, 135° (6 db), 270°, 45°, 270°,
> < (Két szabalyos nyolcszog Osszekapesolva)

felvaltva 240° és 60°
(Szabélyos hatdgu csillag)
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Megyei fordulo

Egy szog kétszerese hegyesszog, haromszorosa tompaszog, az 0tszorose pedig homoriszog.
Hényféle lehet a szog nagysaga, ha fokban mérve egész szam?

Jeloljiik a-val a vizsgdlt szog nagysagat.
Az elso feltétel szerint 0° < 2a < 90°, vagyis 0° < o < 45°.
A maésodik feltétel szerint 90° < 3o < 180°, emiatt 30° < o < 60°.
A harmadik feltétel szerint 180° < bar < 360°, tehdt 36° < a < 72°.
A kapott feltételeket Osszevetve a megfelel6 szogekre 36° < o < 45° teljesiil.
Ezen hatarok kozotti egész értékek:
37,38, 39,40,41,42, 43,44

~
8 db

Tehéat a szog nagysaga 8-féle lehet. o

Melyik a nagyobb és mennyivel: a 100-nal nem nagyobb, 4-gyel osztva 0 vagy 1 maradékot
adé természetes szamok négyzeteinek az osszege vagy a 100-nal nem nagyobb, 4-gyel osztva
2 vagy 3 maradékot ado természetes szamok négyzeteinek az Osszege?

A feladatban az alabbi két 0sszeg kozti kiilonbséget kell meghatarozni:

A=124+424+524+82+92+ ... 41002 é B=22+32+6>+7>2+10>+...+99°

Bontsuk 4-es csoportokra a szdmokat, majd minden 0 < k < 24-re vegyiik a 4k + 1, 4k + 2,
4k + 3, 4k + 4 alakui szamokat.

Minden ilyen csoportbdl 2 szam, a 4k + 1 és 4k + 4 alaki lesz az A Osszegben, 2 szdm pedig,
a 4k + 2 és 4k + 3 alaku lesz a B Osszegben. Vegyiik ebben az A-beli és B-beli elemek
kiilonbségét:

(4k +1)% — (4 +2)* — (4k +3)* + (4k + 4)* =

= 16k* + 8k + 1 — 16k — 16k — 4 — 16k* — 24k — 9+ 16k* + 32k + 16 =

=(16—-16—16+16)k* + (8 =16 —24 +32)k + (1 —4 — 9+ 16 = 4.

Ez minden 4-es csoportra igaz lesz, vagyis 4-25 = 100-zal nagyobb a 0 vagy 1 maradékot
ado6 szamok Osszege, mint a 2 vagy 3 maradékot adé szamok Osszege.
Megjegyzés: Azt, hogy az ilyen 4-es
csoportokban miért 4 lesz a kiilonbség,

az alabbi abraval is lehet szemléltetni.

Vegytink egy 8k + 5 oldalhosszisagu
négyzetet.  Eloszor rakjuk bele a

4k + 1 és a 4k + 4 oldalhosszusagu
négyzeteket, majd a 4k 4+ 2 és 4k + 3
oldalhosszusdguakat az abran lathato Ak 49
modon. Ekkora a keresett érték a

kék teriilet nagysagabol a piros tertilet

nagysaga, ami pontosan 4 lesz.

4k +4
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a) Mutassunk példat olyan sokszogre, amelynek minden oldala egyenlé hosszi és minden
oldala pontosan 2 masik oldalaval parhuzamos. Adjuk meg a sokszog Osszes szOgét.

b) Mutassunk példat olyan sokszogre, amelynek minden oldala egyenl6é hosszi és minden
oldala pontosan 3 masik oldalaval parhuzamos. Adjuk meg a sokszog Osszes szogét.

A sokszognek nem lehet sem 0°-0s, sem 180°-0s szoge. A sokszég nem metszheti onmagat,
azaz a nem szomszédos oldalainak nem lehet kozos pontja.

Mindkét részre sokféle konstrukcié adhatd, ezek koziil néhany lehetéséget mutatunk be.

A sokszog belsé szogeit a megjelolt csucsbdl indulva, az éramutatd jarasa szerint haladva
soroltuk fel.

120°, 120°, 240°, 60°, 120°,
120°, 300°, 60°, 120°
(Szabélyos haromszogracsra
rajzolt sokszog)

150°, 90°, 270°, 90°, 270°, 90°, 150°, 90°, 270°,
90°, 270°, 90°, 150°, 90°, 270°, 90°, 270°, 90°
(Szabdlyos haromszog oldalaihoz rogzitett
héromfoku 1épcsék)

120°,120°,120°, 300°, 120°, 120°
60°,240°,120°,120°, 300°, 60°
(Szabalyos haromszogracsra
rajzolt sokszog)

/\ 135° (6 db), 315°, 135° (6 db), 270°, 45°, 270°,
> . < (Két szabalyos nyolcszog Osszekapesolva)

felvaltva 240° és 60°
(Szabalyos hatagu csillag)
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4.

’ /7 / 7z 7z 124 . .. . 8 .
Hanyféleképpen lehet egy sakktablan 14 mezot megjelolni 7 o
ugy, hogy egy futé egyik megjelolt mezorol se tudjon egy 6 o
lépésben eljutni egy masik megjelolt mezoére? 5 o

4| e °
A futo dtlosan lép, tehdt példdul a B3 mezdn dllo futo 30 &
az dbrdn pottyel megjelolt mezdkre juthat el egy lépésben. o | o o
1 °

ABCDEVFGH

A sakktablan a fehér mezdkon allo futék csak fehér mezokre tudnak lépni, ugyanigy a sotét
mezokon allok csak sotét mezore. Tekintsiik az els6 dbran berajzolt hét atlot!

N

=N Wk Oty 3 0o
N Wk ot 3

N

ABCDEVFGH ABCDEVFGH

Ezek mindegyikén legfeljebb egy megjelolt pont lehet, de ugyanezt elmondhatjuk ennek elfor-
gatottjaként hét, sotét mezoket tartalmazé atléra is, ezek egyltitt pedig lefedik a sakktablat,
tehat az itt feltiintetett atlok mindegyikén is kell, hogy legyen egy megjelolt pont.

Tekintsiik a két legrovidebb atlét. Ha A2-t megjeloljik, akkor G8-at nem lehet, csak H7-
et, hasonléan, ha A2 helyett Bl-et jeloljiik, akkor a masik legrovidebb atlén csak G8 johet
szoba. A két legrovidebb atlén megjelolt két pont tehat kétféle helyzetben lehet.

Ez a két megjelolt pont egyiittesen lefedi a méasodik abran szereplo két atlot, tehat a kovet-
kezé (4 mezobdl alld) atlok esetén megintcsak két-két pont johet széba, hasonléan kétféle
felalldsban (A4 és H5 vagy D1 és ES.)

A gondolatmenetet folytatva a 6 mez6bol allé atléknak szintén csak a végpontjaibdl
valaszthatunk, djfent kétféleképpen (A6 és H3 vagy F1 és C8).

Végiil a leghosszabb atléban két mezé maradt. Fzek barmelyike az el6zdektdl fliggetleniil
valaszthatd. Mivel minden eddigi dontés az elézoektdl fiiggetlen volt, igy a lehetOségek
szama 2-2-2-2 = 16.

Ugyanezeket elmondhatjuk a s6tét mezoket tartalmazo tlokrol is, tovabbd a vilagos mez0k
jelolései nem befolyésoljak a sotét mezokét, tehat ott is 16-féle lehetdségiink van. Osszesen
pedig ezek szorzata adja a megfelel6 megjelolések szamat.

Tehat 16 - 16 = 256-féleképpen lehet a mezdket a feltételeknek megfeleléen meg-

jelolni.
(4
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5. Az a szamot leirtam kétszer egymas utan, igy kaptam a b szamot. Erdekes médon b oszthaté

a’-tel. Mennyi lehet a hanyados?

Az a és b szamok tizes szamrendszerben felirt pozitiv egészek.

Ha a egy n-jegyii szam, akkor b=10...01-a= (10" +1) - a.
n—1 db

A keresett hanyadost nevezziik c-nek. ¢ nyilvan egy 1-nél nagyobb egész szam, tovabba:

b (10" +1)-a 10" +1
C= — = =
a? a? a

Tehét ¢ osztdja (10™ + 1)-nek, masrészt pedig legfeljebb 11, hiszen

n n n—1
10 —1—1310 + 10 10 <a
11 11
Egyenloség csak n = 1 esetén allhat fenn, ehhez a = 1 esetén valéban 11 lesz a hanyados,
hiszen
b 11
— =—=11.
a> 1

Milyen 11-nél kisebb szdm oszthatja a 10™ + 1 szamot?

Sem a paros szamok, sem az 5 sem johet széba, mivel 10" + 1 utolsd szamjegye 1.
Tovabbé, 10™ + 1 nem lehet oszthato 3-mal és 9-cel sem, hiszen a szamjegyeinek osszege 2.
fgy a 11-en kiviil egyetlen lehet6ség maradt: ¢ = 7.

Ez tényleg meg is valésulhat. Mivel 1001 = 7-143, igy ha a = 143, akkor b = 143143, és igy:

b 143143

a2 1432
Tehat a hanyados lehet 7 vagy 11, mas érték nem lehetséges.

Megjegyzés: Mas példa is van a ¢ = 7 esetre, pl. a = 142857143.

Altaldnosan: tetszOleges k pozitiv egész esetén a = (109543 + 1)/7 vélasztéssal a b/a?
hényados 7,

a = 1 esetén a hanyados 11, egyébként pedig nem egész. O
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1. Panka gondolt egy szamra. Ezutan kivont bel6le 1-et, majd hozzdadott 2-t, majd kivont
beldle 3-at, majd hozzdadott 4-et, és igy tovabb, mig végiil kivont beldle 99-et, aztan
hozzaadott 100-at, és igy H3-at kapott. Melyik szamra gondolt Panka?

Tekintsiik az elvégzett miiveleteket kettesével. Ha a gondolt szambdl kivonunk 1-et, majd
hozzaadunk 2-t, az egyiitt olyan, mintha 1-et adtunk volna hozza.

Hasonléan, ha kivonunk 3-at, majd hozzdadunk 4-et, az is eggyel noveli a szam értékét.
Innentdl vildgos, hogy minden ilyen miveletpar ugyanigy miikodik, mivel a hozzdadott szam
értéke eggyel nagyobb, mint a kivont szamé, igy a két miivelet egyiitt eggyel noveli a szamot.

—14+2-3+4-54+6-7+8...-99+ 100
N e N e’ N e e e’ N————
+1 +1 +1 +1 +1

Mivel 100 miiveletet végzett Panka, ez 0sszesen 50-szer novelte eggyel az aktualis értéket,
igy ha a végén H3-at kapott, akkor a gondolt szam 3 kellett, hogy legyen o

2. Ot testvér életkora: 11, 12, 13, 14 és 15 év. A 14 évesnek egy higa, egy névére és két
fiutestvére van. A 12 évesnek egy Occse, egy batyja és két lanytestvére van.
Hény lanytestvére lehet a 13 évesnek?

Mivel a 14 évesnek van egy névére, igy a legidosebb testvér biztosan lany. A 12 évesnek
van egy occse, ezért a legfiatalabb biztosan fit.

Nézziik meg, mi a helyzet, ha a 13 éves testvér lany. Ekkor a 14 évesrdl ismert informaciok
miatt a 12 éves biztosan fii (hogy meglegyen 14 éves két fititestvére), a 12 évesrdl ismert
informaciék miatt pedig a 14 évesr6l mondhatjuk el ugyanezt (hogy legyen a 12 évesnek
batyja). Ebben az esetben azt latjuk, hogy a 13 évesnek egy lanytestvére van csak, a 15
éves.

Nézziik, mi a helyzet, ha a 13 éves testvér fii. Ekkor a 14 évesrdl ismert informaciok szerint
a 12 éves lany (hogy legyen a 14 évesnek hiiga), a 12 évesr6l ismert informéciék miatt pedig
a 14 évesr6l mondhatjuk el ugyanezt (hogy meglegyen a 12 éves két lanytestvére). Ebben
az esetben tehat azt latjuk, hogy a 13 évesnek harom lanytestvére van.

Tehat két kiilonbozé megoldés lehetséges: 1 vagy 3 lanytestvére lehet. o
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3. Egy téglalapnak Osszekotottiik a szemkozti oldalfelezd pontjait, ezaltal négy egyforma

teriiletl téglalapra bontottuk. A bal fels6 téglalappal ugyanezt az eljarast megismételtiik
még kétszer, igy Osszesen tiz téglalapra bontottuk fel a nagy téglalapot, az abran lathaté
modon.

A tiz téglalap koziil néhanyat sziirkére szineztiink tgy, hogy barmely két sziirke téglalap
legfeljebb egy pontban érintkezzen. Legfeljebb mennyi lehet a sziirke téglalapok tertileteinek
az Osszege, ha a bal felsd téglalap 1 cm? teriileti?

Nézziik a harom legnagyobb téglalapot! Ezek koziil nem lehet mindhdrom sziirke, mert van
koztiik ketto, amelynek van kozos oldala. Viszont ha legfeljebb egy sziirke van kozottiik,
akkor a sziirke téglalapok teriileteinek Osszege legfeljebb a teljes teriilet felét adja ki,
barhogyan is szinezziik a maradék, kisebb téglalapokat. Ugyanakkor, ha két téglalapot is
sziirkére szineziink, azzal mar a teljes tertilet felét megkapjuk, és ehhez jon még hozza a
kisebb téglalapokbdl adddé teriilet. Ez tehdat mindenképpen nagyobb eredményt ad.

A legnagyobb teriiletii téglalapokbdl csak az abran lathaté médon tudunk kettot is sziirkére
szinezni.

Ez mar meghatarozza, hogy a veliikk szomszédos téglalapok nem lehetnek sziirkék.
A bal felso, legkisebb méretii téglalapok koziil pedig ismét kettot tudunk kiszinezni.

Ha a legkisebb téglalap teriilete 1 cm?, akkor a kozepes méretii téglalapé 4 cm?, a legnagyobbé
pedig 16 cm? (az egész téglalapé pedig 64 cm?).

fgy a teriiletek Osszegének lehetséges legnagyobb értéke 1+ 1+ 16 + 16 = 34 (cm?). o




Megoldasok

LII. verseny 2022-2023.

4. Egy matekfiizetben kijeloltiink 16 racspontot a bal oldali abran lathato elrendezésben.
ﬁ o

-
P—I—ik —4 7F

T T T

A jobb oldali abran egy olyan 6tszog lathatd, amelynek minden csticsa a kijelolt racspontok
kozil vald, és nincsenek parhuzamos oldalai.

(a) Rajzolj egy olyan hatszoget, amelynek minden csticsa a 16 racspont kozil vald, és
nincsenek parhuzamos oldalai.

(b) Rajzolj egy olyan hétszoget, amelynek minden csicsa a 16 récspont koziil vald, és
nincsenek parhuzamos oldalai.

(¢) Rajzolj egy olyan nyolcszoget, amelynek minden csicsa a 16 racspont koziil vald, és
nincsenek parhuzamos oldalai.

A sokszdg nem metszheti 6nmagdt, azaz a mem szomszédos oldalainak nem lehet kézos
pontja.

Mindegyik feladatrészre tobbféle jé rajz készitheto, egy-egy példat adunk meg:

(a) Hatszog: (b) Hétszog: (¢) Nyoleszog:

e o o
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5. Legfeljebb hény pozitiv egész szamot lehet megadni 1gy, hogy barmely ketté szorzata
kiilonbozo szamjegyre végzodjon?

Négy pozitiv egész szamot meg lehet igy adni, példaul 1,2,3,7 megfelelo, az ezekbdl
képezhet6 kéttagu szorzatok:

1-2=2 1-3=3 1-7=7 2-3=6 2.-7=14 3-7=21

valéban csupa kiilonboz6 szamjegyre végzodnek.

Ot (vagy még tobb) pozitiv egész szam azonban mér nem adhaté meg igy. Ot szdmbél ugyan-
is mar % = 10-féle szorzat képezheto, igy ezek csak gy végzodhetnének csupa kiilonbozd
szamjegyre, ha 0-t6l 9-ig minden szdm pontosan egyszer jelenne meg a szorzatok utolso
szamjegyei kozott.

Ez azt jelenti, hogy a szorzatok kozott pontosan két 5-tel oszthatd szam van. Egy szorzat
csak akkor lehet 5-tel oszthatd, ha valamelyik tényezoje 5-tel oszthatd. Tehat a megadott

ot szam kozott kell, hogy legyen legaldbb egy 5-tel oszthatd.

De ha volna egy 5-tel oszthaté a megadott 6t szam kozott, akkor az rogton négy 5-tel
oszthato szorzatot hozna létre, ezeknek mind 0-ra vagy 5-re kellene végzddnie.

Alternativ indoklds arra, hogy miért nem végzédhet a 10 szorzat 0,1,2,3,...,9-re:
Igy a szorzatok kozott mindenképpen 5 paros és 5 paratlan kellene, hogy legyen.

De ez nem lehetséges, mivel

e Ha a megadott ot szam koziil legfeljebb 1 paratlan, akkor a kéttagu szorzatok mind
parosak.

e Ha a megadott 6t szam koziil 2 paratlan, akkor a kéttagu szorzatok koziil csak 1 lesz
paratlan.

e Ha a megadott 6t szam koziil 3 paratlan, akkor a kéttagu szorzatok koziil csak 4 lesz
paratlan.

e Ha a megadott ot szam koziil legalabb 4 péaratlan, akkor viszont a kéttagu szorzatok
koziil legalabb 6 paratlan lesz.

(Itt felhaszaltuk, hogy két egész szam szorzata akkor és csak akkor paratlan, ha mindkét
tényezé paratlan). o
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1. A mesebeli lények talalkozdjan tiindérek, mandk és déridasok vettek részt. Tobb tiindér vett
részt, mint orids, mig a mandk még a tiindéreknél is tobben voltak. Minden mané adott
egy szal virdgot minden tiindérnek. fgy Osszesen 72 szal virag keriilt atadasra. Minden
tiindér adott ajandékba egy szelet csokit minden oOridsnak. fgy Osszesen 48 szelet csoki
keriilt atadasra. Minden 6rids adott ajandékba egy tiveg szorpot minden mandénak. Hény
iiveg szorp keriilhetett atadasra osszesen?

Az atadasra keriilt tiveg szorpok szama csak 54 lehet.
Ha 8 tiindér vett részt a taldlkozén, akkor:

Mindegyik tindér 72/8 = 9 szal virdgot kapott (hiszen mindannyian ugyanannyi szédlat
kaptak), azaz 9 mané volt jelen.

Mindegyik tiindér 48/8 = 6 szelet csokit adott 4t, azaz 6 drids volt jelen.

fgy tényleg tobb tiindér vett részt, mint orids , mig a mandk még a tiindéreknél is tobben
voltak.

A 6 drids a 9 mandnak Osszesen 6 - 9 = 54 iiveg szorpot adott at.
A kovetkezokben belatjuk, hogy méas lehetoség nem lehetséges.

Ha 8-ndl tobb, azaz legalabb 9 tiindér vett volna részt a talalkozon, akkor legfeljebb 72/9 = 8
mano lett volna jelen — 6k igy kevesebben lettek volna, mint a tiindérek.

Ha 7 tindér vett volna részt, akkor mivel 72 nem oszthato 7-tel, a mandk szama nem lenne
egész (vagy: 48 nem oszthaté 7-tel, igy az 6ridsok szdma nem egész).

Ha 7-nél kevesebb, azaz legfeljebb 6 tiindér vett volna részt a talalkozon, akkor legalabb
48/6 = 8 érids lett volna jelen — 6k igy tébben lettek volna, mint a tiindérek.

Alternativ megoldas. Maéas maddon is belathatd, hogy csak 8 tiindér lehet, példaul: oszt-
hatdésagi megfontoldsokbdl kovetkezik, hogy a tiindérek szama osztdja a 24-nek (48 és 72
legnagyobb kozos osztdjanak), igy csak 1,2,3,4,6,8, 12 vagy 24 lehet. Ezeket végigprébalva
kideriil, hogy csak a 8 esetén teljeiil a ,,Tobb tindér vett részt, mint dérids, mig a manok
még a tiindéreknél is tobben voltak” feltétel.

o
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2. Szabélyos dobdkockak Gsszeragasztasaval tornyokat készitettiink, majd felragasztottuk eze-
ket az asztalra. Az elkészilt épitmény az abran lathaté médon néz ki elolrdl, oldalrdl, illetve
feliilrol.

Osszesen hény potty van a ragasztés oldalakon?

Elolrél: Oldalrél: Felulrdl:

& oldalnézet
irdnya

elolnézet iranya

A feliilnézeti abran egy-eqy nyillal jeloltik az elolnézet €s az oldalnézet irdnydt.
A ragasztdasokndl mindig teljes kockalapok érintkeznek egymdssal, illetve az asztallal.
Egy dobokocka akkor szabdlyos, ha a szemkozti lapjain osszesen T potty van.

A feliilnézeti kép alapjan megallapithatd, hogy Osszesen 4 tornyot készitettiink.

Azt is észrevehetjiik a feliilnézeti képbol, hogy mind az elolnézeti, mind az oldalnézeti képen
a két sz¢lso torony nem takar ki semmit, igy biztos, hogy a négy torony koziil van egy, amely
egy kockabdl all, ketto, amely két kockabdl all, a negyedik pedig harom kockabdl all.

Osszesen tehdt 8 kockdt hasznaltunk fel az épitéshez.

Vegyiik észre, hogy a ragasztdsok minden kocka esetében két egymaéssal szemkozti lapon
torténtek (az alsé lapjandl az asztalhoz vagy az alatta levé kockdhoz, a felsé lapjan a felette
levé kockédhoz), kivéve a tornyok legfelsé kockain, ahol a felsé lap nincs beragasztézva. Ha
ezeket is beragasztdztuk volna, akkor a nyolc kocka esetében Osszesen 8 - 7 = 56 pont lenne
a beragasztézott lapokon, mivel a szemkozti lapokon levo pontok szama Gsszesen mindig 7.
Mivel azonban a fels6 lapokat nem ragasztoztuk be, 2+ 4 + 345 = 14 ponttal kapunk ennél
kevesebbet, azaz a keresett érték 56 — 14 = 42. o

3. Leifrtam egymdas mogé a szamokat 1-t6l 2023-ig szlinet vagy egyéb elvalasztas nélkil, igy
kaptam egy hatalmas szamot: 1234567891011 ...02120222023. Hanyszor fordul elé ebben
a szamban, hogy harom egymast koveto szamjegy 023, ebben a sorrendben?

Utélag tegyiink egy-egy | elvélasztdjelet az egymés mogé leirt szamok kozé:
1123|4|5]6]7[8]9]10]11]...|2021 2022|2023

Most vizsgaljuk meg, hogy ha harom egymést kovetd szamjegy 023, akkor ezekhez képest
hogyan helyezkedhetnek el a | jelek. A 0 el6tt kozvetleniil nem lehet elvalasztéjel (mivel
0-val nem kezdédhet szam). A szam legvégétol eltekintve (éppen egy 023-mal zérunk, ezt
majd nem szabad kifelejteniink a megoldasok megszamolasanal) legalabb egy elvalasztdjel
még kovetkezik a 0 utdn. Mivel legfeljebb négyjegyli szamok szerepelnek a | jelek kozott,
igy a 0 utani elso elvalasztojel haromféle helyen lehet:

..0]23... wvagy ...02|3... vagy ...023]...
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e A ...0|23... esetben az elvdlasztéjel utani elsé szam utolsé jegye 1 kell legyen, igy
két lehetOség van:
..0]231 ... vagy ...0|2371 ...

Az elébbi lehetoség meg is valosul, méghozza a 230 és a 231 szamok egymds mogé
irdsakor.

Az utébbi viszont nem fordul el6, hiszen akarmilyen szamjegy is all az ? helyén, 2371 >
2023, igy ez a szam mar nem kertl leirasra.

e A ...02]3... esethen az elvdlasztdjel uténi elsé szam utolsé két jegyének 03-nak kell
lennie, igy két lehetoség van:

...02303] ... vagy ...02]3703]...

Az el6bbi lehetéség meg is valdsul, méghozza a 302 és a 303 szamok egymas mogé
irasakor.

Az utobbi viszont nem fordul eld, hiszen akarmilyen szamjegy is all az 7 helyén, 3703 >
2023, igy ez a szam mar nem kertl leirdsra.

e A ...023| ... esetben az elvalasztéjel utani szamnak 024-re kell végzédnie. Egyetlen
ilyen szdmot {runk le, az 1024-et:

...1023 1024 | ...

tehat csak itt valosul meg ez a lehetdség.
A nagy szam legvégét is beleszamolva, Osszesen 4 alkalommal fordul el6, hogy harom
egymast koveto szamjegy 023:

229230 | 231...301]302|303...1022| 1023 | 1024...2022 | 2023

o
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4. Joe béacsi az lrutazasrél hazatérve hozott harom holdkovet és hdrom marskovet, melyeket
szét szeretne osztani harom fia kozott ugy, hogy mindenki egy holdkovet és egy marskovet
kapjon. Sajnos mar nem tudja, hogy melyik k6 melyik égitestrol szarmazik, de szerencséjére
van egy gépe, amely el tudja donteni, hogy a gépbe berakott két ko ugyanarrdl az égitestrol
szarmazik-e. Legalabb hanyszor kell hasznalnia a gépet ahhoz, hogy biztosan szét tudja
osztani jol a koveket?

A gép miikodése a kovetkezd: Ha a két betett k6 ugyanarrdl az égitestrdl szarmazik, akkor
egy zold lampa villan fel. Ha kilonbozd égitestrol szarmaznak, akkor eqy piros ldmpa villan
fel. A gép semmilyen mds informdciot nem ad. Nem lehet eqyszerre kettonél tobb kovet
betenni.

Keress megolddst minél kevesebb géphaszndlatra és mutasd meg, hogy annyi miért elegendo.
Azt nem kell indokolni, hogy ennél kevesebbdl nem lehet megcsindlni.

A testvérek legyenek Sandor, Jézsef és Benedek, a koveket pedig jeloljik A, B,C, D, E, F-fel.
A gép kétszeri hasznalataval el lehet osztani a koveket.

El6szor tegyiikk A-t és B-t, majd masodszor C-t és D-t a gépbe. fgy négy kiilonbozo esetet
kell megvizsgalni.

e Ha mindkétszer kiilonbozé égitestrol szarmazonak itéli a gép a koveket, akkor A-t és
B-t odaadhatjuk Sandornak, C-t és D-t Jozsefnek, majd E-t és F-et Benedeknek.

e Ha A-t és B-t kiilonboz6 égitestrdl szarmazonak itéli a gép, de C-t és D-t ugyanarrdl a
égitestrol szarmazonak, akkor A-t és B-t adjuk oda Séndornak (ez rendben van, mert
ezek a kovek kiilonboz6 égitestrdl jonnek), majd C-t Jézsefnek és D-t Benedeknek (és
ez is, mert ezt a két kovet csak két kiillonboz6 testvérnek adhatjuk). Ekkor E-t ismét
Jozsefnek és F-et ismét Benedeknek adva készen vagyunk.

e Ha A-t és B-t ugyanarrdl a égitestrol, de C-t és D-t kiilonbozo égitestrol szarmazdnak
itéli a gép, az ugyanaz az eset, mint az elébb, csak megforditva. (C' és D legyen Sandoré,
A és E Jozsefé, B és F Benedeké.)

e Ha mindkétszer azonos égitestrol szarmazénak mondja a gép a betett koveket, akkor
vegyiik észre, hogy nem lehet mind a négy vizsgalt ko6 ugyanarrdl az égitestrdl szarmazo,
mert csak hdrom koviink van egy égitestrol. fgy A-t és C-t adhatjuk Sandornak, B-t
és D-t pedig Jozsefnek. E és F' pedig Benedeké lesz.

o
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1. Panka gondolt egy szamra. Ezutan kivont beldle 1-et, majd hozzdadott 2-t, majd kivont
beldle 3-at, majd hozzaadott 4-et, és igy tovabb. Amikor befejezte, 39-cel kisebb szamot
kapott eredménytil, mint amelyre eredetileg gondolt.

Melyik szamot adhatta hozza vagy vonhatta ki utoljara Panka?

Tekintsiik az elvégzett miiveleteket kettesével.

—14+2-34+4-54+6-T7T+8...—-74+7
N’ N e’ N e e’ N——
+1 +1 +1 +1 +1

Ha a gondolt szambodl kivonunk 1-et, majd hozzdadunk 2-t, az egyiitt olyan, mintha 1-et
adtunk volna hozza. Hasonldéan, ha kivonunk 3-at, majd hozzdadunk 4-et, az is 1-gyel noveli
a szam értékét. Innentol vildgos, hogy minden ilyen miiveletpar ugyanigy miikodik, mivel
a hozzaadott szam értéke 1-gyel nagyobb, mint a kivont szamé, igy a két miivelet egytitt
1-gyel noveli a szamot.

Igy vildgos, hogy Panka nem fejezhette be a miiveletsort egy péros szdm hozzdaddsdval,
hiszen akkor nagyobb szamot kapott volna végeredményiil a kezdetben gondoltnél.

Tehat Panka egy paratlan szam kivonasaval fejezte be. Most parositsuk a miveleteket
mashogy. Az els6 levonast vegyiik kiilon, majd utdna a —2 parja legyen a +3, a —4 parja
legyen a +5, stb.
—142-344—-546—-74+8—-9...47-7
—1 -1 —1 —1 —1
Ha hozzaadunk valamennyit, majd utana 1-gyel tobbet vonunk ki, azzal 6sszességében 1-gyel
csokkentettiink. Tehat minden ilyen miveletpar 1-gyel csokkenti az eredményt.

fgy Pankanak, miutan elsére kivont 1-et, még 38 ilyen miuveletpart kellett végrehajtania
ahhoz, hogy Osszesen 39-cel csokkenjen a végeredmény. A 38-adik ilyen par +76 — 77.
Tehat Panka a 77 kivonasaval fejezte be a miiveletsort. o
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2. Egy haromszognek 6sszekotottiik az oldalfelezé pontjait, ezaltal négy egyforma tertiletii
haromszogre bontottuk. A kozépsé haromszoggel ugyanezt az eljarast megismételtiik még
kétszer. A legbelsé haromszoget sziirkére szinezve az alabbi dbrat kaptuk.

Ezutan minden olyan héromszoget, melynek a bel-
sejében nincs tovabbi szakasz berajzolva, sargara vagy
sziirkére szineztiink gy, hogy ha két haromszog tobb,
mint egy pontban taldlkozik, akkor kiilonbozo szintiek
legyenek.

Hényszor akkora a sarga héaromszogek tertileteinek
Osszege, mint a sziirkéké?

A koOzépso, elészor szirkére szinezett haromszog teriiletét jelolje T'. Koriilotte harom
ugyanekkora teriiletii haromszog helyezkedik el, ezeket sargara kell szinezniink. Ezek
mindegyikének teriilete is 7.

A bels6 négy haromszog Ossztertilete 47
Korulotte harom , kozepes méretit”, 47T
tertiletii haromszog helyezkedik el, melyeket
sziirkére kell szinezniink.

Az eddig kiszinezett Osszteriilet: 4 -4T = 167
Ugyanekkora  teriiletick a  legnagyobb,
kiszinezend6 haromszogek is, amelyeknek
sarganak kell lennie.

16T

fgy a sziirke teriilet osszesen: T+ 4T + 4T + 4T = 13T}
mig a sarga teriilet 6sszesen: T+ T + T + 16T + 167 4 167 = 517 Tehat a sarga teriilet

1378201 akkora, mint a sziirke. o
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3. Egy matekfiizetben kijeloltiink 16 racspontot a bal oldali abran lathato elrendezésben.
ﬁ o

-
P—I—ik —4 7F

T T T

A jobb oldali abran egy olyan 6tszog lathatd, amelynek minden csticsa a kijelolt racspontok
kozil vald, és nincsenek parhuzamos oldalai.

(a) Rajzolj egy olyan hatszoget, amelynek minden csticsa a 16 racspont kozil vald, és
nincsenek parhuzamos oldalai.

(b) Rajzolj egy olyan hétszoget, amelynek minden csicsa a 16 récspont koziil vald, és
nincsenek parhuzamos oldalai.

(¢) Rajzolj egy olyan nyolcszoget, amelynek minden csicsa a 16 racspont koziil vald, és
nincsenek parhuzamos oldalai.

A sokszdg nem metszheti 6nmagdt, azaz a mem szomszédos oldalainak nem lehet kézos
pontja.

Mindegyik feladatrészre tobbféle jé rajz készitheto, egy-egy példat adunk meg:

(a) Hatszog: (b) Hétszog: (¢) Nyoleszog:

e o o

o

4. Csaba bécsi felirt 89 egymast kovetd egész szamot. Csenge Osszeadta az elsd 45 szamot,
Csongor pedig a tobbit. Csodédk csoddjara ugyanazt a szamot kaptak osszegként.
Mi volt a legnagyobb szam, amelyet Csaba bacsi felirt?

Jeloljilk a Csenge altal felirt legnagyobb szamot a-val. frjuk fel a Csenge és Csongor altal
osszeadott szamokat egymas ald balrdl jobbra emelked6 sorrendben!
(@—88) + (¢a—87) + ... + (a—46) + (a—45) + (a—44)
l+45 l+45 l+45 J+45
(a—43) + (a—42) + ... + (a—1) + a
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Ahogy az abran latszik, a fels6 sor minden elemét parosithatjuk az alsé sor minden elemével,
a felsd sor utolso elemét kivéve.

Minden parban az alsé sor eleme pont 45-tel tobb, mint a felsé soré.

Mivel a két sor Osszege egyenld, ez csak 1gy lehet, ha ezeket a kiillonbségeket a kimaradd
a — 44 pontosan kompenzalja,

azaz, ha a — 44 = 45 - 44 = 1980, és igy a = 2024. o

5. Legfeljebb hany pozitiv egész szamot lehet megadni 1gy, hogy barmely ketté Osszege
kiilonb6zo szamjegyre végzodjon?

Négy pozitiv egész szamot meg lehet igy adni.
Példaul 1,2, 3 és 5 megfelelo, az ezekbol képezhetd kéttagu Osszegek:

142=3; 143=4 243=5 1+5=6; 2+5=T7, 3+5=28

valéban csupa kiilonboz6 szamjegyre végzddnek.

Ot (vagy még tobb) pozitiv egész szam azonban mér nem adhaté meg igy. Ot szdmbél ugyan-
is mar % = 10-féle osszeg képezhetd, igy ezek csak tgy végzodhetnének csupa kiilonbozd
szamjegyre, ha 0-t6l 9-ig minden szam pontosan egyszer jelenne meg az osszegek kozott.

fgy az Osszegek kozott mindenképpen 5 paros és b paratlan kellene, hogy legyen.
De ez nem lehetséges, mivel:
e Ha a megadott ot szdam mind paros vagy mind paratlan, akkor az Osszes beldliik
képezhet6 kéttagu osszeg is paros.
e Ha a megadott ot szam koziil 4 paros és 1 paratlan vagy 1 péaros és 4 paratlan; akkor

a kéttagu 0sszegek koziil 6 péaros és 4 paratlan lesz.

e Ha a megadott o0t szam koziil 3 paros és 2 paratlan vagy 2 péaros és 3 paratlan, akkor
a kéttagu osszegek koziil 4 péaros és 6 paratlan lesz.

(Itt felhaszaltuk, hogy két paros szdm osszege mindig péros; két paratlan szdm Osszege is
mindig paros, mig egy paros és egy paratlan szam Osszege mindig pératlan).

Megjegyzés. Eszrevehetjiik azt is, hogy az ot adott szambdl képzett kéttagi osszegek kozott
mindig paros sok paratlan lesz. Ez azért teljestil, mert ha s db péros és ¢ darab paratlan
szam van az Ot megadott szam kozott, akkor a kéttagu osszegek kozil s -t darab péaratlan
lesz; méarpedig s és t kozil az egyik mindig péaros, hiszen s +¢ = 5.

Egy még kormonfontabb bizonyitas arra, hogy az 6t adott szambdl képzett kéttagi osszegek
kozott mindig paros sok paratlan lesz: a 10 kéttagi Osszeg Osszege mindig paros, mert
megegyezik az 0t adott szam Osszegének 4-szeresével.
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1. A mesebeli lények talalkozéjan tiindérek, mandk és déridsok vettek részt. Tobb tiindér vett
részt, mint 6rids, mig a manok még a tiindéreknél is tobben voltak. Minden mané adott
egy szal virdgot minden tiindérnek. fgy Osszesen 72 szal virag keriilt atadasra. Minden
tiindér adott ajandékba egy szelet csokit minden dridsnak. fgy osszesen 48 szelet csoki
keriilt atadasra. Minden 6rias adott ajandékba egy iiveg szorpot minden mandénak. Hany
iiveg szorp keriilhetett atadasra osszesen?

Az dtadasra kertilt iiveg szorpok szama csak 54 lehet.
Ha 8 tiindér vett részt a taldlkozén, akkor:

Mindegyik tindér 72/8 = 9 szdl virdgot kapott (hiszen mindannyian ugyanannyi szélat
kaptak), azaz 9 mané volt jelen.

Mindegyik tiindér 48/8 = 6 szelet csokit adott at, azaz 6 drids volt jelen.

fgy tényleg tobb tiindér vett részt, mint orids , mig a mandk még a tiindéreknél is tobben
voltak.

A 6 6rids a 9 manonak Gsszesen 6 - 9 = 54 liveg szorpot adott at.

A kovetkezokben belatjuk, hogy méas lehet6ség nem lehetséges.

Ha 8-nél t6bb, azaz legalabb 9 tiindér vett volna részt a taldlkozon, akkor legfeljebb 72/9 = 8
mano lett volna jelen — 6k igy kevesebben lettek volna, mint a tiindérek.

Ha 7 tiindér vett volna részt, akkor mivel 72 nem oszthato 7-tel, a mandk szadma nem lenne
egész (vagy: 48 nem oszthaté 7-tel, igy az 6ridsok szdma nem egész).

Ha 7-nél kevesebb, azaz legfeljebb 6 tiindér vett volna részt a talalkozon, akkor legalabb
48/6 = 8 érids lett volna jelen — 6k igy tobben lettek volna, mint a tiindérek.

Alternativ megoldas. Mas modon is belathatd, hogy csak 8 tiindér lehet, példdul: oszt-
hatdsdgi megfontolasokbdl kovetkezik, hogy a tiindérek szama osztéja a 24-nek (48 és 72
legnagyobb kozos osztdjanak), igy csak 1,2,3,4,6, 8,12 vagy 24 lehet. Ezeket végigprébalva
kideriil, hogy csak a 8 esetén teljeiil a ,, Tobb tindér vett részt, mint érids, mig a manok
még a tiindéreknél is tobben voltak” feltétel. o
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2. Ot killonb6z6 magasségi ember mindegyike két-két allitdst mondott, melyek némelyike
igaz, némelyike hamis volt (lehetséges, hogy ugyanazon ember egyik dllitasa igaz, mig a
méasik hamis).

Anna: ,,Magasabb vagyok, mint Béla.” | Két magasabb és két alacsonyabb ember van
nalam.”

Béla: ,,Magasabb vagyok, mint Endre.” ,,Dénes a legmagasabb.”

Csaba: ,,Anna mindkét &allitasa igaz.” ,,Magasabb vagyok, mint Endre.”

Dénes: ,,Alacsonyabb vagyok, mint Csaba.” , Endre a mésodik legmagasabb.”

Endre: ,,Béla mindkét allitasa hamis.” ;,Magasabb vagyok, mint Anna.”

a) Lehetséges-e, hogy pontosan 1 allitds hamis a 10 allitas kozil?

b) Lehetséges-e, hogy pontosan 2 &llitds hamis a 10 allitas kozil?

a) Mivel Endre azt éllitja, hogy Béla mindkét allitdsa hamis, ezért ha Endrének ez az
allitasa igaz lenne, akkor mar legaldabb két hamis allitas lenne az allitdsok kozott. fgy tehat
ha pontosan egy hamis allitdas van, akkor ennek (Endre els6 allitdsanak) kell az egyetlen
hamisnak lennie.

Mar csak azt kell megvizsgdlnunk, a maradék kilenc allitas ellentmondésmentes-e.
Dénes azt allitja, alacsonyabb, mint Csaba, Béla viszont azt mondja, Dénes a legmagasabb.
Ez ellentmondas, igy nem lehet pontosan egy allitas hamis.

b) Az el6zé feladatrész végét ismét felhaszndlhatjuk: Dénes elsé allitdsa és Béla mésodik
allitasa egyszerre nem lehet igaz.

Béla és Csaba egyszerre allitjak, hogy magasabbak, mint Endre, Dénes azonban Endrét a
masodik legmagasabbnak mondja. Ez a harom allitds sem lehet igaz tehat egyszerre.

Ha tehéat pontosan két hamis allitas van a tiz kozott, akkor ebbol a két csoportbdl egynek-
egynek kell a két hamis allitdsnak lennie, az 0sszes tobbi allitas tehdt igaz kell, hogy legyen.
Endre els6 allitasa tehat igaz: Béla mindkét allitasa hamis. Ez pedig pont lefed egyet-egyet
mindkét csoportbdl.

Megvan tehat az egyetlen lehetoség a két hamis allitasra, mar csak meg kell vizsgélni, le-
hetséges-e igy kielégiteni az allitasokat.

Anna a harmadik legmagasabb (Anna mésodik allitdsa), Endre pedig a masodik legmagasabb
(Dénes masodik allitésa), és igy Csaba a legmagasabb (Csaba els6 allitdsa). Az Gsszes tobbi
allitasrdl ellendrizhetd, hogy megfelelnek a feltételeinknek (azaz Béla allitdsai hamisak, a
tobbieké igazak). Dénes és Béla sorrendjérél nem tudunk meg semmit, mindkett6 lehet6ség
jo megoldast ad.

Lehetséges tehat, hogy pontosan két allitas hamis. o
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3. Joe béacsi az lirutazasrél hazatérve hozott harom holdkovet és harom marskovet, melyeket
szét szeretne osztani harom fia kozott ugy, hogy mindenki egy holdkovet és egy marskovet
kapjon. Sajnos mar nem tudja, hogy melyik ko melyik égitestrdl szarmazik, de szerencséjére
van egy gépe, amely el tudja donteni, hogy a gépbe berakott két ko ugyanarrdl az égitestrol
szarmazik-e. Legalabb hanyszor kell hasznalnia a gépet ahhoz, hogy biztosan szét tudja
osztani jol a koveket?

A gép miikodése a kovetkezd: Ha a két betett k6 ugyanarrdl az égitestrdl szarmazik, akkor
egy zold lampa villan fel. Ha kilonbozd égitestrol szarmaznak, akkor eqy piros ldmpa villan
fel. A gép semmilyen mds informdciot nem ad. Nem lehet egyszerre kettonél tobb kovet
betenni.

Keress megolddst minél kevesebb géphaszndlatra és mutasd meg, hogy annyi miért elegendo.
Azt nem kell indokolni, hogy ennél kevesebbdl nem lehet megcsindlni.

A testvérek legyenek Sandor, Jézsef és Benedek, a koveket pedig jeloljik A, B,C, D, E, F-fel.
A gép kétszeri hasznalataval el lehet osztani a koveket.

Eloszor tegyiik A-t és B-t, majd masodszor C-t és D-t a gépbe. fgy négy kiilonbozé esetet
kell megvizsgdlni.

e Ha mindkétszer kiilonbozé égitestrol szarmazonak itéli a gép a koveket, akkor A-t és
B-t odaadhatjuk Sandornak, C-t és D-t Jozsefnek, majd E-t és F-et Benedeknek.

e Ha A-t és B-t kiilonboz6 égitestrdl szarmazonak itéli a gép, de C-t és D-t ugyanarrdl a
égitestrol szarmazénak, akkor A-t és B-t adjuk oda Sandornak (ez rendben van, mert
ezek a kovek kiillonbozo égitestrdl jonnek), majd C-t Jézsefnek és D-t Benedeknek (és
ez is, mert ezt a két kovet csak két kiillonbozo testvérnek adhatjuk). Ekkor E-t ismét
Jozsefnek és F-et ismét Benedeknek adva készen vagyunk.

e Ha A-t és B-t ugyanarrdl a égitestrol, de C-t és D-t kiilonbozo égitestrol szarmazdnak
itéli a gép, az ugyanaz az eset, mint az elébb, csak megforditva. (C' és D legyen Sandoré,
A és E Jozsefé, B és F Benedeké.)

e Ha mindkétszer azonos égitestrol szarmazdénak mondja a gép a betett koveket, akkor
vegytk észre, hogy nem lehet mind a négy vizsgalt k6 ugyanarrdél az égitestrdl szarmazo,
mert csak hdrom koviink van egy égitestrol. fgy A-t és C-t adhatjuk Sandornak, B-t
és D-t pedig Jozsefnek. E és F' pedig Benedeké lesz.

o
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4. A tornatandr egy 4 X 4-es racsot rajzolt az iskolaudvarra. A racs mind a 16 mezojére felallt
egy-egy didk, ugy, hogy valamelyik racsvonallal parhuzamos irdnyba néz. A tornatanar
néha tapsol egyet. Ha két élszomszédos mezon allé didk éppen egymas felé néz, akkor a
tapsra mindketten 90°-os fordulatot végeznek jobbra. Ezen kiviil semmilyen méas mozgést
nem végeznek. Legfeljebb hany fordulatot végezhet a legtébb fordulatot végzo diak?

Csoportositsuk a tablazat mezdit elhelyezkedésiik alapjan az abra szerint, igy kapunk sa-
rokmezdket (s), oldalsd mezdket (o), illetve kézépsd mezdket (k).

s1019]S Ha valaki o vagy s jelfi mezén 4ll, akkor amint egyszer kifelé néz a
olkl|k|o tablazatbdl, onnant6l mar nem fog tobbet fordulni, hiszen nem fog
olklklo szembenézni tobbé senkivel. Emiatt s-en allok legfeljebb 2-szer,
slolols o-n allék legfeljebb 3-szor fordulnak.

Nézziink most egy k jelil mezon allé diakot, nevezziik X-nek. X két szomszédja szintén k-n
all, a masik két szomszédja pedig o-n. Ha X egyszer egy o-n allé szomszédjaval szemben all,
akkor a kovetkezo tapsra fordulnak, és ezt kovetoen ugyanaz a szomszéd soha nem fog mar
szemben allni X-szel (hiszen nem tud djra az el6zé iranyba keriilni).

Emiatt X sem fog tudni tjra tovabbfordulni, ha megint ugyanazen szomszéd felé néz. fgy,
mivel az o-n all6 szomszédaival legfeljebb egyszer néz szembe, addig a k-n all6 szomszédaival
is legfeljebb kétszer tud szemben &llni. Ez azt jelenti, hogy X (és igy barmelyik £ jelti mezén
allé diak) legfeljebb 6 alkalommal fordulhat.

Mar csak azt kell belatnunk, hogy a 6 fordulas tényleg megtorténhet egy didknal. Az abran
lathat6 helyzetbdl indulva (a nyilak azt mutatjak, hogy melyik irdnyba néz egy adott didk),
a sziirke hattérrel jelolt mezon allo diak 6-szor fog fordulni.
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1. Egy haromszognek Osszekotottiik az oldalfelezé pontjait, ezaltal négy egyforma teriileti
haromszogre bontottuk. A kozépsé haromszoggel ugyanezt az eljarast megismételtiik még
kétszer. A legbelso haromszoget sziirkére szinezve az alabbi abrat kaptuk.

Ezutdn minden olyan haromszoget, melynek a bel-
sejében nincs tovabbi szakasz berajzolva, sargara vagy
sziirkére szineztiink ugy, hogy ha két haromszog tobb,
mint egy pontban taldlkozik, akkor kiilonbozé szintiek
legyenek.

Hanyszor akkora a sarga haromszogek tertileteinek
Osszege, mint a sziirkéké?

A kozépso, eloszor szirkére szinezett haromszog teriiletét jelolje T. Kortilotte harom
ugyanekkora teriiletti haromszog helyezkedik el, ezeket sargara kell szinezniink. Ezek
mindegyikének tertilete is T

A bels6 négy haromszog Osszteriilete 47
Korulotte harom , kozepes méreti”, 47T
tertiletti haromszog helyezkedik el, melyeket
sziirkére kell szinezniink.

Az eddig kiszinezett Osszteriilet: 4 - 47T = 167
Ugyanekkora  teriiletick a  legnagyobb,
kiszinezend6 haromszogek is, amelyeknek
sarganak kell lennie.

16T

fgy a szirke teriilet 0sszesen: T' + 47T + 4T + 4T = 13T,

mig a sarga tertilet osszesen: T'+ T + T 4 167 + 167 4 167 = 517 Tehat a sarga teriilet
51

E—szor akkora, mint a sziirke. o

2. Egy csapat miikédési szabalyzata rogziti, hogy rendkiviili esemény esetén a csapat vezetdoje
kiket hiv fel a hirrel, s azok, akik megkaptak a hirt, kit kell, hogy felhivjanak az informécié
tovabbadasa végett. Ezt nevezziik riaddlancnak. A riadélanc jol miikodik, tehdt minden
csapattagot csak egyszer hivnak fel (a vezeton kiviil, akit nem hiv fel senki), és a hir min-
denkihez eljut. Erdekes médon a riaddlénc felépitése olyan, hogy a vezetén kiviil mindenki
annyi embert hiv fel, ahanyat az 0t értesito outana még felhiv. Hany embert kell a vezetének
felhivnia, ha tudjuk, hogy a csapatban 100-nal tébben, de 200-nél kevesebben vannak?

Tegyiik fel, hogy minden hivas lezajlik egy perc alatt, és mindenki percenként telefondlva
intézi a sziikséges hivasokat. Ekkor észrevehetjiik, hogy minden csapattag pontosan akkor
fog végezni a hivasaival, amikor az 6t felhivé személy végez, hiszen a beszélgetésiik utan
még ugyanannyi embert hivnak fel. Ez egyben azt is jelenti, hogy mindenki egyszerre végez.

Ha egy adott pillanatban n ember tudja a hirt, akkor a kovetkez6 percben 0k masik n
embert fognak felhivni, hiszen a felhivottak kozott nincs atfedés. Ez azt jelenti, hogy a
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parhuzamosan zajlo hivasok utan pontosan kétszer annyian tudjak a hirt. Vagyis minden
hivasnal kétszerezddik az informéacio birtokaban 1év6 csapattagok szama.

Mivel kezdetben csak a vezetd ismerte a hirt és egyediil inditotta a riadélancot, igy a per-
cenkénti duplazassal 7 perc alatt jut el a hir 128 emberhez. Ha ezt kovetoen zajlana még
hivés, akkor a csapattagok szama meghaland a 200-at, ha pedig hamarabb véget ért volna,
akkor nem érné el a 100-at. Tehat azt is megtudtuk, hogy a vezetével egytitt a csapatban
128 ember van, és a sikeres riadélanchoz a vezetonek 7 embert kell felhivnia.

Masodik megoldas. Nevezziik a riaddlanc végpontjainak azokat a csapattagokat, akiknek
nem kell senkit felhivniuk. Minden végpontot felhiv pontosan egy nem-végpont, és minden
nem-végpont pontosan egy végpontot hiv fel, aki az altala értestend6 személyek soraban az
utolsé. Ezért pontosan ugyanannyi végpont, mint nem-végpont van a riadélancban.

Tavolitsuk el most az 0Osszes végpontot a riaddlancbél. Ekkor minden korabbi nem-
végpontnak eggyel kevesebb csapattagot kell felhivnia, mint eddig. Ezért megmarad az
a tulajdonsag, hogy a vezeton kiviil mindenki annyi embert hiv fel, ahanyat az 6t értesito
outana még felhiv. fgy ebben a csokkentett riadolancban is egyenl6 a végpontok és a nem-
végpontok szama.

Az eljarast folytatva minden 1épésben megfelezziik a riaddlanc létszamat, amig csak a vezeto
marad. Kovetkezésképpen a csapat 1étszamanak 2-hatvanynak kell lennie. Mivel 100 és 200
kozott az egyetlen 2-hatvany a 128, csak ennyi lehet a csapat létszama.

A vezet6 altal felhivott emberek szama minden felezésnél eggyel csokkent, igy eredetileg neki
7 embert kellett felhivnia.

3. Egy otjegyl szamot csattandsnak hivunk, ha a szazasok és a tizesek helyén azonos szamjegy
all, és ennél nagyobb szamjegy &all az egyesek helyén. Héany 9-cel oszthaté csattands szam
van?

Mivel az els6 szamjegy nem lehet 0, igy az 9-féle kiilonbo6zo6 értéket vehetne fel. Ha azonban
vizsgaljuk a szam masik négy szamjegyét, kideriil, hogy a 9-cel val6 oszthatdsdg miatt ezek
koziil pontosan egy lesz jé. (Pontosan akkor oszthaté egy szam 9-cel, ha a szamjegyeinek
Osszege oszthatd 9-cel. Jelolje az utolsd négy szamjegy osszegét S. Ekkor S+1,5+2,...549
kilenc egymaést kovetd egész szam, tehat koziilitk pontosan egy oszthaté 9-cel.)

Tehat a 9-cel vald oszthatdsdgot innentél nem kell figyelembe venniink, csak azt kell
osszeszamolnunk, hogy héany olyan szam van, ami a feladat tobbi feltételét teljesiti, vagyis
a szazasok és tizesek helyén allé szamjegye egyenls, és az egyesek helyén allé szamjegye
ezeknél nagyobb. Minden egyes ilyen szam pontosan egyféleképpen egészitheto ki csattands
szamma.

Ha a szdzasok és tizesek helyén &ll6 szamjegy k, akkor az egyesek helyén (9—k)-féle szamjegy
szerepelhet. Az utolsé harom jegyet tekintve tehat 9 + 8 + --- + 2 + 1 = 45-féle végzidés

jon szoéba, ezek mindegyikénél az ezresek helyén mind a tizféle szamjegy szerepelhet, tehat
osszesen 10 - 45 = 450 csattands szam van.
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4. Egy végtelen szamsorozat elsé tagja 2, méasodik tagja 1. Ezutan a sorozat minden tagja az
el6z6 két tag Osszegének reciproka. Azaz a harmadik tag 2 + 1 = 3 reciproka, vagyis %; a
negyedik tag 1 + % = ‘31 reciproka, vagyis %. Szerepel-e a sorozatban 2-nél nagyobb szam?

Erdemes a sorozat elsé néhany tagjat felirnunk:

a1 =2, a =1, agzl, a4:§, a5:E

3 4 13
Vegyiik észre, hogy a4 és as két egymast kovetd tag, amelyek mindegyike % és 1 kozé esik.
Marpedig ha ebben a sorozatban szerepel egymas utan két % és 1 kozotti szam, akkor on-
nantdl kezdve a sorozat Osszes tagja % és 1 kozé fog esni.

Hiszen két 1/2 és 1 kozé esé szam Osszege 1 és 2 kozé esik, ennek reciproka pedig % és 1 kozé
esik.

1
2

Mivel az elsé 5 tag egyike sem volt 2-nél nagyobb, igy a sorozatban egyaltalan nem szere-
pelhet 2-nél nagyobb szam.

Tehat a sorozat hatodik tagjatol kezdve minden szam 3 és 1 kozé fog esni.

Masodik megoldas. Tegyiik fel, hogy szerepel a sorozatban 2-nél nagyobb szam. Ekkor az
el6zé két tag Osszege kisebb 1/2-nél, hiszen a reciproka 2-nél nagyobb. fgy az el6zo két tag
koziil legalabb az egyik kisebb 1/4-nél. (Mivel pozitiv szamok 6sszegének reciproka is mindig
pozitiv, a sorozatban csak pozitiv szamok szerepelhetnek.)

Ha a sorozat egy tagja kisebb 1/4-nél, akkor a megel6z6 két tag dsszege nagyobb 4-nél. fgy
ezen tagok koziil legaldbb az egyik 2-nél nagyobb.

Tehat ha szerepel a sorozatban 2-nél nagyobb szam, akkor a megel6z6 négy tag koziil legalabb
egy szintén 2-nél nagyobb. fgy a legels6 olyan tag, ami 2-nél nagyobb, nem lehet a negyedik
tag utan. Viszont az elso négy tag egyike sem nagyobb 2-nél, tehat a sorozatban nem szerepel
2-nél nagyobb szam. o

5. Anna és Béla kezében is 6t-6t szamjegykartya van, Annanél az , , , , @, Bélanal
pedig a [0], [2], [4], [6], [8] Felvaltva balrél jobbra rakjék le a szdmjegykartyakat, igy
egy tizjegyl szamot képezve. Anna kezd. Mi a legnagyobb kettéhatvany, amelyrol Béla
garantalni tudja (Anna barmilyen stratégidja esetén), hogy osztani fogja a kapott tizjegy
szamot?

Eloszor megmutatjuk, hogy Béla el tudja érni, hogy a kirakott szam oszthatoé legyen 8-cal.
Ehhez elég arra figyelnie, hogy a |2 |és @ szamjegyeket hagyja meg az utolso két kartyanak.
Amikor Anna lerakta az utolsé elotti szamjegykartyajat, eldolt az is, melyik lesz az utolso
paratlan szamjegy. Barmi is legyen Anna utolsé kartyaja, az aldbbi tabldzat megmutat-

ja, Béla tudja olyan sorrendben hasznalni a és @ szamjegyeket, hogy az utols6 harom
szamjegy 8-cal oszthatd szamot alkosson.

Anna utols6 kartyédja | utolsé harom jegy

1 216 =8-27
3 632 =8-79
3 256 = 8- 32
7 672 =8 -84
9 296 = 8- 37
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Ez pedig azt jelenti, hogy a teljesen 10-jegyli szam is oszthaté lesz 8-cal (mivel a 8-cal vald
oszthatdsagot az utolsé harom szamjegy meghatdarozza).

Maésodszor azt latjuk be, hogy Anna meg tudja akadélyozni, hogy a kirakott szam oszthatd
legyen 16-tal. Ehhez Anna tartsa meg utolso kettonek az |5|és a |7 | kartyakat.

e Ha Béla nem tartja a |2 | kartyajat, akkor Anna a | 7| kartyajat rakja le utoljara, igy az
utolsé két szamjegy 7x lesz, ahol z nem 2, igy ez nem oszthatd 8-cal, tehét az elé tett
paratlan szamjeggyel egyiitt sem oszthato nyolccal, és igy a szdm nem oszthatd sem
8-cal, sem 16-tal.

e Ha Béla nem tartja a @ kartyajat, akkor Anna az kartyajat rakja le utoljara, igy
az utolsé két szamjegy bz lesz, ahol z nem 6, {gy ez szintén nem lesz oszthaté se 8-cal,
az elé tett paros szamjeggyel egyiitt sem oszhatd nyolccal, és igy a szam nem oszthatd
sem 8-cal, sem 16-tal.

e Ha Béla utolsé két szamjegye a és a @, akkor Anna rakja le , sorrendben a
két kartydjat. Ekkor az utolsé 4 szamjegy 5276 vagy 5672 lehet, és ezek egyike sem
oszthatd 16-tal.

Ha tehat mindketten a lehet6 legokosabban jatszanak, akkor egy 8-cal oszthato, de 16-tal
nem oszthaté szamot kapnak a jaték végén. Azaz 3-szor lehet majd elosztani a szamot
2-vel gy, hogy még egész legyen az eredmény. o

1. Ot kiilonbozé magassagi ember mindegyike két-két allitdst mondott, melyek némelyike
igaz, némelyike hamis volt (lehetséges, hogy ugyanazon ember egyik allitdsa igaz, mig a
méasik hamis).

Anna: ,,Magasabb vagyok, mint Béla.” | Két magasabb és két alacsonyabb ember van
nalam.”

Béla: ;,Magasabb vagyok, mint Endre.” |, Dénes a legmagasabb.”

Csaba: ,,Anna mindkét éllitasa igaz.” ,,Magasabb vagyok, mint Endre.”

Dénes: ,,Alacsonyabb vagyok, mint Csaba.” , Endre a méasodik legmagasabb.”

Endre: ,,Béla mindkét allitasa hamis.” ,,Magasabb vagyok, mint Anna.”

a) Lehetséges-e, hogy pontosan 1 &llitas hamis a 10 allitdas kozil?

b) Lehetséges-e, hogy pontosan 2 allitas hamis a 10 allitas kozul?

a) Mivel Endre azt allitja, hogy Béla mindkét allitdsa hamis, ezért ha Endrének ez az
allitasa igaz lenne, akkor mar legalabb két hamis allitas lenne az allitasok kozott. fgy tehat
ha pontosan egy hamis allitds van, akkor ennek (Endre elsé éllitdsanak) kell az egyetlen
hamisnak lennie.

Mar csak azt kell megvizsgalnunk, a maradék kilenc allitas ellentmondasmentes-e.
Dénes azt 4llitja, alacsonyabb, mint Csaba, Béla viszont azt mondja, Dénes a legmagasabb.
Ez ellentmondas, igy nem lehet pontosan egy allitas hamis.
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b) Az eléz6 feladatrész végét ismét felhasznalhatjuk: Dénes els6 allitasa és Béla masodik
allitasa egyszerre nem lehet igaz.

Béla és Csaba egyszerre allitjak, hogy magasabbak, mint Endre, Dénes azonban Endrét a
masodik legmagasabbnak mondja. Ez a harom allitds sem lehet igaz tehat egyszerre.

Ha tehdat pontosan két hamis allitas van a tiz kozott, akkor ebbol a két csoportbdl egynek-
egynek kell a két hamis allitasnak lennie, az 0sszes tobbi allitas tehéat igaz kell, hogy legyen.
Endre els6 allitasa tehat igaz: Béla mindkét allitdsa hamis. Ez pedig pont lefed egyet-egyet
mindkét csoportbol.

Megvan tehat az egyetlen lehetoség a két hamis allitasra, mar csak meg kell vizsgalni, le-
hetséges-e igy kielégiteni az allitasokat.

Anna a harmadik legmagasabb (Anna mésodik allitdsa), Endre pedig a masodik legmagasabb
(Dénes masodik allitésa), és igy Csaba a legmagasabb (Csaba els6 allitdsa). Az Osszes tobbi
allitasrol ellendrizhetd, hogy megfelelnek a feltételeinknek (azaz Béla allitdsai hamisak, a
tobbieké igazak). Dénes és Béla sorrendjérél nem tudunk meg semmit, mindkett6 lehet6ség
jo megoldast ad.

Lehetséges tehat, hogy pontosan két allitas hamis. o

2. Egy derékszogii haromszog alaki, lyukak nélkiili biliardasztal egyik csticsanal az oldalak
30°-o0s szoget zarnak be egymassal. Egy biliardgolyét elinditunk az abran jelolt modon, a P
pontbdl tgy, hogy az elészor az asztal legrovidebb oldalat éri el annak egy belsé pontjaban.
A golyé haladasi irdnya 60°-os szoget zar be a legrovidebb oldallal.

P

A golyé utjat vizsgalva azt latjuk, hogy minden egyes alkalommal, amikor talalkozik a
fallal, tokéletesen pattanva halad tovabb, vagyis a falhoz érkez6, valamint a faltdl elinduld
haladasi iranya ugyanakkora szoget zar be a fallal. Hany pattanas utan lesz a golyo djra a
P pontban?

Tekintsiik az alabbi dbréan a golyé utja soran az elsé harom pattandst.

A
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A szoveg szerint felirhatd, hogy EDC'<t = PDA< = 60°, tehat DFE szakasz parhuzamos AB-
vel. Emiatt a golyd az elsé pattands utan biztos, hogy a haromszog hosszabb befogdjanak
bels6 pontjan pattan meg. Innen az irdnya miatt csak az atfogéhoz érhet, s a szogek alapjan
latni fogjuk, hogy a kovetkezd pattanas helye megint a BC' oldal belsejébe esik.

C DFE haromszogben mar meghatarozhatd, hogy DEC< = 30°, s a pattanas miatt DEC'<t =
FEG<, tehéat ez utébbi is 30°-0s. Emiatt DEF< = 120°, vagyis EF A< = 60°. A pattanas
miatt ez megegyezik BFG<-gel. Mivel a B-nél levo szog 30°-o0s, ezért FGB< = 90°.

Tehat a golyd innentdl kezdve ugyanezt az itvonalat jarja be visszafelé,

vagyis rendre a D, F, F, G, F, E, D pontokon at, 7 pattanas utan lesz ujra a P
pontban. o

3. Van 1000 kartya, melyek 000-t6l 999-ig vannak megszamozva, és 100 doboz, melyek 00-t6l
99-ig vannak megszamozva. Egy kartyat egy dobozba akkor lehet belerakni, ha a doboz
szdma a kértya szamabol egy szdmjegy elhagyasaval kaphaté meg (igy példaul a 627-es
szadmu kértya a 27-es, a 67-es vagy a 62-es szamu dobozok valamelyikébe tehetd).
Dobozokba lehet-e tenni az Osszes kartyat tgy, hogy 50 doboz iiresen maradjon?

Meg fogjuk mutatni, hogy lehetséges. A kartyakat ugy fogjuk elhelyezni, hogy csak olyan
dobozt hasznéljunk, melynek a sorszaméban vagy mindkét szamjegy péaros, vagy mindketto
paratlan.

Mivel 5-féle paros szamjegy van, igy olyan doboz, melynek sorszamaban mindkét szamjegy
paros, 5-5 = 25 talalhaté. Ugyanigy az 5 paratlan szamjegy felhasznaldasaval 25 olyan dobozt
kapunk, melynek mindkét szamjegye paratlan. Ez 0sszesen legfeljebb 50 doboz felhasznalasat
jelenti, tehat legaldbb 50 doboz iiresen marad.

Minden kartyan harom szamjegy talalhaté. Vizsgaljuk meg, hogy ezek kozott hany paros
szamjegy lehet! Ha 2 vagy 3, akkor tudunk gy egy szamjegyet elhagyni, hogy két paros
szamjegy maradjon, igy a kartya elhelyezheto megfeleléen egy dobozba az elébbiek koziil.
Amennyiben pedig csak 1 vagy 0 paros szamjegyet taldlunk, igy paratlan szamjegybol lesz
2 vagy 3, igy azt tudjuk elérni, hogy egy szamjegy elhagyasaval két paratlan szamjegybol
alljon a szam, ennek megfeleléen kertil j6 dobozba.

Ezzel minden esetet megvizsgaltunk, tehat valoban elhelyezhetéek a kartydk a feladat
feltételei szerint.

o
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4. A tornatandr egy 4 X 4-es racsot rajzolt az iskolaudvarra. A racs mind a 16 mezojére felallt
egy-egy didk, ugy, hogy valamelyik racsvonallal parhuzamos irdnyba néz. A tornatanar
néha tapsol egyet. Ha két élszomszédos mezon allé didk éppen egymas felé néz, akkor a
tapsra mindketten 90°-os fordulatot végeznek jobbra. Ezen kiviil semmilyen mas mozgést
nem végeznek. Lehetséges-e, hogy a 30. tapsnal még fordul valaki?

Csoportositsuk a tablazat mezdit elhelyezkedésiik alapjan az abra szerint, igy kapunk sa-
rokmezdket (s), oldalsé mezdket (o), illetve kézépsd mezdket (k).

$1019]5S Ha valaki o vagy s jelfi mezén 4ll, akkor amint egyszer kifelé néz a
olkl|k|o tablazatbdl, onnant6l mar nem fog tobbet fordulni, hiszen nem fog
olklklo szembenézni tobbé senkivel. Emiatt s-en allok legfeljebb 2-szer,
slolols o-n allék legfeljebb 3-szor fordulnak.

Nézziink most egy k jelli mezon allé didkot, nevezziik X-nek. X két szomszédja szintén k-n
all, a mésik két szomszédja pedig o-n. Ha X egyszer egy o-n all6 szomszédjaval szemben all,
akkor a kovetkez6 tapsra fordulnak, és ezt kovetéen ugyanaz a szomszéd soha nem fog mar
szemben &llni X-szel (hiszen nem tud djra az el6zé irdnyba keriilni).

Emiatt X sem fog tudni Gjra tovabbfordulni, ha megint ugyanazen szomszéd felé néz. fgy,
mivel az o-n all6 szomszédaival legfeljebb egyszer néz szembe, addig a k-n all6 szomszédaival
is legfeljebb kétszer tud szemben &llni. Ez azt jelenti, hogy X (és igy barmelyik £ jelti mezén
allé diak) legfeljebb 6 alkalommal fordulhat.

Szamoljuk meg, hogy Osszesen hény fordulds torténhet legfeljebb. A négy s-en 4ll6 legfeljebb
2-szer, a nyolc o-n all6 legfeljebb 3-szor, a négy k-n allo didk pedig legfeljebb 6-szor fordulhat.
Tehat a fordulasok szama nem lehet tobb, mint 4-2 4+ 8 -3 44 -6 = 56.

Mivel egy tapsnal legalabb ketten fordulnak egyszerre, ez azt jelenti, hogy a jaték soran
legfeljebb 56/2 = 28 tapsnél fordulhattak, vagyis a 30. tapsnal mar biztosan nem fordult

senki. o
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8. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Egy termék arat novelték p %-kal, majd csokkentették p %-kal, igy a végs6 dra az eredeti
arhoz képest 9 %-kal kisebb lett. Hatdrozzuk meg p értékét.

Ha a termék dra eredetileg x volt, akkor a névelés utdn (1 + 55) - = lett az dra, amelyet ha
csokkentiink p %-kal, akkor (1 — £5) ((1+ 155) - @)-re véltozik. A feladat 4llitdsa szerint

100
ez megegyezik 0,91z értékével. Tehat
p P
1— —) (1 —) — 0,91
vagyis ( 100 * 100
1 (L) Z o0
Bl (100) o

Ebbdl, mivel p pozitiv, 55 = 0,3 adédik, vagyis p = 30. A kezdeti novelés 30 %-os volt. o

2. Egy otjegyli szdmot csattandsnak hivunk, ha a szazasok és a tizesek helyén azonos szamjegy
all, és ennél nagyobb szamjegy 4all az egyesek helyén. Héany 9-cel oszthatd csattands szam
van?

Mivel az els6 szamjegy nem lehet 0, igy az 9-féle kiilonb6zo értéket vehetne fel. Ha azonban
vizsgaljuk a szam masik négy szamjegyét, kidertil, hogy a 9-cel val6 oszthatosdg miatt ezek
koziil pontosan egy lesz j6. (Pontosan akkor oszthaté egy szam 9-cel, ha a szamjegyeinek
osszege oszthato 9-cel. Jelolje az utolsé négy szamjegy osszegét S. Ekkor S+1,5+2,...549
kilenc egymast kévetd egész szam, tehat koziiliik pontosan egy oszthatd 9-cel.)

Tehat a 9-cel valé oszthatosidgot innentél nem kell figyelembe venniink, csak azt kell
osszeszamolnunk, hogy hany olyan szam van, ami a feladat tobbi feltételét teljesiti, vagyis
a szazasok és tizesek helyén &ll6 szamjegye egyenld, és az egyesek helyén all6 szamjegye
ezeknél nagyobb. Minden egyes ilyen szam pontosan egyféleképpen egészitheto ki csattands
szamma.

Ha a szdzasok és tizesek helyén 4116 szamjegy k, akkor az egyesek helyén (9—k)-féle szamjegy
szerepelhet. Az utolsé hdrom jegyet tekintve tehat 9 + 8 + --- + 2 + 1 = 45-féle végzodés
jon szoba, ezek mindegyikénél az ezresek helyén mind a tizféle szamjegy szerepelhet, tehat
osszesen 10 - 45 = 450 csattands szam van.




Megoldasok

LII. verseny 2022-2023.

3. Legyen A1 A5 A3 ... Ajs egy szabalyos 12-sz0g. Hanyszorosa a 12-szog teriilete az A3 As A7 Ag
téglalap teriiletének?

As Az

A A

Huzzuk be a téglalap két atlojat, ezek a kor O kozéppontjaban metszik egymaést, és négy
egyenlo tertiletii részre osztjak a téglalapot.

Utobbi allitast példaul igy bizonyithatjuk: a téglalapot egyik &atléja behuzasaval két
egybevagd, igy egyenld teriiletli haromszogre osztjuk. Ha ezutan a masik atlét is, a
behtuzott szakaszok mindkét haromszogben sulyvonalak, igy mindkét haromszoget teriiletét
felezni fogjak.

Emiatt a téglalap teriilete négyszerese az A; A,O haromszog teriiletének.

As  As

Al AQ

Mivel a 12-sz0g szabalyos, igy barmely két szomszédos csucsat O-val Osszekotve egymassal
egybevagd haromszogeket kapunk.

Lathaté tehat, hogy a sokszog teriilete 12-szerese egy ilyen hdromszog teriiletének.

Vagyis a sokszog teriilete a téglalap teriiletének haromszorosa. o
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4. Anna és Béla kezében is 6t-Gt szdmjegykartya van, Annénal az [1], [3], [5], [7], [9], Bélanal
pedig a @, , , @, . Felvaltva balrél jobbra rakjak le a szamjegykartyakat, igy
egy tizjegyll szamot képezve. Anna kezd. Mi a legnagyobb kettéhatvany, amelyrol Béla
garantalni tudja (Anna barmilyen stratégidja esetén), hogy osztani fogja a kapott tizjegyi
szamot?

El6szor megmutatjuk, hogy Béla el tudja érni, hogy a kirakott szam oszthatd legyen 8-cal.

Ehhez elég arra figyelnie, hogy a |2 |és @ szamjegyeket hagyja meg az utolso két kartyanak.
Amikor Anna lerakta az utolsé elotti szamjegykartyajat, eldolt az is, melyik lesz az utolso
paratlan szamjegy. Barmi is legyen Anna utolsé kartyaja, az aldbbi tabldzat megmutat-
ja, Béla tudja olyan sorrendben hasznalni a és @ szamjegyeket, hogy az utolsé harom
szamjegy 8-cal oszthatd szamot alkosson.

Anna utolso kartyaja | utolsé harom jegy
1 216 =8 - 27
3 632 =8-79
5 256 = 8 - 32
7 672 =8-84
9 296 =8 - 37

Ez pedig azt jelenti, hogy a teljesen 10-jegyii szam is oszthaté lesz 8-cal (mivel a 8-cal valé
oszthatésagot az utolsé harom szamjegy meghatarozza).

Maésodszor azt latjuk be, hogy Anna meg tudja akadélyozni, hogy a kirakott szam oszthatd
legyen 16-tal. Ehhez Anna tartsa meg utolsé kettének az | 5| és a | 7| kartydkat.

e Ha Béla nem tartja a |2 | kirtyajat, akkor Anna a | 7| kartyajat rakja le utoljara, igy az
utolsé két szamjegy 7x lesz, ahol 2 nem 2, igy ez nem oszthatd 8-cal, tehét az elé tett
paratlan szamjeggyel egyiitt sem oszthato nyolccal, és igy a szdm nem oszthatd sem
8-cal, sem 16-tal.

e Ha Béla nem tartja a @ kartyajat, akkor Anna az kartyajat rakja le utoljara, igy
az utols6 két szdmjegy 5z lesz, ahol x nem 6, igy ez szintén nem lesz oszthaté se 8-cal,
az elé tett paros szamjeggyel egyiitt sem oszhatd nyolccal, és igy a szam nem oszthaté
sem 8-cal, sem 16-tal.

e Ha Béla utolsé két szamjegye a [2] és a[6], akkor Anna rakja le [5], [7] sorrendben a
két kartydjat. Ekkor az utolsé 4 szamjegy 5276 vagy 5672 lehet, és ezek egyike sem

oszthatd 16-tal.

Ha tehat mindketten a leheté legokosabban jatszanak, akkor egy 8-cal oszthato, de 16-tal
nem oszthaté szamot kapnak a jaték végén. Azaz 3-szor lehet majd elosztani a szamot
2-vel gy, hogy még egész legyen az eredmény. o
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5. A bergengoc vasaron kétféle fizetéeszkoz 1étezik: arany és eziist. Tudjuk, hogy 1 kecske és
5 birka 4 aranyba és 8 eziistbe, 7 kecske és 2 birka 11 aranyba és 8 eziistbe, 3 kecske és 4
birka 7 aranyba és 6 eziistbe keriil. Szeretnénk 2 kecskét és 3 birkat venni. Hany eziistot
kell még adnunk, ha mar 2 aranyat adtunk az eladénak?

Probéljunk keresni olyan allatmennyiséget, amit kétféleképpen is el6 lehet allitani az ismert
mennyiségekbdl. Lathato, hogy a 9 kecske és 12 birka megkaphat6 egyrészt ugy, hogy
kétszer vesziink 1 kecskét és 5 birkat, egyszer pedig 7 kecskét és 2 birkat, masrészt pedig ha
haromszor vesziink 3 kecskét és 4 birkat.

Az els6 esetben 19 aranyat és 24 eziistot fizetiink, a masodikban 21 aranyat és 18 eziistot.

Ez alapjan megallapithatd, hogy 2 arany ugyanannyit ér, mint 6 eziist, vagyis 1 arany az 3
eziistot ér.

Az aranyokat eziisttel helyettesitve azt kapjuk, hogy 3 kecske 4 birka 27 eziistbe, 1 kecske és
5 birka 20 eziistbe keriil. Ez utébbi azt jelenti, hogy 3 kecske és 15 birka 60 eziistbe kertil,
vagyis a 11-gyel tobb birka 33-mal tobb eziistbe keriil, azaz 1 birka 3 eziistbe keriil. Ebbdl
pedig kiszamolhaté, hogy 1 kecske 5 eziistbe kertil.

A feladat kérdése, a 2 kecske és 3 birka 6sszesen 19 eziistbe keriilne, amib6l mi mar 2 aranyat
kaptunk igy még 19 — 2 - 3 = 13 eziistot kell még adnunk. o

8. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Anna, Bea, Cili és Déra leiilt egy korbe. Anna felirta két kedvenc szamat (kiilonbo6z6 pozitiv
egészek) egy lapra, majd tovabbadta jobbra. Amikor valaki megkapta a lapot, kiradirozta
a rajta 1évo két szamot, és helyiikre felirta a kiradirozott két szam Osszegét és kiilonbségét,
majd tovabbadta a lapot jobbra. Mikor a lap visszaért Annahoz, azt latta, hogy a lapon
szereplo két szam kozil az egyik megegyezik az altala felirt kisebb szammal, mig a masik
szam az altala felirt nagyobb szamnal 42-vel nagyobb. Mi Anna két kedvenc szama?
Két szam kiilonbségét gy szamitjuk, hogy a nagyobbikbol vonjuk ki a kisebbiket.

Jelolje az Anna altal felirt két pozitiv egészt x és y gy, hogy = > v.
Foglaljuk tablazatba, hogy ki melyik szamokat irta fel a lapra:

Anna x Y
Bea T+y T—y
Cili 2x 2y

Déra | 2z + 2y | 20 — 2y

(A tédblazatban azért egyértelmi minden szam, mivel a bal oldalt szerepl6 szaimoknak muszdj
nagyobbnak lenniiik a jobb oldaliaknél, kovetkezésképp egyértelmii a kiilonbség képzése is.)

A feladat szdvege alapjan a kovetkezd egyenleteket irhatjuk fol:

20 -2y =y
20 +2y = x+42
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(Azért biztos, hogy 2x — 2y egyezik meg y-nal, mert = > y és 2z + 2y > 2z — 2y).
Az egyenletrendszer megoldasaként » = 18, y = 12 adddik.

Anna | 18 | 12

foy az egyes lanyok altal felirt szamok: | oo% | 39| O | valgban teljesitik a feladat
Cili | 36|24
Déra | 60 | 12

feltételeit.

Tehét Anna kedvenc szamai 18 és 12. O

2. Hany olyan pozitiv egész szam van, amelynek az 6sszes osztdja koziil a negyedik legnagyobb
a 427
Példaul a 12 osztoi: 1, 2, 3, 4, 6 és 12, igy a negyedik legnagyobb osztéja a 3.

Legyen N egy olyan szam, amelynek a negyedik legnagyobb osztéja 42. Ekkor N oszthatd

42-vel, igy 2-vel, 3-mal és 6-tal is, ezért N harom legnagyobb osztéja biztosan NV, % és %

Mivel az % biztosan szerepel az osztok kozott, a negyedik legnagyobb oszté csak az %, az
% vagy az % lehet.

Ha a negyedik legnagyobb oszté ¥, akkor N = 42 -4 = 168. Ennek valéban 42 a negyedik

40
legnagyobb osztoéja.
Ha a negyedik legnagyobb oszté %, akkor N =42 -5 = 210, ennek is valéban 42 a negyedik
legnagyobb osztéja.
Ha a negyedik legnagyobb osztd %, akkor viszont N = 6 - 42 = 252, ez viszont oszthatd
4-gyel is, és igy a 42 csak az 6todik legnagyobb osztéja (az N = 252, az % = 126, az % =84
és az § = 63 utén).

Tehat 2 olyan szam van, ami a feladat feltételeinek megfelel, a 168, illetve a 210. o

3. Az ABCD egységnyi oldalhosszisagu négyzetben az AB oldal felez6pontja E, a BC' oldal
felezopontja F'. Az AF és DFE egyenesek metszéspontja M. Milyen hosszi a C'M szakasz?

Készitsink abrat a feladathoz.

D C
Vegytik észre, hogy AF | DE.
Ez azért teljesiil,
7 mert AED és ABF derékszogti haromszogek egy-

bevagok (hiszen egyik befogdjuk 1, a masik befogdjuk
pedig 3),
és egymashoz képest derékszoggel vannak elforgatva.
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Bizonyitas kozépvonallal és tiikrozéssel

Legyen DA oldal felez6pontja H, és hiuzzuk be a CH szakaszt. Jelolje DE és HC
metszéspontjat N.

D C  Ekkor CH || AF (példaul azért, mert AFCH egy paralelog-
ramma, hiszen HA és C'F parhuzamos és egyenl6 hosszi),
és igy persze DM | HC.

Vegyiik észre, hogy az AMD héaromszoghen HN éppen
kozépvonal, hiszen parhuzamos AM-mel és atmegy AD fe-

H P F lez6épontjan. Kovetkezésképpen N a DM felezOpontja.
Tehat HC merdlegesen felezi DM szakaszt, azaz D-t
titkkrozve HC' tengelyre éppen M pontot kapjuk. fgy a DC

. szakaszt tiikrozve HC' tengelyre M (' szakaszt kapjuk, azaz

A E B MC=CD=1.

Bizonyitas a Thalész-tétel megforditasaval

Jelolje az AF' és a C'D egyenesek metszéspontjat P.
D " C |

A E B

ABF és PCF derékszogli haromszogek egybevagdk, mivel szogeik megegyeznek (FBA<
és FCP< derékszogek; AFB< és PFC< cstcsszogek; BAF< és CPF< valtoszogek) és
BF = FC = %

[gy PC = CD =1, azaz DP felez6pontja C.

DM P haromszog derékszogii. A Thalész-tétel megforditasa miatt a PD atfogd Thalész-kore
(amelynek kozéppontja a fentiek szerint C') dtmegy az M ponton.

Tehét CM = CD = CP = 1. (4)
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4. Van 100 000 kartyank, melyek 00000-t6l 99999-ig vannak megszamozva, és van 1000 dobo-
zunk is, melyek 000-t6l 999-ig vannak megszamozva. Egy kartyat egy dobozba akkor lehet
belerakni, ha a doboz szama a kéartya szamabol két szamjegy elhagyasaval kaphato meg
(igy példdul a 40557-es kéartya a 405-6s, a 407-es, a 455-6s, a 457-es, a 055-6s, a 057-es és
az 557-es dobozok valamelyikébe tehetd).

Bele lehet-e rakni a dobozokba az Osszes kartyat ugy, hogy legaldbb 666 doboz tiresen
maradjon?

Meg fogjuk mutatni, hogy lehetséges.

A 6 otlet: a kartyakat ugy helyezziik el a dobozokba, hogy csak olyan dobozt hasznaljunk,
amelynek a sorszama 3-mal oszthato.

Ez nyilvanvaléan 333 dobozt jelentene, tehat iiresen maradna 667 darab, vagyis a feladat
feltétele teljesiil.

Be kell latnunk, hogy minden kartyat el lehet helyezni olyan dobozba, amelynek a sorszama
3-mal oszthato.

Vizsgaljuk a kartyan szereplé szamjegyeket a harmas maradékuk szerint!

Ha van koztiikk harom egyforma, akkor ezek meghagyasaval a szambdl olyan haromjegytit
képeztiink, mely oszthaté harommal — tehat megfelel6 dobozba sorolhaté.

Ugyanez konnyen latszik, ha a szamjegyek harmas maradékai kozott van harom kiilonbozo,
ugyanis ezek 0sszege is oszthaté lesz harommal.

Innentol csak azon eseteket maradtak, ahol csak kétféle harmas maradék szerepel, és mind-
kettobdl legfeljebb két darab — ez viszont nem lehetséges, ha 6t szamjegyiink van.

Vagyis a kivant elhelyezés valoban megoldhato. o
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Feladatok

r—w Megyei fordulo

1. Néhany pozitiv egész szdamot felirtam egy lapra (lehet, hogy egy szam t6bbszor is szerepel).
A szamok szorzata 24, mig az 6sszegiik legfeljebb 10.

Hany szamot irhattam fel a lapra?

Minden lehetséges darabszamhoz mutass eqy-eqy példat, hogy mit irhattam a lapra.
Nem kell indokolnod, hogy mds darabszam nem lehetséges.

©

2. Hét testvér (akik kozt nincsenek ikrek) elment almat szedni. A legidésebb éppen kétszer
annyi almat szedett, mint ahanyat a legfiatalabb. Hazafele titon mindegyik testvér adott
egy-egy almat az Osszes nala fiatalabb testvérének. fgy mire hazaértek, az Osszes testvérnek
ugyanannyi almaja lett. Hany almat szedett a masodik legidésebb testvér?

©

3. Hulldmzonak neveziink egy pozitiv egész szamot, ha a tizesekre és ezresekre kerekitett értéke
is kisebb a szamnal, de a szazasokra kerekitett értéke nagyobb a szamnal.

(a) Melyik a legkisebb hullaimz6 négyjegyti szam?

(b) Hény hullimzé négyjegyli szam van?

4. Egy téglalapot az alabbi dbra szerint szétvagtunk 10 kisebb téglalapra.

Tudjuk, hogy a 10 kisebb téglalap kertiletének Osszege 6 egység.
Hany egység a nagy téglalap keriilete?
A kis téglalapok oldalainak hossza nem feltétlentil egész szami eqység. o
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5. Bergengécidban a kovetkezo pénzérmék vannak forgalomban: 1, 2, 5, 10, 20 és 50 petak.
Sara az abran lathato 4 x 4-es tablazat minden mezGjére elhelyezett pontosan egy érmét.

18 23 95

31 (1) (2)
32

66 ©
27

Ezutan néhény sorhoz és oszlophoz odairta, hogy mennyi az ottani érmék Osszértéke.
Mutass példat arra, hogy miként helyezhette el Sara az érméket.

A teljes pontszam eléréséhez elegendd egy helyes elhelyezés megaddsa. Részpontszam jdrhat
olyan érdemi észrevételekért, amelyek seqgitik eqy helyes elrendezés megtaldldsat. o
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r—m Megyei fordulo

1. Hullamzdénak neveziink egy pozitiv egész szamot, ha a tizesekre és ezresekre kerekitett értéke
is kisebb a szamnal, de a szazasokra kerekitett értéke nagyobb a szamnal.

a) Melyik a legkisebb hullamzé négyjegyi szdm?

b) Hény hulldmzé négyjegyli szdm van?

2. Egy csapatversenyen négy fO0s csapatok vettek részt. Az egyik csapatban Agi, Bori, Cili és
Déra azt a stratégiat folytattak, hogy minden feladatnak volt egy megoldéja, a masik harom
gyerek pedig ellenérizte a megoldast. Bori mindenki masnal tobbszor, Osszesen nyolcszor
ellenérzott feladatot. Déra viszont csak 6tszor — mindenki més ennél tobbszor.

Ki hany feladatot oldott meg? °

3. Bergengocia jatékgyaraban csak olyan, 1-t6l 6-ig szamozott dobokockat gyartanak, melyeken
a szamok elrendezése megegyezik a képen lathatéval (itt ugyanazt a kockat két irdnybol
latjuk). Abban viszont kiilonbozhetnek, hogy a szdmokat milyen szinnel festik ré a kockéra.
Minden szam vagy zold, vagy kék, vagy sarga, viszont két szomszédos lapra irt szam nem
lehet azonos szinli. Hanyféle kiilonb6z6 dobdkockat készithetnek ebben a gyarban?

>

©

4. Bergengociaban a kovetkez6 pénzérmék vannak forgalomban: 1, 2, 5, 10, 20 és 50 petak.
Sara az abran lathato 4 x 4-es tablazat minden mezGjére elhelyezett pontosan egy érmét.

18 23 95

31 O @
) ®
27

Ezutan néhény sorhoz és oszlophoz odairta, hogy mennyi az ottani érmék osszértéke.
Mutass példat arra, hogy miként helyezhette el Sara az érméket.

A teljes pontszdm eléréséhez elegendd eqy helyes elhelyezés megadasa. Részpontszam jdrhat
olyan érdemi észrevételekért, amelyek seqitik eqy helyes elrendezés megtaldldasat. o

5. Panna rajzolt 5 kiillonboz6 pontot egy papirlapra. A 10 pontpar koziil legfeljebb hanynak a
tavolsaga lehet pontosan 4 cm? o
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r—m Megyei fordulo

1. Quadrata hercegné készitett egy biivos négyzetet (azaz egy olyan, kiilonb6z6 szamokkal
kitoltott 3 x 3-as tdblazatot, amelyben ugyanannyit kapunk eredménytil, akarmelyik sorban,
oszlopban vagy atléban adjuk Ossze a benne szereplé hdrom szamot).

Az elkésziilt blivos négyzetben két szamot felcserélt, igy kapta 17111 |23

az abran lathaté tablazatot. 90 | 14| 8 °
Meg lehet-e egyértelmiien allapitani, hogy melyik két szamot
cserélte fel Quadrata hercegno? 5126 2

2. Bergengdcia jatékgyaraban csak olyan, 1-t6l 6-ig szamozott dobdkockat gyartanak, melyeken
a szamok elrendezése megegyezik a képen lathatéval (itt ugyanazt a kockat két irdnybol
latjuk). Abban viszont kiilonbézhetnek, hogy a szdmokat milyen szinnel festik ré a kockara.
Minden szam vagy zold, vagy kék, vagy sarga, viszont két szomszédos lapra irt szam nem
lehet azonos szinti. Hanyféle kiillonbozé dobdkockat készithetnek ebben a gyarban?

>

©

3. Az els6 napon délben felirtuk egy tablara: 1,2. Ezutan minden délben a kovetkezot csindljuk:
letoroljiik a két tablan levé szamot, és helyettiik felirjuk a kiilonbségiiket (a nagyobbdl vonjuk
ki a kisebbet) és az Gsszegiiket. fgy példaul a masodik estén ez all a tablan: 1, 3; a harmadik
estén 2,4 és igy tovabb.

Szerepelhet-e a tabldn valaha O-ra végz6dd szam? o

4. Piroska és Bertalan azon gondolkodik, hogy az
1 2 3 2023
20247 20247 2024° "7 2024

tortek kozt hany olyan van, amely nem egyszeriisithetd. Piroska szerint paros sok, Bertalan
szerint paratlan sok ilyen tort van. Melyikiiknek van igaza? o

5. Az alabbi abrakon két egybevagd szabalyos hatszoget 1atsz, melyekben valamely atlok és ol-
dalak mentén bizonyos részeket sziirkére szineztiink. Melyik hatszogben szineztiink nagyobb
tertiletet sziirkére?




Feladatok

LIII. verseny 2023—2024.

r—m Megyei fordulo

1. Néhany testvér (akik kozt nincsenek ikrek) elment almat szedni, mindegyikiik a sajit ko-
saraba szedett almat. A legidOsebb éppen kétszer annyi almat szedett, mint ahanyat a
legfiatalabb. Hazafelé tton mindegyikiik (a legfiatalabbat leszamitva) adott egy-egy almat
az Osszes ndla fiatalabb testvérének. Igy, mire hazaértek, minden testvér kosardban ugyan-
annyi alma volt. Hanyan lehettek a testvérek, ha a masodik legid6ésebb 26 almét szedett?

©

2. Az els6 napon délben felirtuk egy tablara: 1,2. Ezutan minden délben a kovetkezot csindljuk:
letoroljiik a két tablan levé szamot, és helyettiik felirjuk a kiilonbségiiket (a nagyobbdl vonjuk
ki a kisebbet) és az Gsszegiiket. fgy példaul a mésodik estén ez 4ll a tablan: 1,3; a harmadik
estén 2,4 és igy tovabb.

Szerepelhet-e a tablan valaha 0O-ra végz6do szam? o

3. Luca egy papirra novekvo sorrendben felirta azokat a haromjegyli szamokat, melyeknek
szamjegyei kiillonbozoek és csokkeno sorrendben allnak. Majd a papir hatoldalara az ugyan-
ilyen tulajdonsidgu négyjegyli szamokat sorolta fel, szintén névekvé sorrendben.

a) Melyik szam szerepel a hdromjegytiek kozott a hetedik helyen?
b) Hényadik helyen szerepel a négyjegytiek kozott a 86427 o
4. Az aldbbi abrakon két egybevagd szabdlyos nyolcszoget latsz, melyekben valamely atlok

és oldalak mentén bizonyos részeket sziirkére szineztiink. Melyik nyolcszogben szineztiink
nagyobb tertiletet sziirkére?

A B

©

5. Bergengdcia jatékgyardban csupa azonos méreti kiskockat gyartanak. A kiskockak mind-
egyik lapjat pirosra vagy kékre festik, majd szétvalogatva ladakba pakoljak ¢ket. Az A jelu
ladaban 1év6 kiskockak 3 lapja piros és 3 lapja kék, a B jelt laddban 1évoknek 4 lapja piros
és 2 lapja kék, a C jelt ladaban 1évéknek 2 lapja piros és 4 lapja kék.

Erné és Fanni egy-egy olyan 2x2x2-es nagy kockat szeretnének épiteni, amelynek semelyik
lapjan sincs kétféle szin.

a) Ernd kivett 8 kiskockat az A jeli 1adédbdl. Igaz-e, hogy ezekbél biztosan meg lehet
épiteni egy fenti tulajdonsagu nagy kockat?

b) Fanni kivett 0sszesen 8 kiskockat a B és C jeli ladakbdl. Igaz-e, hogy ezekbél biztosan
meg lehet épiteni a fenti tulajdonsagi nagy kockat? o




Feladatok

LIII. verseny 2023—2024.

1. Hany olyan négyjegyi pozitiv egész szam van, amelyre igaz, hogy a 4-szeresének az elso és
az utolso szamjegye is 4-es? o

2. Egy robot egy 8 x 8-as sakktdbla minden fehér mezdjére rairta, hogy az a mez6 hany fekete
mezovel szomszédos.

a) Mennyi a fehér mezékre irt szamok Osszege?

b) Ezt kévetéen egy 80 x 80-as, sakktéblaszertien kiszinezett négyzet mezdivel tette meg
ugyanezt. Ezen a tablan mennyi a fehér mezdkre irt szamok Osszege?

3. Boribon és Annipanni felvdltva mondanak szamokat. El6szor Annipanni mond egy pozitiv
egész szamot. Boribonnak mindig az a feladata, hogy az Annipanni altal utoljara mondott
szamot felbontsa tetszolegesen két pozitiv egész szam Osszegére, s ezt a két szamot mondja
ki. Annipanni ezutan a Boribon altal mondott két szam szorzatat mondja. Ezt folytatjak,
amig kedviik tartja.

Ha Annipanni el6szor 24-et mondott, akkor lehetséges-e, hogy egyszer a 2024-et is kimondja?

©

4. Aprilis 1-jén reggel egyetlen 0 4llt egy tablan. Ezutdn minden nap délben annyit adtunk
hozza a tablan 1évé szamhoz, vagy vontunk ki bel6le, ahanyadika volt éppen, majd az igy
kapott eredményt irtuk a tablan szerepld szam helyére. (Tehdt dprilis 1-jén este vagy 1, vagy
—1 allt a tabldn.)

a) Allhatott-e 4prilis 10-én este a tabldn a 227
b) Allhatott-e aprilis 10-én este a tablan a —377
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5. Az alabbi dbran egy foldteriilet térképét latjuk, racsvonalakkal mezdékre bontva. Abel azt a
feladatot kapta, hogy a racsvonalak mentén ossza fel keritésekkel a foldteriiletet ugy, hogy
a szammal jelzett helyekrél pontosan annyi mez6t lehessen kerités atlépése nélkiil elérni (a
szamot tartalmazdé mez6t is beleértve), mint amennyi az adott mezére van irva. A keritések
altal hatarolt teriiletek mindegyikében szerepelnie kell legaldbb egy szamnak.

Hov4 épitheti Abel a kerftéseket? Készits abrat.

A teljes pontszam eléréséhez elegendd eqy helyes rajz megaddsa. Részpontszdm jdrhat olyan
érdemi gondolatok leirasaért, amelyek seqitik eqy helyes rajz megtaldldsdt.
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1. Ot gyerek beszélget a labddikrél. Minden gyereknek legaldbb egy és legfeljebb 6t labdéja
van, tovabba semelyik két gyereknek nincs ugyanannyi labdédja. Az aldbbi igaz allitasokat
mondjak:

Aliz:  To6bb labdam van, mint Boldizsarnak.
Boldizsar: Nem két labdam van.
Csenge: Annyi labdam van, mint Aliznak és Elemérnek osszesen.
Dorka: Szeretem a labdakat.
Elemér: Ha Aliz labdainak a szdmat megszorozzuk Boldizsar labdainak szamaval, akkor
a kapott szam nagyobb, mint Csenge labddinak a szama.

Kinek héany labd4ja van? ()

2. Az abran lathaté szabdlyos 0tszog kertiletén pirossal megjeloltiink néhany pontot gy, hogy
minden oldalan pontosan hiarom piros pont van.

Osszesen héany pontot jelolhettiink meg pirossal?
Mutass példéat az osszes lehetdségre, és indokold, hogy ezeken
kiviil més lehet6ség nincs.

©

3. Egy dobodkocka-szimulator hét kis lampa segitségével jeleniti meg a szdmokat az abran lathaté
modon. Legkevesebb hany lampakapcsolasra van sziikség ahhoz, hogy az egyesbdl indulva
az Osszes szam megjelenjen valamilyen sorrendben, majd djra az egyest lassuk?
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4. Egy 3 x 3-as tablazatba beirtuk a 0,1,2,3,4,5,6,7, 8 szdmokat, mindegyik szamot pontosan
egy mezobe. Egy mezot kereknek neveziink, ha a vele élszomszédos mezdkre irt szamok
osszege 10.

Legfeljebb hany kerek mez6 lehet a tablazatban? o
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1. Egy robot egy 8 x 8-as sakktabla minden fehér mezdjére rairta, hogy az a mez6 hany fekete
mezovel szomszédos.

a) Mennyi a fehér mezdkre irt szamok Osszege?

b) Ezt kévetéen egy 80 x 80-as, sakktéblaszertien kiszinezett négyzet mezdivel tette meg
ugyanezt. Ezen a tablan mennyi a fehér mezdkre irt szamok Osszege?

2. Hany olyan hatjegyl pozitiv egész szam van, amelyre igaz, hogy a 6-szorosanak az elso és
az utolsé szamjegye is 6-o0s? o

3. Jelolje ,,A” azoknak a négyjegyi szamoknak a szamat, amelyek felirhatéak harom egymaést
koveto pozitiv egész szam osszegeként. Legyen ,,B” azoknak a tizjegyl szdmoknak a szdma,
amelyek felirhatéak harom egymast kovetd pozitiv egész szam szorzataként.

Melyik a nagyobb, ,,A” vagy ,,B”? o

4. Mékus Peti és Mékus Panni szeretnék feltolteni az éléskamrajukat télire. A kamraban dié
és mogyoro is elhelyezhet6. Ha csak diét raknak a kamraba, akkor abbdl 450 darab, ha csak
mogyorét, akkor abbdl 720 darab fér el. A kamraban egyszerre dié és mogyoré is lehet, elfér
benne példaul 225 dié és 360 mogyoro egyszerre, és ekkor a kamra teljesen tele van.

Peti egy nap alatt vagy 12 diét, vagy 20 mogyorét tud gytjteni, Panni pedig naponta vagy
10 diét, vagy 15 mogyordt. (Egy mdkus egy napon beliil csak egyféle eleséget gytijthet.)
Legkevesebb hany nap alatt tudjak megtolteni az tires éléskamrat?

5. Zalan az irasbeli szorzast gyakorolja az anyukéajaval.

a) Az anyukdja mond neki egy szamot és ennek a szamnak kell kiszamitania a 3-szorosit,
4-szeresét, H-szOrosét és igy tovabb, egészen a 11-szereséig. Vagyis 9 szorzast kell minden
esetben elvégeznie.

Tud-e Zaldn anyukéaja olyan pozitiv egész szamot mondani, amely esetén a kapott 9 szam
els6 szamjegyei mind kiilonbozéek?

b) Késobb Zalan anyukéja kicsit médositotta a feladatot, és azt kérte, hogy szamitsa ki a
szam 4-szeresét, b-szorosét és igy tovabb, egészen a 12-szereséig. Vagyis ismét 9 szorzast
kell minden esetben elvégeznie.

Tud-e ebben az esetben Zalan anyukaja olyan pozitiv egész szamot mondani, amelynél
a kapott 9 szam els6 szamjegyei mind kiilonbozoek?
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1. Egy dobdkocka-szimulator hét kis lampa segitségével jeleniti meg a szamokat az abran lathato
modon. Legkevesebb hany lampakapcsolasra van sziikség ahhoz, hogy az egyesbdl indulva
az Osszes szam megjelenjen valamilyen sorrendben, majd tjra az egyest lassuk?
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2. Egy szabalyos 12-sz0g keriiletén pirossal megjeloltem 2024 pontot tigy, hogy minden oldalan
ugyanannyi piros pont van. A 12-szognek hany csicsat jelolhettem meg pirossal? °

3. Egy 3 x 3-as tablazatba beirtuk a 0,1, 2, 3,4, 5,6, 7,8 szamokat, mindegyik szdmot pontosan
egy mezobe. Egy mezot kereknek neveziink, ha a vele élszomszédos mezdkre irt szamok
osszege 10.

Legfeljebb hany kerek mez6 lehet a tablazatban? o

4. Van-e olyan hatszog, amelynek szomszédos oldalai merdlegesek egymédsra, mindegyik oldala
milliméterben mérve egész hossziisagi, a keriilete 2024 mm, a teriilete pedig 2024 mm??

©
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1. Jelolje ,,A” azoknak a négyjegyl szamoknak a szamat, amelyek felirhatéak harom egymast
koveto pozitiv egész szam osszegeként. Legyen ,,B” azoknak a tizjegyl szamoknak a szdma,
amelyek felirhatoak harom egymast koveto pozitiv egész szam szorzataként.

Melyik a nagyobb, ,,A” vagy ,,B”? o

2. Egy tablara Elemér felirt az 1,2, 3, ..., 2023 szamok koziil néhanyat. Minden szam legfeljebb
egyszer szerepelt a tablan. Tudjuk, hogy a tablan 1év6 szamok koziil akarhanyat valasztunk
ki, a kivalasztott szamok Osszege soha nem lesz pontosan 2024. Legfeljebb hany szamot
irhatott fel Elemér a téablara?
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3. Az ABCD téglalap AB és AD oldalara kifelé megrajzoljuk az ABF és ADE szabalyos
haromszogeket. Bizonyitsd be, hogy a C'E'F haromszog szabalyos. o

4. Ossz fel egy 10 egység oldalhosszusagi négyzetet hét darab egyenld szaru, derékszogi
haromszogre, amelyek teriilete novekvé sorrendben: 1, 2, 4, 9, 16, 18, 50 teriiletegység.
A teljes pontszdam eléréséhez elengendd megadni eqy olyan dbrdt, amelyrél a felosztas
eqyértelmien leolvashato. Az dbrdn jelezd azt is, hogy melyik hdromszog terilete mekko-
ra.
Részpontszam jarhat olyan érdemi észrevételekért, amelyek segitik egqy helyes felosztds
megtaldldsdt.

5. Egy korasztal koril kiillonboz6 életkori emberek iilnek és a kovetkezo jatékot jatsszék: va-
lamelyikiik felall, a két szomszédja egymassal helyet cserél, majd az allé jatékos visszaiil a
helyére.

Azt szeretnék elérni, hogy mindenkinek a jobb oldaldn nala idésebb ember iiljon, kivéve a
legidésebbet, akitdl jobbra a legfiatalabb foglaljon helyet.

[gaz-e, hogy el tudjak érni a céljukat, akarmilyen sorrendben is iiltek le az elején, ha
a) 10 b) 11
ember 1lt kezdetben az asztal koril? °
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1. Anna, Bea, Cili és Déra egy faluban laknak, mindegyikiiknek egy téglalap alaku kertje van.
A négy kert szélessége 12, 14, 16, illetve 18 méter valamilyen sorrendben, hosszuk pedig 40,
50, 60, illetve 70 méter valamilyen sorrendben. A ldnyok az alabbi igaz éllitasokat mondtdk
a kertjikrol:

Anna: Az én kertem szélesebb, mint Déra kertje.

Bea: Az én kertem teriilete kevesebb, mint 1000 m?2.

Cili: A kertem teriilete ugyanakkora, mint Déra kertjének tertilete.
Dora: Bea kertje hosszabb, mint az én kertem.

Add meg, hogy kinek a kertje milyen széles és milyen hosszu. o

2. Szilvi felirt egy pozitiv egész szamot a papirjara, majd felirta a 3-szorosat is. Azt vette észre,
hogy a kisebb szam jegyeinek Osszege éppen 3-szor akkora, mint a nagyobb szam jegyeinek
az osszege.

a) Bizonyitsd be, hogy a kisebbik szam oszthat6 9-cel.

b) Mutass példét ilyen szampérra.

3. Van-e olyan hatszog, amelynek szomszédos oldalai merélegesek egymasra, mindegyik oldala
milliméterben mérve egész hosszisagu, a keriilete 2024 mm, a teriilete pedig 2024 mm?? °

4. Egy négyzetracsos papirra rajzoltunk egy haromszoget, amelynek minden csticsa racspont.
A haromszog tertilete egész szamu racsnégyzet tertiletével egyezik meg.

Bizonyitsd be, hogy van olyan oldala a haromszognek, amelynek a felezpontja is racspont.
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8. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Amikor a kapitany annyi id6s volt, mint most a hajéja, akkor a hajé 23 éves volt. Amikor a
hajé annyi id6s lesz, mint most a kapitany, akkor a kapitany 68 éves lesz. Hany éves most

a kapitany? o
2. Az ABCD téglalap AB és AD oldalara kifelé megrajzoljuk az ABF és ADFE szabélyos
haromszogeket. Bizonyitsd be, hogy a C EF' haromszog szabélyos. o

3. Ossz fel egy 10 egység oldalhosszusagi négyzetet hét darab egyenld szari, derékszogi
héromszogre, amelyek teriilete novekvo sorrendben: 1, 2, 4, 9, 16, 18, 50 teriiletegység.
A teljes pontszdm eléréséhez elengendé megadni eqy olyan dbrdat, amelyrél a felosztds
egyértelmien leolvashato. Az dabrdan jelezd azt is, hogy melyik hdromszog terilete mekko-
ra.
Részpontszam jdrhat olyan érdemi észrevételekért, amelyek segitik eqy helyes felosztds
megtaldaldsdt.

4. Fiéna egy szabélyos pénzérmét dobdl, amelynek egyik oldala fej (F), a mésik pedig iras (I).
Minden dobéssorozat utan feljegyzi, hogy hany esetben volt FF, FI, IF és II két egymaést
kovetd dobas. Ha példaul a dobéassorozata FFIFFFIIIFFI, akkor a feljegyzésében 4 FF, 3
FI, 2 IF és 2 II szerepel.

a) Hany kiilonb6z6 olyan dobassorozat lehetséges, amelynél pontosan 3 FF, 4 FI, 2 IF és
2 II szerepel a feljegyzésében?

b) Hény kiilonb6zé olyan dobédssorozat lehetséges, amelynél pontosan 4 FF, 3 FI, 2 TF és
2 11 szerepel a feljegyzésében?

Kiilonbozonek hivunk két dobéassorozatot, ha azokban van olyan sorszamu dobas, ami a két

sorozatban eltér. o

5. Egy katonai ezred 999 katondja korben éallva a kor kozepe felé néz, az ezredes pedig a kor
belsejében sétdl korbe, végig az oramutatd jardasaval megegyezo iranyban haladva. El6szor
megall egy katonandl, akinek azt mondja: , Hatra arc!”, mire ez a katona megfordul. Az
ezredes ezutéan elsétal egy katona mellett, majd a kovetkezének tjra ,,Hatra arc!”-ot vezényel,
aki szintén megfordul. Ezutan két katonat hagy ki, és a kovetkezonek mondja a vezényszot,
majd harmat hagy ki, és igy tovabb, mindig eggyel tobbet. fgy folytatja egész addig, mig
998 katona mellett sétdl el, majd utoljara, a 999. alkalommal is ,,Hatra arc!”-ot parancsol a
kovetkezo katonanak.

Hény katona néz kifelé a korbdl az utolso ,,Hétra arc!” elhangzasa utan? o
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8. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Szilvi felirt egy pozitiv egész szamot a papirjara, majd felirta a 3-szorosat is. Azt vette észre,
hogy a kisebb szam jegyeinek osszege éppen 3-szor akkora, mint a nagyobb szdm jegyeinek
az 0sszege.

a) Bizonyitsd be, hogy a kisebbik szam oszthat6 9-cel.

b) Mutass példét ilyen szampédrra.

2. lIgaz-e, hogy minden 10-zel nem oszthatd pozitiv egész szamnak van olyan tobbszorose, amely
ugyanolyan szamjeggyel kezdodik, mint amilyennel végzodik? o

3. Egy négyzetracsos papirra rajzoltunk egy haromszoget, amelynek minden csicsa racspont.
A haromszog tertilete egész szamu racsnégyzet tertiletével egyezik meg.

Bizonyitsd be, hogy van olyan oldala a haromszognek, amelynek a felez6pontja is racspont.
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4. Egy tornasorban n kiilonboz6 magassagu ember all, balrél jobbra novekedve. Megkérhetiink
négy szomszédos embert, hogy forditsak meg a sorrendjiiket (tehat ha A, B, C, D sorrendben
alltak eddig, akkor a miivelet utan D, C, B, A sorrendben fognak allni).

Elérheto-e ilyen négyes megforditasok egymasutanjaval, hogy megint tornasorban legyenek,
de most jobbrdl balra novekedve, ha

a)n=09; b) n =107

©
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Megoldasok

r—m Megyei fordulo

1. Néhdny pozitiv egész szamot felirtam egy lapra (lehet, hogy egy szdm t6bbszor is szerepel).
A szamok szorzata 24, mig az Osszegiik legfeljebb 10.
Hany szamot irhattam fel a lapra?
Minden lehetséges darabszamhoz mutass egy-eqy példat, hogy mit irhattam a lapra.
Nem kell indokolnod, hogy mds darabszam nem lehetséges.

Négyféle lehetséges darabszam van, de az egyes darabszamok bizonyos esetekben
tobbféleképpen is megvalésithatok:

e 2 szam: (4, 6).

(2,3,4) vagy (2,2,6)

e 4 szam: (2,2,2,3) vagy (1,2,3,4).
(1,2,2,2,3).

o 3 szam:

e 5 szam:

o

2. Hét testvér (akik kozt nincsenek ikrek) elment almat szedni. A legiddsebb éppen kétszer
annyi almat szedett, mint ahdnyat a legfiatalabb. Hazafele iton mindegyik testvér adott
egy-egy almat az Osszes nala fiatalabb testvérének. fgy mire hazaértek, az Osszes testvérnek
ugyanannyi alméja lett. Hany almét szedett a méasodik legidosebb testvér?

A legidtsebb testvér 6 almat ad a testvéreinek, a legfiatalabb pedig 6 almat kap. Mivel
igy ugyanannyi alméjuk van a végén, mig az elején az idésebbnek 2-szer annyi volt, igy a
kezdetbeni kiilonbségnek épp a legfiatalabbnal 1évé almak szamanak kell lennie.

A kiilonbség 12, tehéat kezdetben a legfiatalabb testvérnél 12, a legidésebbnél 24 alma volt.

A végén tehat mindenkinél 18 alma van, igy a masodik legidésebb testvérnél is. A masodik
legidésebb testvér 5 almat adott és egyet kapott a testvéreitdl, vagyis a végén 4-gyel volt
kevesebb almaja, mint amennyit szedett. A mésodik legidésebb testvér tehat 22 almat
szedett.

Ezek alapjan a 7 testvér kor szerint novekvd sorrendben 12,14, 16, 18, 20, 22, 24 almat sze-
dett.

Mire hazaértek mindenkinek a kosaraban 18 alma volt. o
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Megoldasok

3.

4.

Hullamzonak neveziink egy pozitiv egész szamot, ha a tizesekre és ezresekre kerekitett
értéke is kisebb a szamndl, de a szazasokra kerekitett értéke nagyobb a szamnal.

(a) Melyik a legkisebb hullimz6 négyjegyti szam?

(b) Hény hullimzé négyjegyli szam van?

Egy hullamzé szam utolsé, egyes helyiértéken allo szamjegye 1,2, 3 vagy 4 lehet, mert ekkor
lesz a tizesekre kerekitett érték kisebb a szdmndl. (Nem lehet 0, mivel akkor a tizesekre
kerekitett szam egyenld lenne az eredetivel.)

A tizes helyiértéken allo szamjegy 5,6,7,8 vagy 9 lehet, mert ekkor lesz a szdzasokra ke-
rekitett érték nagyobb a szamnal.

A szazas helyiértéken allé szamjegy 0,1,2,3 vagy 4 lehet, mert ekkor lesz az ezresekre ke-
rekitett érték kisebb a szamnédl. (Itt lehet 0 szdmjegy, mert ha az egyesek helyén nem 0 van,
akkor az ezresre kerekitett érték ebben az esetben is kisebb lesz.)

A szam els6 szamjegye barmely nem 0 szamjegy lehet.

(a) A fenti lehet&ségek koziil minden esetben a lehetd legkisebbet valasztva azt kapjuk, hogy
1051 a legkisebb négyjegyti hullamzé szam.

(b) A kiilonb6z6 helyiértékeken a szamjegyeket egymadstdl fiiggetleniil vélaszthatjuk meg,
igy 9-5-5-4 =900 hullAimzé négyjegyii szam van.

Egy téglalapot az aldbbi dbra szerint szétvagtunk 10 kisebb téglalapra.

Tudjuk, hogy a 10 kisebb téglalap keriiletének Osszege 6 egység.
Hany egység a nagy téglalap keriilete?
A kis téglalapok oldalainak hossza nem feltétlentil egész szami eqység.

Az alabbi dbran pirossal és kékkel jelolt négy szakasz hossza megegyezik, hiszen a szomszédos
parok ugyanannak a téglalapnak a szemkozti oldalai.
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Amikor a nagy téglalap keriiletét szamitjuk ki, akkor a kék szakaszokat egyszer, a pirosakat
egyszer sem szamoljuk bele a keriiletbe. Amikor a kisebb téglalapok keriiletét szamitjuk ki,
akkor a kék szakaszokat egyszer, a piros szakaszokat pedig kétszer vessziik figyelembe, hiszen
a kék szakaszok pontosan egy kisebb téglalap keriiletéhez tartoznak, mig a piros szakaszok
pontosan két kisebb téglalap kertiletéhez.

A felosztas olyan, hogy minden olyan szakasszal, ami egy kisebb téglalap oldala, pontosan
egy masik kisebb téglalap (az adott oldallal nem egyezd) oldala parhuzamos, és a keriileten
két megfelel$ szakaszt taldlhatunk, ahogy azt az aldbbi 4bra mutatja (az azonos hosszisagu
szakaszokat azonos szamok jelolik):

@.'-@-'-9 Vagyis, a kis téglalapok keriiletének

() Osszege ¢ppen hdromszorosa a nagy téglalap
kertiletének, ami ebbol kovetkezden 2 egység.

2. megoldas. Ha egy téglalapot négy téglalapra osztunk az abra szerint, akkor két atellenes
keriileteinek Osszege megegyezik az eredeti téglalap keriiletével, hiszen az abran jelolt moz-
gatasokkal a kis téglalapok oldalaibél megkaphatjuk az eredeti téglalap oldalait.

Mivel ez a mésik két atellenes téglalapra is igaz, igy ha mind a négy kis téglalap keriiletét
osszegezziik, akkor az eredeti téglalap keriiletének kétszeresét kapjuk.

Az aldbbi abran lathaté nyolc kis kék téglalap keriiletének Gsszege tehat éppen kétszer ak-
kora, mint a piros kerettel jelzett két téglalap kertileteinek Osszege, ami az el6zo allitasunk
szerint az eredeti téglalap kertiletével egyezik meg. Hozzavéve a két zold téglalap keriiletének
Osszegét, ami szintén az eredeti téglalap kertiletével egyezik meg, azt kapjuk, hogy a tiz kis
téglalap keriileteinek Osszege az eredeti téglalap kertiletének éppen haromszorosa.

Ebbol kovetkezéen az eredeti téglalap keriilete 2 egység. o
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d.

Bergengociaban a kovetkezo pénzérmék vannak forgalomban: 1, 2, 5, 10, 20 és 50 petak.
Sara az abran lathato 4 x 4-es tdblazat minden mezojére elhelyezett pontosan egy érmét.

18 23 95

31 ® @
32

66 ©
27

Ezutan néhany sorhoz és oszlophoz odairta, hogy mennyi az ottani érmék osszértéke.
Mutass példat arra, hogy miként helyezhette el Sara az érméket.

A teljes pontszdm eléréséhez elegendd eqy helyes elhelyezés megaddsa. Részpontszam jdrhat
olyan érdemi észrevételekért, amelyek segitik eqy helyes elrendezés megtaldldasat.

Az érmék abran lathatd elhelyezése esetén teljesiilnek a feladatban megadott feltételek:

18 23 95

31 (5| © | (5|20
32| @ |20 (®|©@
66 | (10| @ | (5)|(50)
27| @ | @ | () |20

Hogyan lehet megtaldlni a megoldast?

A kovetkezékben adunk egy mddszert a fenti helyes elhelyezés megtaldlasara, és kozben
belatjuk azt is, hogy nincs mas helyes elhelyezés.

Ha soronként osszeadjuk az értékeket, akkor megkapjuk, hogy a tablazatban Osszesen

31 + 32 + 66 + 27 = 156 petak van.

Ha ebbdl kivonjuk az els6, méasodik és negyedik oszlopban talalhato petakok 6sszegét, akkor
megkapjuk, hogy 156 — 18 — 23 — 95 = 20 petédk van a harmadik oszlopban. Ez a 20 petédk
csak ugy johet ki 4 érmébdl, hogy mind a 4 mezdbe 5 petdkosat tesziink.
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Ezek utan nézziik meg, hogy hogyan johetnek ki az 6sszegek az egyes sorokban.

18 23 95

31

32

66

27

©|®|®|®

Az els6 sorban csak ugy lehet a harom hianyzé mezé értéke 26, ha a 20,5, 1 szamok szere-
pelnek valamilyen sorrendben.

A masodik sorban a 27 csak a 20, 5, 2 szamok esetén lehet az 0sszeg, mig a harmadik sorban
61-et csak 50 4 10 + 1 osszegként kaphatjuk.

18 23 95
31 (5)
32 (5)
66 (5)
27| @ | @ |®

A negyedik sorban a 22 kijohet 204141 és 10+ 10+ 2 alakban is, &m a negyedik oszlopban
a 95 csak ugy johet ki, hogy 50+ 20+ 20+ 5, vagyis a jobb alsé sarokba csak 20-as keriilhet.
Ebbdl pedig kovetkezik, hogy az alsé sor maradék két mezojén két darab egyes szerepel.

Az elsé oszlopban a hidnyz6é 3 mez6 Osszege 17, ami csak 10 + 5 + 2 alakban &llhat eld,
amibol az el6zé bekezdés alapjan a 10-es csak a harmadik sorban lehet, a 2-es pedig a
masodik sorban, igy a bal fels6 sarokban csak 5-6s érme lehet.

18 23 95
31| (5) (5)
32/@ |®
66 (5)
27| @ | © | (®)|@20)
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Ekkor a jobb oszlop elsé sordban csak 20-as lehet, a masodik sorban csak az 5-0s, mig a
harmadik sorban csak az 50-es.

18 23 95
31 5| @

32| @ |(20)
66 |(10)| @
27| O | @

Ezek utan egyértelmiien kitolthetd a masodik oszlop is. o

SlcIcIS
BEe®

,—m Megyei fordulé

1. Hulldmzénak neveziink egy pozitiv egész szamot, ha a tizesekre és ezresekre kerekitett
értéke is kisebb a szamnél, de a szazasokra kerekitett értéke nagyobb a szamnal.

a) Melyik a legkisebb hulldmzé négyjegyti szam?

b) Héany hulldmzé négyjegyii szam van?

Egy hullamzé szam utolsd, egyes helyiértéken allo szamjegye 1,2, 3 vagy 4 lehet, mert ekkor
lesz a tizesekre kerekitett érték kisebb a szamndal. (Nem lehet 0, mivel akkor a tizesekre
kerekitett szam egyenld lenne az eredetivel.)

A tizes helyiértéken all6 szamjegy 5,6,7,8 vagy 9 lehet, mert ekkor lesz a szédzasokra ke-
rekitett érték nagyobb a szamnal.

A szazas helyiértéken allé szamjegy 0,1,2,3 vagy 4 lehet, mert ekkor lesz az ezresekre ke-
rekitett érték kisebb a szamndl. (Itt lehet 0 szdmjegy, mert ha az egyesek helyén nem 0 van,
akkor az ezresre kerekitett érték ebben az esetben is kisebb lesz.)

A szam els6 szamjegye barmely nem 0 szamjegy lehet.

a) A fenti lehet&ségek koziil minden esetben a lehetd legkisebbet valasztva azt kapjuk, hogy
1051 a legkisebb négyjegyti hullamzé szam.

b) A kiilénb6z6 helyiértékeken a szamjegyeket egymadstol fliggetleniil valaszthatjuk meg,
igy 9-5-5-4 =900 hullaAmzé négyjegyli szam van.




LIII. verseny 2023—2024.

Megoldasok

2.

Egy csapatversenyen négy fos csapatok vettek részt. Az egyik csapatban Agi, Bori, Cili és
Dora azt a stratégiat folytattak, hogy minden feladatnak volt egy megolddja, a masik harom
gyerek pedig ellendrizte a megoldast. Bori mindenki masnal tobbszor, 0sszesen nyolcszor
ellenérzott feladatot. Déra viszont csak 6tszor — mindenki més ennél tobbszor.

Ki hany feladatot oldott meg?

A feltételek alapjan megallapithatjuk, hogy Agi és Cili legalabb 6 és legfeljebb 7 feladatot
ellendrizhetett.

Mivel minden feladatot 3 ember ellenérzott, ezért az ellenorzések szamanak az Gsszege oszt-
hato 3-mal.

Bori és Déra dsszesen 13 ellendrzést végzett el kozosen. A fenti becslés alapjan Agi és Cili
pedig legalabb 12-t és legfeljebb 14-et. Tehat a négyiik altal Gsszesen elvégzett ellenorzések
szama legalabb 25 és legfeljebb 27. Ebben a tartomanyban a 27 az egyetlen harommal
oszthatd szam, vagyis Osszesen 27 ellendrzést végeztek el.

Mivel minden feladathoz 3 ellenérzés tartozik, igy az altaluk megoldott feladatok szama 9.

Mivel Bori 8, Dora 5, Agi és Cili pedig 7-7 megoldast ellenérzott, mig a megoldott és az
ellenorzott feladatok szdma minden lany esetében 9, ezért Bori 1, Déra 4, Agi és Cili
pedig 2-2 feladatot oldott meg. o

Bergengocia jatékgyaraban csak olyan, 1-t6l 6-ig szamozott dobdkockat gyartanak, melye-
ken a szamok elrendezése megegyezik a képen lathatéval (itt ugyanazt a kockét két irdnybdl
latjuk). Abban viszont kiilonb6zhetnek, hogy a szdmokat milyen szinnel festik rd a kockéra.
Minden szam vagy zold, vagy kék, vagy sarga, viszont két szomszédos lapra irt szam nem
lehet azonos szinli. Hanyféle kiillonb6z6 dobdkockat készithetnek ebben a gyarban?

=

Szamoljuk Ossze, hany olyan dobdkocka létezik, amelyen az |1 |szam zolddel lett megfestve.
Nyilvanval6an ugyanennyi olyan lesz, amelyen az | 1| kék, illetve szintén ennyi, ahol sarga.

Ha az zold, akkor a , , , nem lehetnek zoldek. Lehet a kék, de ekkor mar

biztos, hogy a |3|és |4 |sarga, emiatt az |5 | kék, viszont igy a @—OS mar csak zold lehet. Ha

viszont a |2 | sarga, akkor hasonléan megallapithato, hogy a |3 és |4 | kék, az |5 |sarga, a @
pedig zold.

Mivel mas nem lehetséges, csak két olyan kocka van, ahol | 1| zold,
tehat osszesen 3 - 2 = 6 -féle kiilonb6z6 dobdkockat gyartanak.
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2. megoldas A kocka két oldala csak akkor nem szomszédos, ha atellenes. Tehat két szam
csak akkor lehet azonos szinti, ha atellenes oldalon allnak. Tehat barmely szinre igaz, hogy
legfeljebb két olyan szinti szam lehet a kockan. fgy hat oldalt csak gy tudunk kiszinezni
hérom szinnel, ha a szemkozti parok mindig azonos szintiek.

A dobékocka szamai feloszthaték hdrom atellenes parra: [1]és[6]; (2] és (5] [3] és [4]

Ha a kiilonboz6 parok kiilonbozo szintiek, akkor a kocka teljesiti a feltételeket.

Mar csak az a kérdés, hogy hanyféleképpen oszthatjuk ki a szineket a harom atellenes ol-
dalpar kozott. Tehéat 3-2 -1 = 6-féle kiillonb6zo kockat gyartanak. o

Bergengociaban a kovetkezo pénzérmék vannak forgalomban: 1, 2, 5, 10, 20 és 50 petak.
Sara az abran lathato 4 x 4-es tablazat minden mezGjére elhelyezett pontosan egy érmét.

18 23 95

31 © @
32

66 ®
27

Ezutan néhény sorhoz és oszlophoz odairta, hogy mennyi az ottani érmék osszértéke.
Mutass példat arra, hogy miként helyezhette el Sara az érméket.

A teljes pontszam eléréséhez elegendd egy helyes elhelyezés megaddsa. Részpontszam jdrhat
olyan érdemi észrevételekért, amelyek segitik egy helyes elrendezés megtaldldsat.

Az érmék abran lathaté elhelyezése esetén teljesiilnek a feladatban megadott feltételek:

18 23 95

31 (5)| @ |(5)|(20)
32| @ |20 (®| @
66 |(10)| @ | (&) ((50)
27| @ | @ | () |(20)

Hogyan lehet megtaldlni a megoldast?

A kovetkezdkben adunk egy mddszert a fenti helyes elhelyezés megtaldlasara, és kozben
belatjuk azt is, hogy nincs mas helyes elhelyezés.
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Ha soronként osszeadjuk az értékeket, akkor megkapjuk, hogy a tablazatban Osszesen

31 4 32 4 66 + 27 = 156 petak van.

Ha ebbdl kivonjuk az els6, méasodik és negyedik oszlopban talalhato petakok osszegét, akkor
megkapjuk, hogy 156 — 18 — 23 — 95 = 20 peték van a harmadik oszlopban. Ez a 20 petdk
csak tgy johet ki 4 érmébdl, hogy mind a 4 mezobe 5 petakosat tesziink.

Ezek utan nézziik meg, hogy hogyan johetnek ki az 6sszegek az egyes sorokban.

18 23 95

31

32

66

27

| ®|®|®

Az els6 sorban csak 1gy lehet a harom hidnyzé mezo6 értéke 26, ha a 20,5, 1 szdmok szere-
pelnek valamilyen sorrendben.

A masodik sorban a 27 csak a 20, 5, 2 szamok esetén lehet az 0sszeg, mig a harmadik sorban
61-et csak 50 4 10 + 1 0sszegként kaphatjuk.

18 23 95
31 (5)
32 (5)
66 (5)
27| @ | @ |(®)

A negyedik sorban a 22 kijohet 20+ 1+1 és 10+ 10+ 2 alakban is, &m a negyedik oszlopban
a 95 csak ugy johet ki, hogy 50+ 20+ 20+ 5, vagyis a jobb alsé sarokba csak 20-as keriilhet.
Ebbdl pedig kovetkezik, hogy az alsé sor maradék két mezojén két darab egyes szerepel.
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Az els6 oszlopban a hidnyzé 3 mez6 Osszege 17, ami csak 10 + 5 + 2 alakban éllhat elo,
amibdl az el6zd bekezdés alapjan a 10-es csak a harmadik sorban lehet, a 2-es pedig a
masodik sorban, igy a bal fels6 sarokban csak 5-0s érme lehet.

18 23 95
31| (5)
32 | (2
66 | (10)
27| @ | @

Ekkor a jobb oszlop elsé sordban csak 20-as lehet, a méasodik sorban csak az 5-0s, mig a
harmadik sorban csak az 50-es.

| ®|®|®

18 23 95

31 5| @
32| @|20)|®|®
66 |(10)| @
27| @ | @

Ezek utéan egyértelmiien kitoltheté a masodik oszlop is. o

©|®|®|®

5. Panna rajzolt 5 kiillonb6z6 pontot egy papirlapra. A 10 pontpar koziil legfeljebb hanynak
a tavolsaga lehet pontosan 4 cm?

Elsé megoldds. Az abran lathaté modon megadhaté 5 pont gy, hogy a kozottiik fellépd
tavolsagok koziil 7 tavolsdg is 4 cm legyen. A megrajzolt szakaszok hossza 4 cm (vagyis
ABC, BCD és BDE szabalyos haromszogek).

C D

A B E
A kovetkezokben bebizonyitjuk, hogy 7-nél tobb tavolsag nem lehet egyenlo.

Tegyiik fel, hogy el lehet helyezni 5 pontot gy, hogy 8 tavolsag is egyenld legyen. Ez azt
jelenti, hogy a 10 tavolsag koziil legfeljebb 2 olyan van, ami nem 4 cm. Ez kétféleképpen
lehetséges azt tekintve, hogy a legfeljebb két nem 4 cm hosszisagu szakasznak legfeljebb 3
vagy pontosan 4 végpontja van.
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1. eset: a két szakasznak csak 3 végpontja van.
Ez azt jelenti, hogy az 5 pont kozott van 2 olyan, amelyektdl
az Osszes tobbi pont 4 cm tavolsagra van. Legyen az egyik

pont A, a mésik pedig B. Ez azt jelenti, hogy a maradék 3

pont rajta van az A és a B koriili 4 cm sugaru koron is.

Ez a két kor nem esik egybe, hiszen a kozéppontjaik tavolsaga A ‘
is 4 cm. Ekkor azonban a két kornek pontosan 2 metszéspontja >
van, vagyis nem lehet a maradék hiarom pont mindegyike '
mindkét koron rajta.

2. eset: a két szakasznak 4 végpontja van.

Ekkor az 6todik ponttdl (A) mind a négy pont 4 cm tavolsagra

van. Vagyis a 4 pont egy A kozépponti koron helyezkedik el.

Legyen a két nem 4 cm hossziségu szakasz BC' és DE. Vagyis BD és BE is 4 cm hosszisagu,
vagyis D és E rajta vannak a B koriili 4 cm sugara koron. Vagyis D és F az A, illetve a B
pont koriili 4 cm sugard korok metszéspontja.

Hasonl6 gondolatmenettel kapjuk, hogy C-nek rajta kell lennie az D és E koézépponti, 4 cm
sugara koron is, de ennek a két kornek a metszéspontja A és B, amikkel nem eshet egybe

C.
Osszefoglalva: a 10 pontpér koziil legfeljebb 7-nek a tavolsiga lehet pontosan 4 cm.

2. megoldas. Valasszunk ki Panna pontjai koziil kettét tetszolegesen. Mivel legfeljebb két
olyan pont van a sikon, amely mindkét kivalasztott ponttél 4 cm tavolsdgra van (a megfeleld
korok metszéspontjai), Panna tovdbbi hdrom pontja koziil legalabb egynek nem 4 cm a
tavolsaga a kivalasztott pontok valamelyikétdl.

Legyen most Panna pontjai koziil A és B tavolsaga nem 4 cm. Ekkor az el6z6 gondolatme-
nettel a tébbi harom koziil valamelyiknek a tavolsaga A-tol vagy B-t6l nem 4 cm. Legyen
ez a pont C'. Ha Panna fennmaradé két pontja D és E, akkor ezekre is alkalmazva az el6z0
gondolatmenetet azt kapjuk, hogy valamelyik pont tavolsaga D-t6l vagy E-t6l nem 4 cm.
fgy biztosan van harom kiilonb6z6 pontpar, amelyek tavolsiga nem 4 cm: 1. AB, 2. AC
vagy BC, 3. egy D-t vagy E-t tartalmazdé pontpar.

Tehat a 10 pontpar koziil legfeljebb 7-nek lehet a tavolsaga pontosan 4 cm.
Ez meg is valdsithato, példaul igy:

C D

A E B

Az dbran AEC, ECD és BDFE 4 cm oldali szabélyos haromszogek. o
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r—m Megyei fordulo

1. Quadrata hercegné készitett egy biivos négyzetet (azaz egy olyan, kiilonbozé szamokkal
kitoltott 3 x 3-as tablazatot, amelyben ugyanannyit kapunk eredményiil, akarmelyik sorban,
oszlopban vagy atléban adjuk 6ssze a benne szereplé harom szamot).

Az elkésziilt blivos négyzetben két szamot felcserélt, igy kapta 17111 |23
az abran lathaté tablazatot.

Meg lehet-e egyértelmiien allapitani, hogy melyik két szamot A e
cserélte fel Quadrata hercegno? 5126 2

Egyértelmiien meg lehet dllapitani, melyik két szamot cserélte ki Quadrata.

Szamitsuk ki a médositott tablazatban a sorok és oszlopok Osszegét (az atlokra nem lesz

sziikséglink).
17111 123|511
20114 | 8 |42
5126 2 |33
42 51 33

Amikor Quadrata megcserélte a szamokat, akkor a csere altal érintett egyik mezdébe az
eddiginél nagyobb szam kertilt, tehat ennek a mezonek a soraban és oszlopaban is megnétt
az Osszeg. A csere altal érintett masik mezobe egy az eddiginél kisebb szam kertilt, tehat
ennek a mezonek a sordban és oszlopaban is csokkent az 6sszeg. A harmadik sor és oszlop
Osszege valtozatlan maradt.

Tehéat a csere altal megnovelt értékii mezonek a modosult tabldzat legnagyobb o6sszegii
soraban és oszlopaban kell lennie, ez a fels6 kozépsé mezo, amelyen a csere utan a 11 all. Ha-
sonloképpen, a csere altal lecsokkent értékit mezonek a modosult tablazat legkisebb 6sszegii
soraban és oszlopaban kell lennie, ez a jobb alsé mezd, amelyen a csere utan a 2 all.

Tehat egyértelmiien megdallapithatd, hogy a 2 és a 11 cseréjével jott létre a fel-
adatban megadott tablazat.

Megjegyzés. 171 2 12342

A 2 és 11 szamokat visszacserélve valoban biivos négyzetet

kapunk, hiszen {gy mind a nyolc vizsgdlt Osszeg 42. 20114 | 8 |42 o
Ennek ellendrzése nélkiil is teljes egy megoldés, hiszen a fel- 5 1961 11 | 42

adat szovege implikalja, hogy létezett egy bilivos négyzet,

tehat legalabb egy miikodo cserének kell lennie. 42 42 42 42 42
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2. Bergengocia jatékgyaraban csak olyan, 1-t6l 6-ig szamozott dobdkockat gyartanak, melye-
ken a szamok elrendezése megegyezik a képen lathatéval (itt ugyanazt a kockét két irdnybdl
latjuk). Abban viszont kiilonbézhetnek, hogy a szdmokat milyen szinnel festik rd a kockéra.
Minden szam vagy zold, vagy kék, vagy sarga, viszont két szomszédos lapra irt szam nem
lehet azonos szinli. Hanyféle kiillonb6z6 dobdkockat készithetnek ebben a gyarban?

=

Szamoljuk 0ssze, hany olyan dobdkocka létezik, amelyen az |1 |szam zolddel lett megfestve.
Nyilvanval6an ugyanennyi olyan lesz, amelyen az | 1| kék, illetve szintén ennyi, ahol sarga.

Ha az [1] z61d, akkor a [2], [3], [4], [5] nem lehetnek zoldek. Lehet a[2] kék, de ekkor mar

biztos, hogy a |3|és |4 |sarga, emiatt az |5 | kék, viszont igy a @—OS mar csak zold lehet. Ha

viszont a | 2] sdrga, akkor hasonléan megéllapithat6, hogy a 3] és [4] kék, az [5] sérga, a [6]
pedig zold.

Mivel méas nem lehetséges, csak két olyan kocka van, ahol | 1| zold,
tehat osszesen 3 - 2 = 6 -féle kiilonb6z6 dobdkockat gyartanak.

Masodik megoldas. A kocka két oldala csak akkor nem szomszédos, ha atellenes. Tehat
két szam csak akkor lehet azonos szinti, ha atellenes oldalon allnak. Tehat barmely szinre
igaz, hogy legfeljebb két olyan szinfi szam lehet a kockén. Igy hat oldalt csak dgy tudunk
kiszinezni harom szinnel, ha a szemkozti parok mindig azonos szintiek.

A dobdkocka szamai feloszthatok harom atellenes parra: és @; és ; és .

Ha a kiilonbozo péarok kiilonbozé szintiek, akkor a kocka teljesiti a feltételeket.

Mar csak az a kérdés, hogy hanyféleképpen oszthatjuk ki a szineket a hdarom &atellenes ol-
dalpar kozott. Tehat 3-2 -1 = 6-féle kiillonb6z6 kockat gyartanak. O
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3. Az els6é napon délben felirtuk egy tablara: 1,2. Ezutan minden délben a kovetkezot
csindljuk: letoroljik a két tablan levd szdmot, és helyettiik felirjuk a kiilonbségiiket (a
nagyobbdl vonjuk ki a kisebbet) és az Osszegiiket. fgy példaul a masodik estén ez all a
tablan: 1,3; a harmadik estén 2,4 és igy tovabb.

Szerepelhet-e a tablan valaha 0-ra végzodo szam?

Els6 megoldés. Irjuk fel az elsé néhany szdmpart:
1,2(1,3]24]26] 4,8 4,12 8,16 | 8 24 | 16,32 || 16, 46 || 32, 64 || ...

A (2,4) és (32, 64) parban a kisebbik szdmok utolsé szamjegye is megegyezik, és a nagyobbik
szamok utolso szamjegye is.

Az utolsé szédmjegyek azonban meghatarozzak a kovetkezo kiilonbség és Osszeg utolso
szamjegyeit is, vagyis innentdl kezdve ugyanazok az utolsé szamjegyek fognak kovetkez-
ni, amiket eddig kaptunk. (Példaul a kovetkezé szampéar a (32, 96), amiknek ugyanazok az
utolsé szdmjegyei mint a (2,6) szdmpdarnak.)

Mivel eddig nem fordult el6 0 az egyesek helyiértékén, igy soha nem is fog el6fordulni.

Megjegyzés az els6 megoldashoz. Az utolsé szamjegyet vizsgalé megoldasoknal fontos, hogy
odafigyeljiink a két szam sorrendjére — csak ezzel egyiitt hatarozzak meg egyértelmiien a
kovetkez6 par utolsé jegyeit. Ugyanis példaul a (2,6) par utdn a (4,8) kovetkezik, mig a
(16, 32) péar utan — ahol szintén 2 és 6 az utols6 szamjegy — a (16, 46) par jon.

Masodik megoldas. Az elsé néhany napon a tablara keriilo szamokat vizsgalva észrevehetd,
hogy

e minden mésodik este két szomszédos kettohatvany;
e a koztes napokon este pedig egy kettéhatvany és ennek haromszorosa szerepel a tablan.

Egyrészt, ez az els6 néhény este lathatéan teljesiil (paratlanodik napokon lesz két
kettShatvény).

Masrészt, ha egy este teljestil a szabaly, akkor ez 6roklodik a kovetkezd estére is, hiszen:

e Ha egy paratlanadik este a tablan allé két szomszédos kettohatvany x és 2x, akkor ezek
kiillénbsége 2x — x = x, Osszegiik pedig = + 22 = 3x. Tehdt masnap (parosadik napon)
este is teljesiilni fog a szabdly.

e Ha egy parosadik este a tdblan allé kettéhatvany z, akkor haromszorosa 3z. Ezek
kiilonbsége 3x — x = 2z is kettOhatvany, oOsszegiik pedig x + 3x = 4x, az elébbi
kett6hatvany kétszerese. Tehat mdasnap (parosadik napon) este is teljesiilni fog a
szabaly.

A 0-ra végz6do szamok biztosan oszthatdk 10-zel, de a kett6hatvanyok és ezek haromszorosai
nem oszthaték 10-zel (mivel nincs benniik 5-6s primtényezd).

Ezért soha nem fog 0-ra végzodo szam szerepelni a tablan.

o
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4. Piroska és Bertalan azon gondolkodik, hogy az

1 2 3 2023
20247 20247 2024 "7 2024

tortek kozt hany olyan van, amely nem egyszertisitheto. Piroska szerint paros sok, Bertalan
szerint paratlan sok ilyen tort van. Melyikiiknek van igaza?

_n_

Legyen n pozitiv egész, amelyre 1 < n < 1011. Ekkor tekintsiik a t; = 5557 és a ty =
torteket. Ha t; egyszeriisithetd, akkor az azt jelenti, hogy van olyan d; > 1 egész, amely
kozos osztdja m-nek és 2024-nek. Ekkor azonban ez a d; osztja (2024 — n)-et is, hiszen a
kisebbitendot és a kivonandét is osztja. Ebbdl kovetkezik, hogy to egyszertisitheto di-gyel.

Ez forditva is igaz, ha ty egyszertisithetd, akkor (2024 — n)-nek és 2024-nek van egy dy > 1
k6zos osztdja. Ez a dy akkor osztéja a két szam kiilonbségének is, azaz 2024 — (2024 —n) = n-
nek is.

Tehat a szamok parokba &llithatok gy, hogy barmely szam pérja ugyanugy viselkedik egy-

nory 2 <7 ’ . ’ .. 1012 ;. .
szerlisités szempontjabol, mint a szdm maga. Egyedill a j5;7-nek lesz a parja 6nmaga, de ez

a szam egyszerisithetd. Vagyis Piroskanak van igaza, a nem egyszertusithet6 tortek
szama paros.

Masodik megoldas. Az egyszertsitheté tortek pontos szama is meghatarozhato a logikai
szita modszerével.

Azok a tortek egyszertisithetok, amelyek szamlaléjanak van 1-nél nagyobb kozos osztdja a
2024-gyel (szamlaléjuk nem relativ prim 2024-hez). 2024 pimtényez6s felbontdsa 23 - 11 - 23,
igy az 1,2,...,2023 szamok kozott

e [2023/2] = 1011 db 2-vel oszthatd (pdros)';
e [2023/11] = 183 db 11-gyel oszthatd;
e [2023/23] = 87 db 23-gyel oszthato.

Az ilyen szamlaléju tortek lesznek egyszertiisithetok, de ez még nem jelenti azt, hogy 1011 +
183 + 87 egyszertiisitheto tort, mivel tobbszor szamoltuk azokat, amelyek

o 2-vel és 11-gyel is, azaz 22-vel oszthatok, ilyenbdl [2023/22] = 91 db van;
e 2-vel és 23-mal is, azaz 46-tal oszthatdk, ilyenbdl [2023/46] = 43 db van;
e 11-gyel és 23-mal, azaz 253-tal oszthatdk, ilyenbdl [2023/253] = 7 db van.

De az (10114 183+87)—(91+43+7) = 1140 sem adja meg az egyszeriisithet6 tortek szamaét,
hiszen azokat a szamokat, amelyek 2-vel, 11-gyel és 23-mal is — ezek éppen a 2-11-23 = 506-
tal oszthat6 szdmok, igy [2023/506] = 3 db van bel6liik —, azokat 3-szor megszamoltuk, majd
3-szor levontuk. fgy ezeket még egyszer hozza kell szamolnunk a végén, tehat osszesen

(1011 + 183 4+ 87) — (91 4+ 43 + 7) + 3 = 1143 egyszerisithet6 van a tortek kozott.

fgy a nem egyszerlsitheto tortek szama 2023 — 1143 = 880, tehat paros, azaz Piroskanak
van igaza. o
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5. Az alabbi abrakon két egybevagd szabdlyos hatszoget latsz, melyekben valamely &tlok és
oldalak mentén bizonyos részeket sziirkére szineztiink. Melyik hatszogben szineztiink na-
gyobb teriiletet sziirkére?

¢

B

Az A, abran két kis haromszoget sargara szineztem.

A B; abran a masik két f6atlé behiizasa utan szineztem sargara két haromszoget.

@

A négy sargdra szinezett haromszog kozil barmely ketté egybevago. fgy az Aj dbran a
sargara és a sziirkére szinezett rész teriilete pontosan a hatszog fele, mig a By dbran kevesebb,
mint a fele lett.

Az egyenld teriiletii sarga részek levonasa utdn azt kapjuk, hogy az A hatszégben
szineztiink nagyobb teriiletrészt sziirkére.

Masodik megoldas. A konnyebb atlathatosag kedvéért forgassuk el a két hatszoget ugy, hogy
a behtuzott f6atlo vizszintes legyen, és a sziirke teriilet a f6atlo felett helyezkedjen el.

AQ B2

Kozismert, hogy egy szabdlyos hatszog foatloja kétszer olyan hosszi, mint az oldala. Ezért
a By dbrara pirossal berajzolt téglalap teriilete éppen kétszerese az A, abrara berajzolt
téglalapnak, hiszen el6bbi szélessége éppen kétszer akkora, mig a magassaguk megegyezik.

A Bj abran a piros hatszog tertiletének kevesebb, mint a fele van sziirkére szinezve.

Ennek belatashoz, szinezzlink pirosra még két haromszoget a B abran lathaté maédon.
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=

By
A kék szaggatott vonalak négy olyan téglalapra vagjak szét a piros téglalapot, melyek mind-
egyikére igaz, hogy a teriiletének pont a fele van beszinezve.
Kovetkezésképpen, az A dbran szineztiink nagyobb teriiletet sziirkére.

Megjegyzések a megoldashoz.

Az A dbran a hatszog teriiletének pontosan 1/3 része sziirke.
Ez tobbféleképpen belathato. Példaul, ha az Az abran lathaté
modon behtizzuk az 0sszes foatlét és még egy szemkozti oldalpar
felezOmerolegesét, akkor 12 egybevagd haromszogre bontjuk a
hatszoget, melyek koziil 4 sziirke.

As
A B 4bran a hatszog teriiletének 5/18 része sziirke.

Ez is tobbféleképpen indokolhatd, egy példat mutatunk. A korabban mar vizsgalt B, dbran
szinezziik kékre a hatszog jobb oldali felébdl még hianyzo két kis haromszoget, igy kapjuk a
Bs3 abrat, amelyen Osszesen a hatszog tertiletének fele van kiszinezve.

B3 B4

A B, 4bran pirossal keretezett szabdalyos haromszog teriilete a hatszognek 1/6-a, ennek a
két kék haromszog egyiitt 1/3-a — ez példaul abbdl kovetkezik, hogy a harmadik szimmet-
riatengelyét is behuzva 6 egybevagd darabra vagjuk szét a pirossal keretezett haromszoget,
melyek koziil 2 kék.

1

fgy a két kék haromszog egyiitt a hatszog teriiletének % . % = g Tésze.

A két sérga egyiitt 1/6 rész (hiszen egymds mellé téve a pirossal keretezett haromszoggel
egybevagd haromszoget alkotnak).

fgy a B abran sziirkére szinezett rész teriilete a hatszognek:
1 1 1 5)

— — — — — = — része.

2 6 18 18
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r—m Megyei fordulo

1. Néhany testvér (akik kozt nincsenek ikrek) elment almét szedni, mindegyikiik a sajat ko-
sardaba szedett almat. A legidésebb éppen kétszer annyi almat szedett, mint ahanyat a
legfiatalabb. Hazafelé iton mindegyikiik (a legfiatalabbat leszamitva) adott egy-egy alméat
az Osszes nala fiatalabb testvérének. fgy, mire hazaértek, minden testvér kosaraban ugyan-
annyi alma volt. Hanyan lehettek a testvérek, ha a masodik legidésebb 26 almat szedett?

Legyen a testvérek szama N. FEz azt jelenti, hogy a legidosebbnek N — 1-gyel kevesebb
alma volt a kosaraban mire hazaért, a legfiatalabbnak pedig N — 1-gyel tébb. Mivel ez a
két szam megegyezik, ezért ez azt jelenti, hogy a legidésebb testvér 2N — 2 almaval szedett
tobbet, mint a legfiatalabb.

Ez a kiilonbség azonban épp a legfiatalabb altal szedett almak szama, hiszen a legidosebb
kétszer annyit szedett, mint a legfiatalabb. Vagyis a legfiatalabb 2/N —2 darab almat szedett.

A legid6sebb ennek kétszeresét, vagyis 4N — 4-et.

A masodik legidosebb kettovel szedett kevesebbet, mint a legidésebb, hiszen miutdan mind-
ketten adtak a naluk fiatalabb testvéreiknek, a legiddsebb adott neki egyet, igy lett nekik
egyenld szamu alméjuk. Vagyis a mésodik legidésebb 4N — 6 almat szedett.

Ha 4N — 6 = 26, akkor 4N = 32, vagyis N = 8. Tehét 8 testvér ment el almat szedni.

Ezek alapjan a 8 testvér kor szerint novekvd sorrendben 14,16, 18, 20, 22, 24, 26, 28 almat
szedett. Mire hazaértek mindenkinek a kosaraban 21 alma volt. o

2. Az els6 napon délben felirtuk egy tablara: 1,2. Ezutdn minden délben a kovetkezot
csindljuk: letoroljiik a két tablan levé szamot, és helyettiik felirjuk a kiilonbségiiket (a
nagyobbdl vonjuk ki a kisebbet) és az Osszegiiket. fgy példaul a masodik estén ez all a
tablan: 1,3; a harmadik estén 2,4 és igy tovabb.

Szerepelhet-e a tablan valaha 0-ra végzodo szam?

Els6 megoldas. frjuk fel az els6 néhany szampart:
1,2]1,3]24]26] 4,8 4,12 8,16 | 8 24 | 16,32 || 16, 46 || 32, 64 | ...

A (2,4) és (32, 64) parban a kisebbik szdmok utolsé szamjegye is megegyezik, és a nagyobbik
szamok utolso szamjegye is.

Az utolsé szamjegyek azonban meghatarozzak a kovetkezo kiilonbség és Osszeg utolsod
szamjegyeit is, vagyis innentol kezdve ugyanazok az utolsé szamjegyek fognak kovetkez-
ni, amiket eddig kaptunk. (Példdul a kovetkezd szampar a (32, 96), amiknek ugyanazok az
utolso szdmjegyei mint a (2,6) szdmparnak.)

Mivel eddig nem fordult el6 0 az egyesek helyiértékén, igy soha nem is fog el6fordulni.

Megjegyzés az els6 megoldashoz. Az utolsé szamjegyet vizsgalé megoldasoknal fontos,
hogy odafigyeljiink a két szam sorrendjére — csak ezzel egytitt hatarozzak meg egyértelmiien
a kovetkezé par utolsé jegyeit. Ugyanis példdul a (2,6) par utan a (4, 8) kévetkezik, mig a
(16, 32) péar utan — ahol szintén 2 és 6 az utols6 szamjegy — a (16, 46) par jon.
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Masodik megoldas. Az elsé néhany napon a tablara keriilé szamokat vizsgalva észrevehetd,
hogy

e minden mésodik este két szomszédos kettohatvany;

e a koztes napokon este pedig egy kettchatvany és ennek haromszorosa szerepel a tablan.
Egyrészt, ez az els6 néhény este lathatéan teljesiil (paratlanodik napokon lesz két
kettShatvény).

Masrészt, ha egy este teljestil a szabaly, akkor ez 6roklodik a kovetkezo estére is, hiszen:

e Ha egy paratlanadik este a tablan allé két szomszédos kettohatvany x és 2x, akkor ezek
kiilénbsége 2x — = = x, 6sszegiik pedig « + 2x = 3z. Tehat masnap (parosadik napon)
este is teljesiilni fog a szabdly.

e Ha egy parosadik este a tablan &all6 kettéhatvany x, akkor haromszorosa 3zx. Ezek
kiilonbsége 3r — x = 2z is kettOhatvany, oOsszegik pedig x + 3x = 4x, az el6bbi
kettOhatvény kétszerese. Tehdt mdasnap (parosadik napon) este is teljesiilni fog a
szabaly.

A 0-ra végz6do szamok biztosan oszthatdk 10-zel, de a kettchatvanyok és ezek haromszorosai
nem oszthaték 10-zel (mivel nincs benniik 5-6s primtényezo).

Ezért soha nem fog O-ra végzdds szam szerepelni a tablan. O

3. Luca egy papirra novekvo sorrendben felirta azokat a haromjegyti szamokat, melyeknek
szamjegyei kiilonbozoek és csokkend sorrendben dllnak. Majd a papir hatoldalara az ugyan-
ilyen tulajdonsdgu négyjegyt szamokat sorolta fel, szintén névekvé sorrendben.

a) Melyik szam szerepel a haromjegytiek kozott a hetedik helyen?

b) Hényadik helyen szerepel a négyjegytiek kozott a 86427

a) A haromjegyi szamok koziil az els6 hét novekvé sorrendben a kovetkezo:
210, 310, 320, 321,410, 420, 421.

Tehat a hetedik szam Luca lapjanak els6 oldalan a 421.

b) Vegyiik észre, hogy ha adott négy kiilonb6z6 szamjegy, akkor ez meghataroz pontosan
egy szamot, mégpedig azt, amelyben az adott jegyek csokkend sorrendben kovetik egymaést.

Nézziikk meg el6szor, hogy hany olyan szadm van a lapon, amely kisebb, mint 8000. Ebben

csak a 0,1,2,...,7 szamjegyeket lehet felhasznalni. Tehat annyi ilyen szam van a lapon,
ahdnyféleképpen a 8 szamjegybol kivalaszthatunk 4-et. Ezek szdma:

8 8-7-6-5
(4) “132a
Nézziik meg, hogy hany olyan N szam van a lapon, amelyre igaz, hogy 8000 < N < 8600.
Ezeknek az els6 szamjegye biztosan 8-as, a maradék 3 helyre pedig a 0,1, 2, ..., 5 szdmjegyek

koziil valaszthatunk. Tehat hat szamjegy koziil kell valasztanunk 3-at, vagyis az ilyen szamok
szama:
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Most nézziik meg, hogy hény olyan N szam van a lapon, amelyre igaz, hogy 8600 < N <
8640. Ezeknek az els6 két szamjegye biztosan 8-as és 6, a maradék 2 helyre pedig a 0,1,2,3
szamjegyek kozil valaszthatunk. Tehat négy szamjegy koziil kell valasztanunk 2-t, vagyis

az ilyen szamok szama:
4 _4-3_6
2) 2.1

Végiil nézziik meg, hogy hény olyan szam van a listan, amely legalabb 8460, de kisebb, mint
8642. Ezek a 8640 és a 8641.

Osszegezve: Luca lapjdnak hétoldaldn 70 + 20 4+ 6 4+ 2 = 98 olyan szdm &ll, amely kisebb,
mint 8642.

Tehat a keresett szam a 99. helyen szerepel a lap hatoldalan.

o

4. Az alabbi dbrakon két egybevagd szabalyos nyolcszoget latsz, melyekben valamely atlok
és oldalak mentén bizonyos részeket sziirkére szineztiink. Melyik nyolcszogben szineztiink
nagyobb tertiletet sziirkére?

A B

Az A abran a nyolc haromszog koziil négy sziirke, tehat a tertilet fele lett sziirkére szinezve.

Ezt belathatjuk példaul gy, hogy a négy féatldja nyolc egybevagd, azaz egyenld teriiletil
héaromszogre (,,pizza-szeletre”) vagjuk a nyolcszoget. A nyole haromszog koziil négy, azaz
valéban teriilet fele sziirke

A B

Az B ébran rajzoljuk meg a kozépsd sziirke négyzet két atléjat. fgy a kozépso négyzetet négy
egybevagd, egyenldszari derékszogli haromszogre bontottuk. Ezek egybevagoak a nyolcszog
kertileténél keletkezé sziirke haromszogekkel, hiszen az atfogdjuk egyenlé a nyolcszog ol-
dalaval.

Tehat a sziirke Ossztertilet egy ilyen sziirke hdromszog teriiletének 8-szorosa. Két ilyen sziirke
haromszog az atfogdjandl egy olyan négyzetet alkot, amelynek oldala z, atléja y (ahol y a
nyolcszog oldalhossziisaga). A sziirke részek osszteriilete igy 4a2.
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A fehéren marado teriilet négy darab olyan téglalapbdl all, amelyek oldalai = és y, tehat a
sziirke ossztertilet: 4zy.

Vildgos, hogy = < y , és igy 42> < 4wy, azaz a B 4brdn a sziirke teriilet kevesebb, mint
fehér. Tehat a B abran nyolcszog teriiletének kevesebb, mint a fele sziirke.

Azt kaptuk, hogy az A abran szineztiink nagyobb teriiletet sziirkére.
Megjegyzés. Konnyen kiszamithat6, hogy v = 2z, de az ardny pontos értékére nincs

sziikségiink a megoldashoz.

Ha a nyolcszog oldalat (a fenti megolddsban y-t) valasztjuk 1 egységnek, akkor a B abran

V2
2
haromszogek teriilete egyenként 1/4. Igy a sziirke teriilet ardnya a B dbrén

9 1
W2+2 V2+1

a fehéren maradé téglalapok teriilete egyenként a szirke egyenloszaru derékszogl

=v2-1~0,414.

o

5. Bergengécia jatékgyaraban csupa azonos méretii kiskockat gyartanak. A kiskockak mind-
egyik lapjat pirosra vagy kékre festik, majd szétvalogatva ladakba pakoljak oket. Az A jelu
ladaban 1évo kiskockak 3 lapja piros és 3 lapja kék, a B jelli ladaban lévoknek 4 lapja piros
és 2 lapja kék, a C' jelti ladaban 1évoknek 2 lapja piros és 4 lapja kék.

Erné és Fanni egy-egy olyan 2x2x2-es nagy kockat szeretnének épiteni, amelynek semelyik
lapjan sincs kétféle szin.

a) Ernd kivett 8 kiskockéat az A jelii 1addbdl. Igaz-e, hogy ezekbdl biztosan meg lehet
épiteni egy fenti tulajdonsagu nagy kockat?

b) Fanni kivett 6sszesen 8 kiskockét a B és C' jelli ladakbdl. Igaz-e, hogy ezekbdl biztosan
meg lehet épiteni a fenti tulajdonsagu nagy kockat?

a) Ha egy kiskockdnak 3 piros és 3 kék lapja van, akkor van olyan csicsa, amelyben 1
piros és 2 kék lap talalkozik. Hiszen biztosan kell, hogy legyen két kék lap, amelyek
élszomszédosak, nevezziik ezeket X és Y lapnak. Két olyan lap van, amely X-szel és Y-nal
is szomszédos, ezek koziil legalabb az egyik piros (hiszen ha mindketté kék lenne, akkor
mar négy kék lapja lenne a kockanak).

Mindegyik kiskockan keressiink tehat egy olyan cstcsot, amelyben két kék és egy piros lap
talalkozik, és ezt a csicsot szinezziik zoldre. A kiskockakat gy forgatva épitsiik 6ssze, hogy
mindig a zold csticsok essenek a 2 x 2 X 2-es kocka csucsaiba, és a zold csicsban talalkozo
oldalak kozil a vizszintesen allé lap piros legyen, mig a két fiigglegesen allo lap kék. fgy a
kapott nagy kocka két vizszintes (alsé és fels6) lapja teljesen piros lesz, mig a négy fiigg6leges
lapja teljesen kék.

B
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Tehat biztosan meg lehet épiteni a fenti tulajdonsagi nagy kockat.

Megjegyzés az (a) részhez. Egy alternativ konstrukci6 vazlata: ha egy kiskockdnak harom
3 piros és 3 kék lapja van, akkor van olyan csticsa, amelyben 2 piros és 1 kék lap talalkozik.
Négy kiskockan keresstlink egy ilyen csticsot, és szinezziik narancsargara. A tobbi kiskockan
pedig egy-egy zdld csticsot rajzoljunk meg (ahol 2 kék és 1 piros lap taldlkozik). Ekkor az
abrakon lathaté modon ossze lehet épiteni beldliikk egy olyan nagy kockat, amelynek 3 lapja
teljesen kék és 3 lapja teljesen piros.

b) Egy kiskocka két dtellenes lapja koziil pontosan egy lathat6 az Gsszeépitett 2 x 2 x 2-es
kocka feliiletén.

Ha egy kiskockan 4 piros és 2 kék lap van gy, hogy a 2 kék lap atellenes (nevezziik az ilyet
P, tipusi kockénak), akkor ez biztosan 2 piros és 1 kék kisnégyzettel jarul hozzd a nagy
kocka feliiletéhez.

Hasonléképpen, ha egy kiskockan 4 kék és 2 piros lap van tgy, hogy a 2 piros lap atellenes
(az ilyet nevezziikk K, tipusi kockanak), akkor ez biztosan 2 kék és 1 piros kisnégyzettel
jarul hozza a nagy kocka feliiletéhez.

Ezért ha Fanni 5 darab P, tipusi kiskockat vett ki a B jeli ladabdl és 3 darab K tipusi
kiskockat a C' jelt 1adabdl, akkor 0sszesen 5-2+3-1 = 13 piros kisnégyzet és 5-1+3-2 = 11
kék kisnégyzet fogja alkotni a nagy kocka feliiletét. fgy semmiképp nem lehet egyszinii a
nagy kocka mindegyik lapja, hiszen a piros kisnégyzetek szamanak 4-gyel oszthatonak kellene
lennie a feliileten, mivel a nagy kocka mindegyik lapja 4 darab kisnégyzetbol all 6ssze.

Tehat nem biztos, hogy meg lehet épiteni a fenti tulajdonsagu nagy kockat. o
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1. Hany olyan négyjegyli pozitiv egész szam van, amelyre igaz, hogy a 4-szeresének az elsé és
az utolsé szamjegye is 4-es?

Minden négyjegyii szam kisebb, mint 10000, ezért a négyszerese kisebb, mint 40000. Tehat,
ha egy négyjegyii szam négyszerese 4-es szamjeggyel kezdddik, akkor az 4000 és 4999 kozott
van.

Mivel % = 1000, valamint % = 1249%, ezért a kiindulé szamunk legalabb 1000, legfeljebb
1249 lehet.

Ezek kozil csak azok lesznek jok, amiknek a négyszerese négyesre végzodik, ez pedig a szam
utolsé szamjegyén miulik. Mégpedig tgy, hogy ha a szam utolsé jegye 1 vagy 6, akkor a
négyszeresének utolso szamjegye 4 lesz, egyébként pedig nem.

Ez azt jelenti, hogy 1000 és 1249 kozott — ebbdl a 250 darab egymaést koveto szambdl —
minden 6todik megfeleld. Vagyis 50 olyan szam van, amely megfelel a feladat feltételeinek.

o

2. Egy robot egy 8 x 8-as sakktdbla minden fehér mezdjére réirta, hogy az a mezd hany fekete
mezdvel szomszédos.

a) Mennyi a fehér mezbkre irt szamok Osszege?

b) Ezt kovetden egy 80 x 80-as, sakktdblaszertien kiszinezett négyzet mezdivel tette meg
ugyanezt. Ezen a tablan mennyi a fehér mezdkre irt szamok Osszege?

A fehér mezdkbe csak 2, 3, vagy 4 keriilhet, hiszen ennyi fekete mezdével lehetnek szom-
szédosak a fehér mezdk. Szamoljuk Ossze, hogy melyik szam hanyszor szerepel a tablan.

2-es csak a két fehér sarokmezdbe kertil. 3-as a sakktabla széleinél lesz, 6sszesen 12 mezében.
Mivel 32 fehér mez6 van, ebbdl 14 mezdbe irt a robot 2-t vagy 3-at, a maradék 18 mezbbe
kertil 4-es.

[gy a beirt szamok dsszege
2:2+12-3+18-4=112.

A maésodik feladatrészben hasonléan gondolkozhatunk. 2-es itt is csak a két fehér sarok-
mezében lesz. A két sarkot leszamitva minden szélen 78 mez6 van, ezeknek a fele fehér,
tehat minden szélen 39 fehér mezo6 van,

vagyis Osszesen 4 - 39 = 156 olyan mez0 lesz, amibe a robot a 3-as szamot irta.
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A négyzetben @ = 3200 fehér mez6 van, ebbdl mar 158 mezébe keriilt szam, a maradék

3042 mezobe kertl 4-es.

fgy a beirt szamok osszege ebben az esetben

2-24156 -3+ 3042 - 4 = 12640.

o

3. Boribon és Annipanni felvaltva mondanak szamokat. El6szor Annipanni mond egy pozitiv
egész szamot. Boribonnak mindig az a feladata, hogy az Annipanni altal utoljara mondott
szamot felbontsa tetszélegesen két pozitiv egész szam Osszegére, s ezt a két szamot mondja
ki. Annipanni ezutan a Boribon altal mondott két szam szorzatat mondja. Ezt folytatjak,
amig kedviik tartja.

Ha Annipanni el6szor 24-et mondott, akkor lehetséges-e, hogy egyszer a 2024-et is kimond-
ja?

Vegyiik észre, hogy ha Boribon barmikor az Annipanni dltal mondott szdmot tgy bontja
fel két szam Osszegére, hogy az egyik az 1, akkor a kapott szamok szorzataként Annipanni
éppen eggyel kisebb szamot fog mondani, mint azelott.

Tehat, ha sikeriil egyszer Annipanninak 2024-nél nagyobb szamot mondania, akkor onnan
biztosan megoldhato, hogy a 2024-et is kimondja.

Erre szamtalan kiillonb6z6 megoldas készitheto, egyet szemléltet az alabbi tablazat:

Annipanni | 24 140 4000 3999 3998
Boribon 10, 14 100, 40 1, 3999 1, 3998
Tehat lehetséges, hogy Annipanni kimondja a 2024-et o

4. Aprilis 1-jén reggel egyetlen 0 allt egy téblan. Ezutdn minden nap délben annyit adtunk
hozza a tablan 1évo szamhoz, vagy vontunk ki beléle, ahanyadika volt éppen, majd az igy
kapott eredményt {rtuk a tédblan szerepld szam helyére. (Tehdt &prilis 1-jén este vagy 1,
vagy —1 allt a tédblan.)

a) Allhatott-e 4prilis 10-én este a tabldn a 227
b) Allhatott-e &prilis 10-én este a tablén a —377?

Tegyiik fel, hogy minden nap kivonunk a tablan szereplé szambdl. Alabb latjuk, hogy
hogyan valtozott naprol napra a tablara irt szam.

0—(-1) = (—-3) = (=6) = (—=10) — (—15) = (—21) — (—28) — (—36) — (—45) — (—5b)

Ebben az esetben tehat aprilis 10-én este a —55 szerepelne. Ha egy adott napon a kivonas
helyett hozzaadtunk volna, azaltal a kovetkezé érték az adott szam kétszeresével no, majd
emiatt innentdl kezdve mindegyik, tehdt a —55 helyett is egy paros szammal novelt értéket
kapnank. Mivel egy paratlan szamhoz parosat hozzdadva mindig paratlan szamot kapunk,
ez azt jelenti, hogy a tablan a 10. estén csak paratlan szam szerepelhet. Vagyis a 22 nem
allhatott a tablan aprilis 10-én este.
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Ahhoz, hogy a —37-et kapjuk, 18-cal kell novelni az el6bb vizsgalt Osszeget. Vagyis, ha a
kilencedik napon a 9-et nem kivonjuk, hanem hozzaadjuk az aktualis szamhoz, akkor végiil
éppen —37 lesz a tdblan aprilis 10-én este. Ez tehat lehetséges, ahogy alabb is lathatjuk.

05 (=1) = (=3) = (=6) = (—=10) = (=15) = (=21) = (=28) = (—=36) = (—27) — (—37)

Megjegyzés. Természetesen méas modon is megkaphatjuk a —37-et, mindossze arra kell figyel-
ni, hogy 9 legyen azon napok sorszamanak Osszege, melyeken a kivonas helyett hozzaadast
végziink. Igy tovabbi hét megoldas adddik.

0513 (<1) 5 (—4) 3 (=8) 5 (—13) 5 (—19) 3 (=26) 5 (—18) = (=27) = (—37)

05 (1) B 15 (=2) 5 (=6) = (=11) S (—17) 5 (=10) = (=18) = (=27) = (—37)
0= (=1) = (=3) 50> (—4) = (=9) 5 (=3) = (=10) = (—18) = (—27) = (—37)
05 (1) 5 (=3) 5 (=6) 5 (=2) 535 (=3) 5 (—10) = (=18) = (=27) = (—37)

051533505 (—4) 5 (—9) 5 (=3) 5 (=10) S (—=18) = (—27) = (—37)
0515 (1) 525 (=2) 535 (=3) 5 (=10) = (—=18) = (—27) = (=37
05 (1) 515458535 (=3) 5 (—10) = (—18) = (—27) = (—37)
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5. Az alabbi abran egy foldtertilet térképét latjuk, racsvonalakkal mezokre bontva. Abel azt a
feladatot kapta, hogy a réacsvonalak mentén ossza fel keritésekkel a foldteriiletet tigy, hogy
a szammal jelzett helyekrél pontosan annyi mez6t lehessen kerités atlépése nélkiil elérni (a
szdmot tartalmazo mezot is beleértve), mint amennyi az adott mezdre van irva. A keritések
altal hatarolt teriiletek mindegyikében szerepelnie kell legaldbb egy szamnak.
Hova épitheti Abel a kerftéseket? Készits 4brat.

61 it
[ LD s iriel
5 i5i5; i3, | i
| 6 @ | 8

A teljes pontszam eléréséhez elegendd egy helyes rajz megaddsa. Részpontszam jdrhat olyan
érdemi gondolatok leirdasaért, amelyek seqgitik eqy helyes rajz megtaldldsdt.

Megjegyzés.

Lathat6, hogy a két 3-as nem lehet egy teriileten, igy lesz két kiilonbozo 3-as teriilet.
Ezenkiviil a bal felso sarokban és az alsé sorban 1évé két hatos egyike sem lehet azonos
teriileten, igy lesz legaldbb harom darab 6 méretii teriilet. Ezek alapjan kell lennie legalabb

3+3+4+5+6+6+6+7+9=49

teriiletnek.
Osszesen 54 teriilet van, ami csak ugy jon ki, ha az 5-0s teriiletbdl is ketto van.

Vagyis ebbdl az kovetkezik, hogy harom 6-os tertilet van. Mivel semelyik harom 6-os nem
keriilhet egy teriiletre, igy mindharom 6-os teriileten 2-2 hatosnak kell lennie. Az els6 oszlop-
ban 1év6 6-0s csak a mésodik oszlopban 1év6 6-ossal lehet egyiitt. [gy a harmadik oszlopban
1év6 6-osnak a hetedik oszlopban 16vo 6-ossal lesz egyiitt.

Ezek alapjan be tudjuk hizni az alabbi vonalakat.
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A bal oldali 5-6snek egy 5 méretii teriileten kell lennie, illetve a két kilencesnek is azonos
tertileten kell lennie, igy még tovabbi vonalakat tudunk behizni.

ORI
| s 76
T s s
e o |6

Végiil lathato, hogy a méasodik oszlop legfelsé mezdjéhez csak a 7-es teriilet tud elérni. Ezek
utan mar lépésenként behuzhaté a tobbi vonal is. o
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1. Ot gyerek beszélget a labdéikrél. Minden gyercknek legaldbb egy és legfeljebb 6t labdaja
van, tovabba semelyik két gyereknek nincs ugyanannyi labdaja. Az alabbi igaz allitasokat
mondjak:

Aliz:  'To6bb labdam van, mint Boldizsarnak.
Boldizsar: Nem két labdam van.
Csenge:  Annyi labddm van, mint Aliznak és Elemérnek Gsszesen.
Dorka: Szeretem a labdakat.
Elemér: Ha Aliz labdainak a szdmat megszorozzuk Boldizsar labdainak szamaval,
akkor a kapott szam nagyobb, mint Csenge labddinak a szama.

Kinek hany labdaja van?

Mivel Csengének annyi labdédja van, mint Aliznak és Elemérnek osszesen, igy Csengének
tobb labdéja van, mint Aliznak.

Ha Boldizsarnak csak 1 labdaja lenne, akkor az el6z6 megfigyelés alapjan, nem lehetne igaz
Elemér allitasa, igy Boldizsarnak nem egy labdaja van.

Mivel Aliznak tobb labdédja van, mint Boldizsarnak, Csengének pedig tobb labdéja, mint
Aliznak, Csengének pedig legfeljebb 6t labdédja van, igy Boldizsarnak legfeljebb harom
labdéja lehet.

Mivel Boldizsarnak nem lehet két labdaja, igy neki csak harom labdaja lehet.
Ekkor Aliznak négy, Csengének 6t labdaja van.

Csenge allitas miatt a maradék két ember koziil Elemérnek van egy labdéja, Dorkanak pedig
két labdaja.

2. Az abran lathato szabalyos 6tszog kertiletén pirossal megjeloltiink néhany pontot ugy, hogy
minden oldalan pontosan harom piros pont van.

Osszesen héany pontot jelolhettiink meg pirossal?
Mutass példat az 6sszes lehetoségre, és indokold, hogy ezeken
kiviil mas lehet6ség nincs.

Szamoljuk meg a piros pontokat oldalanként: 5 -3 = 15. Ha minden piros pontot pontosan
egyszer szamolunk igy, akkor megkapjuk a piros pontok maximalis szamat, ami 15.

Ha egy piros pont cstcsra esik, akkor azt az el6z6 szamitéssal kétszer szamoltuk meg, vagyis
a piros pontok valodi szama annyival kevesebb 15-nél, ahany cstcs piros. Mivel legfeljebb 5
csucs lehet piros, igy legaldbb 15 — 5 = 10 piros pontra van sziikség.

Vagyis 10, 11, 12, 13, 14 vagy 15 pontot jelolhettem meg pirossal.
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Mindegyik esetre mutatunk egy-egy példat:

(7

10 piros pont 11 piros pont 12 piros pont

J

13 piros pont 14 piros pont 15 piros pont

D

o

3. Egy dobodkocka-szimulator hét kis lampa segitségével jeleniti meg a szamokat az abran
lathatéo médon. Legkevesebb hany lampakapcsoldsra van sziikség ahhoz, hogy az egyesbol
indulva az 0sszes szam megjelenjen valamilyen sorrendben, majd jra az egyest lassuk?

(] [ J (] O [ J O O O O O O O
®Oe [ 2 I e O e (2 I J ®eC e O ® O
® [} O (] O [ J O O O O O O

Ha kezdetben az 1-esnek megfelel6en csak a kozépsé lampa vilagit, majd valamikor elérjiik
a 6-ost, ahol csak a kozépso lampa nem vilagit, akkor ehhez mind a hét lampéat legalabb
egyszer kell kapcsolni. Ugyanigy mind a hét lampat kell kapcsolni legalabb egyszer, mig a
6-os allasbdl visszatériink az 1-esbe. Ez azt jelenti, hogy biztosan sziikségiink lesz legalabb
14 kapcsolésra.

Megmutatjuk, hogy lehetséges is ennyivel. Példaul az alabbi sorrend nem igényel 14-nél tébb

kapcsolast.
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4. Egy 3 x 3-as tablazatba beirtuk a 0, 1,2, 3,4, 5, 6, 7, 8 szamokat, mindegyik szamot pontosan
egy mezobe. Egy mezét kereknek neveziink, ha a vele élszomszédos mezokre irt szamok
osszege 10.

Legfeljebb hany kerek mez6 lehet a tablazatban?

Jeloljiik betiikkel a négyzetbe irt szamokat az alabbi médon, és szinezziik is meg a mezoket.

A|lB|C
D|E|F
G|H|I

A és E nem lehet egyszerre kerek, mert akkor B+ D és B+ D + F + H is 10 lenne, vagyis
F + H = 0 lenne, ami lehetetlen. Ugyanigy F és G sem lehet kerek egyszerre.

A és G sem lehet kerek egyszerre, mert akkor B+ D és D+ H is 10 lenne, amibol kovetkezik,
hogy B = H, ami szintén lehetetlen. (Igy a harom sarga mezén &all6 szam koziil legfeljebb
egy lehet kerek.)

Ugyanigy kapjuk, hogy C és I (a két fehér mezon allé szdm) sem lehet kerek egyszerre.

Ha B és F' (a két piros mezén 16v6 szdm) is kerek lenne, akkor A+ C+ E és C+ E+1is 10
lenne, vagyis A és I egyenl6 lenne, ami lehetetlen. Hasonléan kapjuk, hogy D és H (a két
kék mezén 16v6 szdm) sem lehet kerek egyszerre.

Ezzel belattuk, hogy az azonos szinnel jelolt szamok koziil legfeljebb egy lehet kerek. Mivel
négy szint hasznaltunk, ezért legfeljebb 4 kerek szam lehet a tablazatban.

Az pedig elérhetd, hogy 4 mezd legyen kerek:

0
8 | 4
6

Megjegyzés. Hogyan lehet megtaldlni a konstrukciét?

Lathato, hogy ha A kerek, akkor C' nem lehet az, igy I-nek kellene kereknek lennie. Ugyanigy,
ha D kerek, akkor B nem lehet kerek, csak F. Prébaljuk elérni, hogy ez a 4 mez6 (A, D, F,
I) legyen kerek.

frjuk fel a kerek mezok szomszédait:
(B+D)+(F+H)+(A+E+G)+(C+E+1)=10+10+ 10+ 10 = 40.

Ebben az 6sszeghben minden szam 1-szer szerepel az E kivételével, ami viszont kétszer. A
tablazatban a szamok Gsszege 36, igy = 40 —36 = 4. Vagyis A+ G = C'+ [ = 6. Ez pedig
a megmarado szamokbol csak a 0-6-ra és az 1-5-re teljesiil. Ezutan a maradék szamokbdl is
tudunk két part képezni, amiknek az Osszege 10. (A 2-8 és a 3-7.) o
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1. Egy robot egy 8 x 8-as sakktabla minden fehér mezdjére rairta, hogy az a mez6 hany fekete
mezdvel szomszédos.

(a) Mennyi a fehér mezékre irt szamok Gsszege?

(b) Ezt kdvetéen egy 80 x 80-as, sakktablaszertien kiszinezett négyzet mezdivel tette meg
ugyanezt. Ezen a tablan mennyi a fehér mezdkre irt szamok Osszege?

A fehér mezdkbe csak 2, 3, vagy 4 keriilhet, hiszen ennyi fekete mezovel lehetnek szom-
szédosak a fehér mezok. Szamoljuk 0ssze, hogy melyik szam hanyszor szerepel a tablan.

2-es csak a két fehér sarokmezobe keriil. 3-as a sakktabla széleinél lesz, 6sszesen 12 mezoben.
Mivel 32 fehér mez6 van, ebbdl 14 mezdbe irt a robot 2-t vagy 3-at, a maradék 18 mezdbe
kertil 4-es.

fgy a beirt szamok Osszege
2:2+12-3+18-4=112.

A maésodik feladatrészben hasonléan gondolkozhatunk. 2-es itt is csak a két fehér sarok-
mezében lesz. A két sarkot leszamitva minden szélen 78 mez6 van, ezeknek a fele fehér,
tehat minden szélen 39 fehér mezo6 van,

vagyis 0sszesen 4 - 39 = 156 olyan mez06 lesz, amibe a robot a 3-as szamot irta.

A négyzetben @ = 3200 fehér mez6 van, ebbdl mar 158 mezébe keriilt szam, a maradék
3042 mezobe keriil 4-es.

fgy a beirt szamok osszege ebben az esetben

2.2+ 156 -3+ 3042 - 4 = 12640.
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2. Héany olyan hatjegy(li pozitiv egész szam van, amelyre igaz, hogy a 6-szorosanak az elso és
az utolsé szamjegye is 6-o0s?

Minden hatjegyli szam kisebb, mint 1000000, ezért a hatszorosa kisebb, mint 6000000.
Tehat, ha egy hatjegyli szdm hatszorosa 6-os szamjeggyel kezddédik, akkor az 600000 és
699999 kozott van.

Mivel %990 — 100000, valamint %299 = 1166663, ezért a kiindulé szdmunk legaldbb 100000,
legfeljebb 116666 lehet.

Ezek koziil csak azok lesznek jok, amiknek a hatszorosa hatosra végzodik, ez pedig a szam
utolsé szamjegyén mulik. Mégpedig tgy, hogy ha a szdm utolsé jegye 1 vagy 6, akkor a
hatszorosanak utolsé szamjegye 6 lesz, egyébként pedig nem.

Ez azt jelenti, hogy 100000 és 116666 kozott — ebbdl a 16667 darab egymést koveto szambol —
minden 6todik megfeleld. Vagyis 3334 olyan szam van, mely megfelel a feladat feltételeinek.

o

3. Jelolje ,,A” azoknak a négyjegyli szamoknak a szamat, amelyek felirhatoak harom egymaést
kovetd pozitiv egész szam Osszegeként. Legyen ,,B” azoknak a tizjegyil szamoknak a szdma,
amelyek felirhatéak harom egymast kovetd pozitiv egész szam szorzataként.

Melyik a nagyobb, ,,A” vagy ,,B”?

A vizsgalt négyjegyll szamokbdl van tobb, azaz
A> B.

Ennek belatdsahoz kiszamitjuk A pontos értékét, majd belatjuk, hogy B ennél kevesebb.

Egyrészt 3324 333 + 334 = 999 még haromjegyii, de 333 + 334 + 335 = 1002 mar négyjegyti.
Masrészt 3332 + 3333 + 3334 = 9999 még négyjegytl, de 3333 + 3334 + 3335 = 10 002 mar
otjegyt.

Tehat pontosan akkor lesz harom egymast kovetd pozitiv egész szam Osszege négyjegyti, ha
a legkisebb osszeadando legalabb 333 de legfeljebb 3332.

Ilyen egész szambdl 3332 — 333 + 1 = 3000 db van, tehat A = 3000.

Most becstiljiik meg B-t. A legkisebb alkalmas szorzatot keresve megallapithatjuk, hogy:
999 - 1000 - 1001 = 999 999 000 még kilencjegyti, de 1000 - 1001 - 1002 = 1 003 002 000 mar
tizjegyt.

Ha B > A = 3000 lenne, akkor a 3999 -4000-4001 szorzatnak még tizjegytinek kellene lennie
(itt 3999 = 1000 + 3000 — 1, igy kaptuk ezt a szdmharmast). Azonban

3999 - 4000 - 4001 > 3000 - 3000 - 3000 = 27 000 000 000,

tehat a 3999 - 4000 - 4001 szorzat (legalabb) 11-jegyti.
Ezzel belattuk, hogy A > B.

Megjegyzés. Szamolégéppel (vagy sok tiirelemmel) meghatarozhaté a legnagyobb alkalmas
szorzat is: 2153 - 2154 - 2155 = 9 993 946 110 még tizjegyl; mig 2154 - 2155 - 2156 =
10 007 871 720 mér 11-jegyti. (Segithet a /10 ~ 2,1544 kozelité érték.) Tehat B =
2153 — 1000 + 1 = 2154. O
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4. Mokus Peti és Mékus Panni szeretnék feltolteni az éléskamrajukat télire. A kamraban dié
és mogyoro is elhelyezhetd. Ha csak diot raknak a kamraba, akkor abbdl 450 darab, ha csak
mogyorot, akkor abbdl 720 darab fér el. A kamraban egyszerre dié és mogyoro is lehet, elfér
benne példaul 225 dié és 360 mogyord egyszerre, és ekkor a kamra teljesen tele van.

Peti egy nap alatt vagy 12 didt, vagy 20 mogyordt tud gytijteni, Panni pedig naponta vagy
10 diét, vagy 15 mogyordt. (Egy moékus egy napon beliil csak egyféle eleséget gytijthet.)
Legkevesebb hany nap alatt tudjak megtolteni az tires éléskamrat?

Ha Mokus Peti egyediil toltené meg a kamrat, akkor csak diét gytjtve 41%0 = 37,5 napra
lenne sziiksége, ha csak mogyorét gytijt, akkor % = 36 nap alatt elkésziil. Ez azt jelenti,

hogy aranyaiban lassabban halad, ha diét gytijt, mint ha mogyordt, vagyis akkor lenne kész
a leghamarabb, ha minden nap mogyorét gytijt. Ha Modkus Panni is gytjtoget, Petinek
akkor is érdemesebb mindig mogyorot gytijtenie, hiszen azzal 6 nagyobb részét tolti meg az
¢éléskamranak.

Ugyanezt vizsgalva Mokus Panni esetében azt kapjuk, hogy dioval 4% = 45 nap, mig mo-

gyordval % = 48 nap lenne egyediil megtoltenie a kamrat, tehat Panni gyorsabban halad,
ha csak diét gyfijt.

Mivel Peti minden nap a kamra % részét, Panni pedig az %—ét tudja megtolteni, igy egytitt

minden nap a kamranak % + % = %80 + % = % = % részét toltik meg legfeljebb. Tehéat
legkevesebb 20 napra van sziiségiik az éléskamra feltoltéséhez, és ez meg is valdsul, ha Peti

minden nap mogyordt, Panni minden nap diét gytijt. o

5. Zalan az frasbeli szorzast gyakorolja az anyukajaval.

a) Az anyukdja mond neki egy szamot és ennek a szamnak kell kiszdmitania a 3-szorosét,
4-szeresét, 5-sz0r0sét és igy tovabb, egészen a 11-szereséig. Vagyis 9 szorzast kell minden
esetben elvégeznie.

Tud-e Zalan anyukaja olyan pozitiv egész szamot mondani, amely esetén a kapott 9
szam elso szamjegyei mind kiilonbozoek?

b) Késébb Zaldn anyukdja kicsit médositotta a feladatot, és azt kérte, hogy szamitsa ki a
szam 4-szeresét, 5-szorosét és igy tovabb, egészen a 12-szereséig. Vagyis ismét 9 szorzast
kell minden esetben elvégeznie.

Tud-e ebben az esetben Zalan anyukaja olyan pozitiv egész szamot mondani, amelynél
a kapott 9 szam elso szamjegyei mind kiilonbozéek?

a) Ha Zalan anyukdja a 91-et mondja, akkor a szorzdsok eredményei rendre 273, 364, 455,
546, 637, 728, 819, 910 illetve 1001. Az elsé szamjegyek kiilonbozbek, a vélasz tehat
igen.

b) Megmutatjuk, hogy ebben az esetben nem lehetséges a feltételnek megfelel6 szam
mondasa. Vegylk észre, hogy az elvégzett szorzasok eredményei kozott a legnagyobb
éppen haromszorosa a legkisebbnek (hiszen a legnagyobb egy pozitiv egész 12-szerese,
mig a legkisebb ugyanannak a pozitiv egésznek a 4-szerese). Azt fogjuk igazolni, hogy
egy pozitiv egész szam (jeloljiik n-nel) és a hdromszorosa (3-n) kozott nem tud eléfordulni
mind a 9 kezddszamjegy.
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A szamjegyek szamatodl fiiggetlentil, ha n 1-essel kezddédik, akkor a haromszorosa ugyan-
annyi szamjegybol fog allni, és kezdd szamjegye csak 3, 4 vagy 5 lehet. Ebben az esetben
tehat az n és 3 - n szamok kozott csak az 1, 2, 3, 4, 5 fordulhat elo els6 szamjegyként.

Ha n els6 szamjegye 2, akkor a haromszorosa ugyannyi szamjegybdl all, mint n, és elso
jegye kisebb lesz, mint 9. Tehat itt sem fordulhat el6 mind a 9 féle kezd6szamjegy.

Ha n kezd6 szamjegye 3, 4 vagy 5, akkor a haromszorosa mar &llhat eggyel tobb
szamjegybol, vagyis megjelenhet az 1-es kezd6 szamjegyként az n és 3 - n szdmok kozott
valahol, de a 2-es mar nem, hiszen a legnagyobb 5-6ssel kezd6d6 szam haromszorosa is
még 1-essel kezdddik. Ezekben az esetekben a 2-es nem szerepelhet a tobbszorosck elso
szamjegyei kozott.

Ha n els6 szamjegye 6, 7, 8 vagy 9, akkor szerepelhet a 2 is 3-n kezdo szamjegyeként, de
a 3 mar nem (a 4 és az 5 sem). Ezekben az esetekben tehat n és 3 - n kézott egy olyan
sem lesz, ami 3-mal, 4-gyel vagy 5-tel kezdddne.

Ezzel belattuk, hogy barmilyen (pozitiv egész) szémot mond is Zalan anyukéja, a kapott
szorzatok kozott nem fordulhat el6 mind a 9 féle kezddszamjegy.

1. Egy dobdkocka-szimulator hét kis lampa segitségével jeleniti meg a szamokat az dbran
lathatéo médon. Legkevesebb hany lampakapcsoldsra van sziikség ahhoz, hogy az egyesbol
indulva az 0sszes szam megjelenjen valamilyen sorrendben, majd jra az egyest lassuk?

® (J [} O (] O O O O O O O
®Oe [ 2 I e O e o 00 @O e O ® O
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Ha kezdetben az 1-esnek megfeleléen csak a kozépso lampa vildgit, majd valamikor elérjiik
a 6-ost, ahol csak a kozépso lampa nem vilagit, akkor ehhez mind a hét lampéat legalabb
egyszer kell kapcsolni. Ugyanigy mind a hét lampat kell kapcsolni legalabb egyszer, mig a
6-os allasbdl visszatériink az 1-esbe. Ez azt jelenti, hogy biztosan sziikségiink lesz legalabb
14 kapcsolésra.

Megmutatjuk, hogy lehetséges is ennyivel. Példaul az alabbi sorrend nem igényel 14-nél tébb

kapcsolast.
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2. Egy szabalyos 12-szog kertiletén pirossal megjeloltem 2024 pontot ugy, hogy minden oldaldn
ugyanannyi piros pont van. A 12-szognek hany csucsat jelolhettem meg pirossal?

Szamoljuk 6ssze kiilon-kiilon mind a 12 oldalra, hogy hény piros pont van rajta, majd ezt a
12 szamot adjuk Ossze, ezt az Osszeget nevezziik S-nek.

Mivel mind a 12 oldalon ugyanannyi pont van, igy persze ugyanazt a szamot adjuk Ossze
12-szer, tehat S oszthato 12-vel.

fgy minden piros pontot egyszer szamoltunk meg, kivéve a csticsokba esé piros pontokat,
amelyeket két oldalndl is megszamoltunk.

Azaz S éppen annyival tobb 2024-nél, mint ahany pirossal megjelolt csics van.
Mivel Gsszesen 12 cstics van, ezért S legfeljebb 2036 lehet.

Mint kordbban megallapitottuk, S-nek oszthaténak kell lennie 12-vel, maéarpedig a
2024,2025, . ..,2036 szamok kozt egyetlen 12-vel oszthatd van, a 2028. Tehat S csak 2028
lehet, ami 4-gyel tobb a 2024-nél.

Tehat biztos, hogy 4 csticsot jeloltem meg pirossal.

Konstrukcié, amelyben 4 csics piros, és a szamok azt jelzik, hogy az adott oldal belsejében
hény piros pont van:

169

169 168

167
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3. Egy 3 x 3-as tablazatba beirtuk a 0, 1,2, 3,4, 5, 6, 7, 8 szamokat, mindegyik szamot pontosan
egy mezobe. Egy mezét kereknek neveziink, ha a vele élszomszédos mezokre irt szamok
osszege 10.

Legfeljebb hany kerek mez6 lehet a tablazatban?

Jeloljiik betiikkel a négyzetbe irt szamokat az alabbi médon, és szinezziik is meg a mezoket.

A|lB|C
D|E|F
G|H|I

A és E nem lehet egyszerre kerek, mert akkor B+ D és B+ D + F + H is 10 lenne, vagyis
F + H = 0 lenne, ami lehetetlen. Ugyanigy F és G sem lehet kerek egyszerre.

A és G sem lehet kerek egyszerre, mert akkor B+ D és D+ H is 10 lenne, amibol kovetkezik,
hogy B = H, ami szintén lehetetlen. (Igy a harom sarga mezén &all6 szam koziil legfeljebb
egy lehet kerek.)

Ugyanigy kapjuk, hogy C és I (a két fehér mezon allé szdm) sem lehet kerek egyszerre.

Ha B és F' (a két piros mezén 16v6 szdm) is kerek lenne, akkor A+ C+ E és C+ E+1is 10
lenne, vagyis A és I egyenl6 lenne, ami lehetetlen. Hasonléan kapjuk, hogy D és H (a két
kék mezén 16v6 szdm) sem lehet kerek egyszerre.

Ezzel belattuk, hogy az azonos szinnel jelolt szamok koziil legfeljebb egy lehet kerek. Mivel
négy szint hasznaltunk, ezért legfeljebb 4 kerek szam lehet a tablazatban.

Az pedig elérhetd, hogy 4 mezd legyen kerek:

0
8 | 4
6

Megjegyzés. Hogyan lehet megtaldlni a konstrukciét?

Lathato, hogy ha A kerek, akkor C' nem lehet az, igy I-nek kellene kereknek lennie. Ugyanigy,
ha D kerek, akkor B nem lehet kerek, csak F. Prébaljuk elérni, hogy ez a 4 mez6 (A, D, F,
I) legyen kerek.

frjuk fel a kerek mezok szomszédait:
(B+D)+(F+H)+(A+E+G)+(C+E+1)=10+10+ 10+ 10 = 40.

Ebben az 6sszeghben minden szam 1-szer szerepel az E kivételével, ami viszont kétszer. A
tablazatban a szamok Gsszege 36, igy = 40 —36 = 4. Vagyis A+ G = C'+ [ = 6. Ez pedig
a megmarado szamokbol csak a 0-6-ra és az 1-5-re teljesiil. Ezutan a maradék szamokbdl is
tudunk két part képezni, amiknek az Osszege 10. (A 2-8 és a 3-7.) o
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4. Van-e olyan hatszog, amelynek szomszédos oldalai merdlegesek egymésra, mindegyik oldala
milliméterben mérve egész hossziisag, a keriilete 2024 mm, a teriilete pedig 2024 mm??

Van. Az aldbbi hatszogek barmelyike megfeleld. (Az abrdkon az oldalhosszakat mil-
liméterben adtuk meg.)

6 4
1 2
3 1003 4 1004
2 2
1009 1008
K = 2024 mm K = 2024 mm
T = 3027 — 1003 = 2024 mm? T = 4032 — 2008 = 2024 mm?
3
4
6 1003
2
1006
K = 2024 mm

T = 6036 — 4012 = 2024 mm?

Megjegyzés. Nem nehéz meggondolni, hogy ha egy hatszog szomszédos oldalai merolegesek,
az lényegében csak ilyen szerkezetii lehet:

S

b

Az a,b,c,d, e, f oldalhosszakra teljesiilnie kell az a = ¢+ e és b = d + f egyenléségeknek.
A hatszog keriilete K =a+b+c+d+e+ f=2a+2b=2(a+0D).
A hatszog teriilete pedig egyszeriien felirhaté T' = ab — de alakban.

Elegendo tehat talalnunk olyan a > e és b > d pozitiv egészeket, amelyekre

a+b=1012 ¢és ab— de = 2024.

Megmutathatd, hogy ezeknek a feltételeknek csak a fenti harom megoldés tesz eleget. o
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1. Jeldlje ,,A” azoknak a négyjegyt szamoknak a szamat, amelyek felirhatéak hdrom egymést
koveto pozitiv egész szam Osszegeként. Legyen ,,B” azoknak a tizjegyl szamoknak a szama,
amelyek felirhatoak harom egymast koveté pozitiv egész szam szorzataként.

Melyik a nagyobb, ,,A” vagy ,, B”?

A vizsgalt négyjegyi szamokbdl van tébb, azaz
A> B.

Ennek belatasdhoz kiszamitjuk A pontos értékét, majd belatjuk, hogy B ennél kevesebb.

Egyrészt 3324 333 + 334 = 999 még haromjegyii, de 333 + 334 + 335 = 1002 mar négyjegyti.
Masrészt 3332 + 3333 + 3334 = 9999 még négyjegyl, de 3333 + 3334 + 3335 = 10 002 mar
otjegy.

Tehéat pontosan akkor lesz harom egymast kovetd pozitiv egész szam oOsszege négyjegyti, ha
a legkisebb osszeadando legalabb 333 de legfeljebb 3332.

Ilyen egész szambdl 3332 — 333 + 1 = 3000 db van, tehat A = 3000.

Most becsiiljiikk meg B-t. A legkisebb alkalmas szorzatot keresve megallapithatjuk, hogy:
999 - 1000 - 1001 = 999 999 000 még kilencjegyti, de 1000 - 1001 - 1002 = 1 003 002 000 mar
tizjegyt.

Ha B > A = 3000 lenne, akkor a 3999 -4000 - 4001 szorzatnak még tizjegylinek kellene lennie
(itt 3999 = 1000 + 3000 — 1, igy kaptuk ezt a szdmharmast). Azonban

3999 - 4000 - 4001 > 3000 - 3000 - 3000 = 27 000 000 000,

tehat a 3999 - 4000 - 4001 szorzat (legalabb) 11-jegyti.
Ezzel belattuk, hogy A > B.

Megjegyzés. Szamoldgéppel (vagy sok tiirelemmel) meghatérozhato a legnagyobb alkalmas
szorzat is: 2153 - 2154 - 2155 = 9 993 946 110 még tizjegyl; mig 2154 - 2155 - 2156 =
10 007 871 720 mar 11-jegyl. (Segithet a V10 ~ 2,1544 kozelitd érték.) Tehdt B =
2153 — 1000 + 1 = 2154. (4)

2. Egy téblara Elemér felirt az 1,2, 3,...,2023 szamok koziil néhanyat. Minden szam leg-
feljebb egyszer szerepelt a tablan. Tudjuk, hogy a tablan 1évé szamok koziil akarhanyat
valasztunk ki, a kivélasztott szamok Osszege soha nem lesz pontosan 2024. Legfeljebb hany
szamot irhatott fel Elemér a téablara?

Vegyiik a kovetkezo szamokat: 1012,1013,1014,...,2022,2023. Ha ezek a szamok vannak
a tablan, akkor nincs olyan osszeg, amely 2024-et adna, hiszen az elképzelhetd legkisebb
Osszeg is mar nagyobb 2024-nél: 1012 + 1013 = 2025.

Ez 1012 darab szam, tehat ennyit felirhatott Elemér a tablara.
Lassuk be, hogy 1012 szdmnal tobbet nem irhatott fel. Tekintsiik az alabbi csoportokat:

(1,2023), (2,2022), (3,2021), ..., (1011, 1013), (1012).
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(Egy kivételével minden csoportban két szdm van, és minden szam benne van pontosan egy
csoportban.)

Ez 0sszesen 1012 csoport. Ha tehat a tablan 1012-nél tobb szam lenne, akkor legaldbb az
egyik csoportbdl két szam is a tablan lenne a skatulyaelv miatt. Ez azonban lehetetlen,
hiszen ha egy csoportbdl vesziink két szamot, akkor azok Gsszege éppen 2024. o

3. Az ABCD téglalap AB és AD oldalara kifelé megrajzoljuk az ABF és ADE szabalyos
haromszogeket. Bizonyitsd be, hogy a C'EF haromszog szabalyos.
Els6 megoldas. Készitstink abrat.

E 'E

B C B C

A L A 1 L
A BC( szakasz felezomerolegese egyben az AD felezomerolegese is, ezért atmegy az E ponton.
Ezért BE = CE, hiszen ez a két szakasz egymas képe a fenti felezémerolegesre tiikrozve.

Masrészt vegyiik észre, hogy F'B felezémerolegese
¥ és az AFE egyenes egybeesik.
Ezt példaul igy lathajtjuk be: Legyen F'B
felez6pontja G. Ekkor az ABF szabalyos
haromszogben az AG egyszerre felezémeroleges és
szogfelezd, ezért GAB< = 30°. Vilagos, hogy
BAD< =90° és DAE<t = 60°, tehat:

|
I
I
I
I
I
I
I
|
|
|
|
I
!
7 I
I
I
I
|
|
|
|
I
I
I
|

A b GAE<« = GAB<+ BAD<+ DAE<
= 30° +90° + 60° = 180°.
F 2 Tehat a GA és az AE szakasz egyenesszoget zar
K be, igy tartéegyeneseik egybeesnek.
/ B C Ebbdl az kovetkezik, hogy EFF = FEB, hiszen

egymas képei az AFE egyenesre tiikkrozve.
Azt kaptuk tehat, hogy EC' = FB = E'F, amibdl nekiink az a fontos, hogy EC' = E'F.

Ugyanilyen médszerrel belathaté, hogy FC = FD (ehhez az AB felezémer6legesére
tiikroziink), illetve FFD = FE (ehhez az FA egyenesre — egyben DE felezémerélegesére
— tiikkroziink). Kovetkezésképpen F'C = FE.

Osszefoglalva: a CEF héromszoghen EC = FE = FC, tehdt valéban szabalyos.
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Masodik megoldas. Készitsiink abrat.
E E

B C B C

Vegyiik észre, hogy FBC és C'DFE haromszogek egybevagok, hiszen

BC =AD = DFE, illetve FB = BA=CD;

a két megegyezo oldal altal bezart szog pedig:
CBF<1=CBA<+ ABF<1=90°+60° = ADC<a+ EDA< = EDC<.

Kovetkezésképpen FC' = CFE (azaz CEF egyenl6 szaru).

Elegendo belatnunk, hogy EC'F'< = 60°, ebbdl kovetkezik, hogy F'C'E haromszog szabalyos.
Vildgos, hogy ECF< = DCB< — (DCE< + FCB<).

Az FBC és CDFE héaromszogek egybevagosaga miatt DCE< = BFC<, azaz

DCFE<+ FCB<« = BFC<x+ FCB<« = 30°,

hiszen BFC< és FCB< két bels6 szoge az F'BC' haromszognek, melynek harmadik belso
sz0gérdl (C'BF<) mar megallapitottuk, hogy 150°.

C)sszegezve a fentieket éppen azt kapjuk, amit szerettiink volna beldtni:

ECF< = DCB< — (BFC< + FCB<) = 90° — 30° = 60°.
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4.

Ossz fel egy 10 egység oldalhosszisagu négyzetet hét darab egyenl6 szard, derékszogi
haromszogre, amelyek teriilete novekvo sorrendben: 1, 2, 4, 9, 16, 18, 50 teriiletegység.

A teljes pontszam eléréséhez elengendd megadni eqy olyan dbrdt, amelyrdl a felosztds
egyértelmien leolvashato. Az abrdan jelezd azt is, hogy melyik haromszog teriulete mekkora.
Részpontszam jarhat olyan érdemi észrevételekért, amelyek segitik egy helyes felosztds
megtaldaldsdt.

A helyes felosztas:

Megjegyzés. Az 50 teriileti haromszog az egész négyzet teriiletének felét fedi le — ez csak
ugy lehet, ha a négyzet egyik atléja megegyezik az atfogojaval.

A 2, 18 és 50 tertileti haromszogek befogdi egész hosszusaguak, rendre: 2, 6, 10.

Az 1, 4,9 és 16 teriiletii haromszogeknek viszont az atfogdi lesznek egész hosszusaguak,
rendre: 2, 4, 6 és 8.

Ebbdl megsejthetjiik, hogy ha egy a 10 x 10-es négyzetiinket egy négyzetracson helyezziik el,
akkor a jo felosztasban a 2, 18 és 50 teriileti haromszogeknek a befogdi lesznek parhuzamosak
a racsvonalakkal; mig a tobbi darabnal az atfogé lesz valamelyik racsvonallal parhuzamos.

o
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d.

Egy korasztal koriil kiillonbozo életkorii emberek iilnek és a kovetkezo jatékot jatsszak:
valamelyikiik feldll, a két szomszédja egymassal helyet cserél, majd az allé jatékos visszaiil
a helyére.

Azt szeretnék elérni, hogy mindenkinek a jobb oldaldn néla idésebb ember iiljon, kivéve a
legidosebbet, akitol jobbra a legfiatalabb foglaljon helyet.
Igaz-e, hogy el tudjak érni a céljukat, akarmilyen sorrendben is iiltek le az elején, ha

a) 10 b) 11

ember ult kezdetben az asztal korul?

a)

Szamozzuk meg sorban a székeket 1-t6l 10-ig. Minden ember, aki atiil valamelyik masik
helyre, akkor 2-vel kisebb vagy nagyobb sorszamu helyre (vagy ha atlépi az 1-es és 10-es
szék kozti vonalat, akkor 8-cal kisebb vagy nagyobb sorszamu helyre) fog dtiilni. Mivel
a hely sorszama mindig péaros sokkal valtozik, igy aki kezdetben paros sorszamu széken
ilt, az végig péaros sorszamun fog, aki kezdetben paratlanon, az végig paratlanon fog
iilni.

Ha kezdetben a legidOsebb és a legfiatalabb is paros sorszamu székre tilt, akkor 6k végig
paros széken lesznek, vagyis soha nem tudnak egyméas mellé iilni, igy ekkor nem tudjak
elérni a céljukat.

Szamozzuk meg sorban a székeket 1-t0l 11-ig. Minden ember, aki atiil valamelyik masik
helyre, akkor 2-vel kisebb vagy nagyobb sorszami helyre (vagy ha atlépi az 1-es és 11-es
szék kozti vonalat, akkor 9-cel kisebb vagy nagyobb sorszami helyre) fog atiilni.

Rendezziik at a székeket a kovetkezd sorrendbe: 1, 3,5, 7,9, 11, 2, 4, 6, 8, 10. Megfigyel-
hetd, hogy ebben a sorrendben pontosan azok a székparok vannak egymas mellett, amik
kozt az eléz6 elrendezés szerint lehetett helyet cserélni. Vagyis ha tartjuk az el6z6 elren-
dezés szerinti cserélgetések szabalyait, akkor most a szomszédos székek kozti emberek
tudnak majd helyet cserélni.

Elscként cseréljik meg paronként az embereket 1gy, hogy a legfiatalabb keriiljon az
1-es székre. Ezutan az 1-es széket nem hasznélva cseréljiik a 3-as székre a harmadik
legfiatalabb embert, majd az 5-6s székre az 6todik legfiatalabbat, és igy tovabb, minden
székre cseréljik be az adott sorszamnak megfelel6 korti embert.

Ha mindenki a helyére keriilt, akkor a székeket az eredeti sorrend szerint visszarendezve
a feltételeknek megfelel6 sorrendet fogunk kapni, vagyis ekkor minden esetben el tudjak
érni a céljukat.
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Anna, Bea, Cili és Déra egy faluban laknak, mindegyikiiknek egy téglalap alaku kertje van.
A négy kert szélessége 12, 14, 16, illetve 18 méter valamilyen sorrendben, hosszuk pedig 40,
50, 60, illetve 70 méter valamilyen sorrendben. A lanyok az alabbi igaz allitasokat mondtak

a kertjukrol:

Anna: Az én kertem szélesebb, mint Dora kertje.

Bea: Az én kertem teriilete kevesebb, mint 1000 m?.

Cili: A kertem teriilete ugyanakkora, mint Déra kertjének teriilete.
Dora: Bea kertje hosszabb, mint az én kertem.

Add meg, hogy kinek a kertje milyen széles és milyen hossz.

Nézziik meg, hogy milyen méretiiek lehetnek a kertek:

12 m 14 m 16 m 18 m
40 m | 480 m? | 560 m? | 640 m? | 720 m?
50m | 600 m? | 700 m? | 800 m? | 900 m?
60 m | 720 m? | 840 m? | 960 m? | 1080 m?
70m | 840 m? | 980 m? | 1120 m? | 1260 m?

Orszagos donto

A lehetséges méretek koziil csak a 720 m? és a 840 m? szerepel kétszer.

Ha Cilinek és Dérdnak 840 m2-es a kertjiik, akkor Déra kertjének a hossza 60 vagy 70 méter,
Bea kertjének hossza pedig 40 vagy 50 méter, igy Doéra allitasa nem lehet igaz.

fgy csak az lehet, hogy Cili és Déra kertje is 720 m?. Vagyis egyikiik kertje 40 méter hosszt
és 18 méter széles, mig a méasik kertje 60 méter hosszu és 12 méter széles.

Mivel Anna kertje szélesebb Déraénal, igy Déra kertje a 60 méter hosszu és 12 méter széles,
Cili kertje pedig 40 méter hosszu és 18 méter széles.

Mivel Bea kertje hosszabb Déraéndl, igy az 6 kertje 70 méter hosszu.

Mivel Bea kertje kisebb, mint 1000 m?, igy az & kertje 14 méter széles.

o

2. Szilvi felirt egy pozitiv egész szamot a papirjara, majd felirta a 3-szorosat is. Azt vette
észre, hogy a kisebb szam jegyeinek Osszege éppen 3-szor akkora, mint a nagyobb szam
jegyeinek az Osszege.

Kizarasos alapon Anna kertje lesz 50 méter hosszu és 16 méter széles.

a) Bizonyitsd be, hogy a kisebbik szadm oszthaté 9-cel.

b) Mutass példat ilyen szamparra.

A nagyobb szam oszthaté 3-mal, igy szamjegyeinek Gsszege is oszthatd 3-mal.
Ennek haromszorosa igy oszthato lesz 9-cel.

Ez éppen a kisebb szam jegyeinek osszege, tehat ez is oszthato 9-cel.
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fgy a kisebb szam is oszthatd 9-cel.

Ilyen szadmpdarra sok példa van. Néhany ezek kozil: (6777,20331), (26667,80001),
(7037037;21111111).

Megjegyzés. Hogyan lehet egy ilyen szampart taldlni?

A nagyobb szdm is oszthatd 9-cel, azaz a szamjegyek Osszege legalabb kilenc, igy a ki-
sebb szam szamjegyeinek Osszege legalabb 27. Probaljuk meg elérni, hogy a nagyobb
szam szamjegyeinek Osszege 9, a kisebbé 27 legyen. Keressiink olyan szamokat, aminél a
szamjegyek Osszege sokat csokken, ha megszorozzuk harommal.

Egyjegyli szamok kozil a 7 ilyen, mivel a haromszorosa 21. A szdm végén az 1l-es min-
denképpen megmarad, de a tizesek helyén a 2-es 0-va alakithatd, ha egy 6-ost irunk a 7-es
elé, mivel a 67 haromszorosa 201. Hasonlé moédon irjunk még két 6-os a szam elejére, ekkor
a 6667 haromszorosa 20001. Ahhoz, hogy 27 legyen az Osszeg, még egy 2-est kell a szam
elejére irni, és ekkor a szdm haromszorosa 80001, aminek a szamjegyeinek Gsszege 9. (Ez
itt tlinhet szerencsének, hogy pont 9 lett az Osszeg, de az itt segitett, hogy a szam 9-cel
oszthato, igy a szamjegyek Osszege 9 vagy 18 lehetett, viszont a 18-t6l még messze voltunk,
igy varhato volt, hogy a 9-et fogjuk megkapni.) O

3. Van-e olyan hatszog, amelynek szomszédos oldalai merélegesek egymaésra, mindegyik oldala
milliméterben mérve egész hosszisigi, a keriilete 2024 mm, a teriilete pedig 2024 mm??

Van. Az aldbbi hatszogek barmelyike megfelel6. (Az abrakon az oldalhosszakat mil-
liméterben adtuk meg.)

6 4
1 2
3 1003 4 1004
2 2
1009 1008
K = 2024 mm K = 2024 mm
T = 3027 — 1003 = 2024 mm? T = 4032 — 2008 = 2024 mm?
3
4
6 1003
2
1006
K = 2024 mm

T = 6036 — 4012 = 2024 mm?
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Megjegyzés. Nem nehéz meggondolni, hogy ha egy hatszog szomszédos oldalai merolegesek,
az lényegében csak ilyen szerkezetii lehet:

S

b

Az a,b,c,d, e, f oldalhosszakra teljesiilnie kell az a = ¢+ e és b = d + [ egyenléségeknek.
A hatszog kertilete K =a+b+c+d+e+ f=2a+2b=2(a+0).

A hatszog teriilete pedig egyszeriien felirhaté T' = ab — de alakban.

Elegendo tehat taldlnunk olyan a > e és b > d pozitiv egészeket, amelyekre

a+b=1012 és ab— de = 2024.

Megmutathatd, hogy ezeknek a feltételeknek csak a fenti harom megoldés tesz eleget.

o

4. Egy négyzetracsos papirra rajzoltunk egy haromszoget, amelynek minden csiicsa racspont.
A haromszog tertilete egész szamu racsnégyzet teriiletével egyezik meg.
Bizonyitsd be, hogy van olyan oldala a haromszognek, amelynek a felezpontja is racspont.

A megoldas sordan a racsvonalakkal parhuzamos egyeneseket vizszintesnek, illetve
fliggdlegesnek nevezziikk. A hosszusagokat és a teriileteket minden esetben a négyzetracs
egységei szerint mérjuk.

A haromszog mindegyik oldalara kifelé rajzoljunk egy olyan derékszogli haromszoget, ame-
lyiknek befogdi parhuzamosak a négyzetracs vonalaival. Ezeket a haromszogeket szinezziik
sziirkére.

T\\ / 'V\
\ A N
Ya \\Cl > Ya \\ Ye
\ b Y B ‘\\
—
b

o —
Wi

-~

N
S

=N

Az a oldalra rajzolt haromszog vizszintes befogdjanak hosszat jelolje z,, fliggoleges be-
fogéjanak hosszét y,; hasonléan definidljuk zy, s, ., y. értékeket. (Ha a hdromszog valame-
lyik oldala parhuzamos a racsvonalakkal, akkor tekintsiik gy, hogy a haromszog egyik be-
fogodja és igy a haromszog teriilete is 0. Ha pl. a vizszintes, akkor z, megegyezik a hosszaval,

mig y, = 0.)
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A befogdk hosszanak Osszege egy racsnégyzetekbol allé sokszog kertiletét adja, amely biztosan
paros szam. (A sokszOg lehet téglalap vagy hatszog.) Igy az x4+ Ya, Tp + Yp, Tc+ Y. Osszegek
koziil vagy egy paros és ketté paratlan, vagy mind a hdrom paros.

Ha a paros Osszegek koziil valamelyiket két paros szam ad, akkor a megfelelo oldal fe-
lezépontja racspont, igy készen vagyunk. (Példdul ha x, és y, is paros, akkor az a oldal
felez6pontja racspont.)

Ha minden paros Osszeget két paratlan szam ad, akkor ezek szorzata is paratlan. FEzzel
szemben ha két egész szam Osszege paratlan, akkor a szorzatuk paros. Tehdt az x,y., Tpys,
x.Y. szorzatok kozil egy paratlan és kettd paros, vagy mind a harom pératlan. Igy az

TalYa + ToYp + TeYe o Tala ToYp TeYe

2 2 2 2

mennyiség egy paratlan szam fele. Ez éppen a derékszogii haromszogek teriiletének osszege,
amely tehat ebben az esetben nem egész szam.

Mivel a négy haromszog egyesitéseként kapott sokszog egész szamu racsnégyzetbol all, a
teriilete egész. Az eredeti hdromszog teriilete is egész, tehat a derékszogli haromszogek
Osszteriilete is egész. Igy az el6z6 eset nem éllhat fenn. Ezzel az éllitast belattuk.

8. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Amikor a kapitdny annyi idés volt, mint most a hajoja, akkor a hajo 23 éves volt. Amikor
a hajé annyi idos lesz, mint most a kapitany, akkor a kapitany 68 éves lesz. Hany éves most
a kapitany?

Elsé megoldas. A korabbi idopont és a mostani kozott ugyanannyi id6 telik el, mint a
mostani és a késébbi kozott: ez az idétartam megegyezik a kapitany és a hajé életkoranak
kiilonbségével.

fgy ha a haj6 kordhoz a kordbbi idépontban (23 év) hozzdadjuk ennek a kiilonbségnek a
haromszorosét, akkor megkapjuk a kapitdny korat a késébbi idépontban (68 év). Ezért ez a
kiilonbség (68 — 23) : 3 = 15 év.

Tehat régen a kapitany 23 + 15 = 38 éves volt (ugyanennyi most a hajé), most pedig
38 + 15 = 53 éves.

Maésodik megoldas. Jeloljik a kapitany életkorat K-val, a hajoé életkorat H-val.

Az els6 mondat alapjan, a kapitany K — H éve volt annyi id6s, mint a hajdja, tehat a hajo
K — H éve volt 23 éves. Ezt tgy frharjuk fel, hogy H — (K — H) = 23, vagyis 2H — K = 23.
A mésodik mondat alapjan, a hajé K — H év miilva lesz annyi id6s, mint a kapitany, igy a
kapitany K — H év mulva lesz 68 éves. Ezt gy irhatjuk fel, hogy K + (K — H) = 68, azaz
2K — H = 68.

Az els6 egyenlet atirhato tgy, hogy K = 2H — 23. A K-t behelyettesitve a masodik egyen-
letbe azt kapjuk, hogy 2(2H — 23) — H = 68, azaz 3H = 114, vagyis a haj6 38 éves.

Ezt visszahelyettesitve a K = 2H — 23 egyenletbe megkapjuk, hogy a kapitany 53 éves. o
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2. Az ABCD téglalap AB és AD oldalara kifelé megrajzoljuk az ABF és ADFE szabalyos
haromszogeket. Bizonyitsd be, hogy a C EF haromszog szabélyos.

Els6 megoldas. Készitstink abrat.

E E

B C B C

A BC( szakasz felezomerolegese egyben az AD felezOmerolegese is, ezért atmegy az FE ponton.
Ezért BE = C'E, hiszen ez a két szakasz egymas képe a fenti felezémerdlegesre tiikkrozve.

C

Masrészt vegytik észre, hogy F'B felezémerdlegese és az AE egyenes egybeesik.

Ezt példaul igy lathajtjuk be:
Legyen F'B felezopontja G. FEkkor az ABF szabdlyos haromszogben az AG egyszer-

re felezOmeroleges és szogfelezo, ezért GAB< = 30°. Vilagos, hogy BAD< = 90° és
DAFE< = 60°, tehat:

GAE<« = GAB<+ BAD<+ DAE<
30° 4 90° + 60° = 180°.
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Tehat a GA és az AFE szakasz egyenesszoget zar be, igy tartéegyeneseik egybeesnek.
Ebbdl az kovetkezik, hogy EF = E B, hiszen egymés képei az AE egyenesre tiikkrozve.
Azt kaptuk tehat, hogy FC = EB = E'F, amib0l nekiink az a fontos, hogy EC' = EF.

Ugyanilyen mddszerrel belathaté, hogy FC = FD (ehhez az AB felezémerdlegesére
tlikroziink), illetve FFD = FE (ehhez az FA egyenesre — egyben DE felezémerélegesére
— tiikroziink). Kovetkezésképpen FC' = FE.

Osszefoglalva: a CEF héromszoghen EC = FE = FC, tehdt valéban szabalyos.
Masodik megoldas. Készitsiink abrat.

E E

B C B C
Vegyiik észre, hogy F'BC és C'DE haromszogek egybevagdk, hiszen

BC =AD = DFE, illetve FB = BA=CD;

a két megegyezo oldal altal bezart szog pedig:
CBF<14=CBA<+ ABF<1=90°+60° = ADC<a+ FDA< = EDC<.

Kovetkezésképpen F'C = CF (azaz CEF egyenld szar).

Elegend6 belatnunk, hogy FCF< = 60°, ebbdl kivetkezik, hogy F'C'E haromszog szabalyos.
Vildgos, hogy ECF< = DCB< — (DCE< + FCB<).

Az FBC és CDFE héaromszogek egybevagosaga miatt DCE< = BFC<, azaz

DCE< + FCB« = BFC<+ FCB< = 30°,

hiszen BFC< és FCB< két bels6 szoge az FBC' haromszognek, melynek harmadik bels6
szogérél (C' BF <) mér megéllapitottuk, hogy 150°.

Osszegezve a fenticket éppen azt kapjuk, amit szerettiink volna beldtni:

ECF<=DCB<« — (BFC<+ FCB<«) =90° — 30° = 60°.
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3.

Ossz fel egy 10 egység oldalhosszisagu négyzetet hét darab egyenl6 szard, derékszogi
haromszogre, amelyek teriilete novekvo sorrendben: 1, 2, 4, 9, 16, 18, 50 teriiletegység.

A teljes pontszam eléréséhez elengendd megadni eqy olyan dbrdt, amelyrdl a felosztds
egyértelmien leolvashato. Az abrdan jelezd azt is, hogy melyik haromszog teriulete mekkora.
Részpontszam jarhat olyan érdemi észrevételekért, amelyek segitik egy helyes felosztds
megtaldaldsdt.

A helyes felosztas:

18

50

Megjegyzés. Az 50 teriiletii haromszog az egész négyzet teriiletének felét fedi le — ez csak
ugy lehet, ha a négyzet egyik atléja megegyezik az atfogojaval.

A 2] 18 és 50 teriileti haromszogek befogdi egész hosszusaguak, rendre: 2, 6, 10.

Az 1, 4,9 és 16 teriiletii haromszogeknek viszont az atfogdi lesznek egész hosszusaguak,
rendre: 2, 4, 6 és 8.

Ebbdl megsejthetjiik, hogy ha egy a 10 x 10-es négyzetiinket egy négyzetracson helyezziik el,
akkor a jo felosztasban a 2, 18 és 50 teriileti haromszogeknek a befogdi lesznek parhuzamosak
a racsvonalakkal; mig a tobbi darabnal az atfogd lesz valamelyik racsvonallal parhuzamos.

o
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4.

Fiéna egy szabdlyos pénzérmét dobdl, amelynek egyik oldala fej (F), a mésik pedig irés
(I).

Minden dobassorozat utan feljegyzi, hogy hany esetben volt FF, FI, IF és II két egymast
koveto dobas. Ha példaul a dobassorozata FFIFFFIIIFFI, akkor a feljegyzésében 4 FF, 3
FI, 2 IF és 2 II szerepel.

a) Hény kiilonb6z6 olyan dobéassorozat lehetséges, amelynél pontosan 3 FF, 4 FI, 2 IF és
2 11 szerepel a feljegyzésében?
b) Hény kiilonboz6 olyan dobéassorozat lehetséges, amelynél pontosan 4 FF, 3 FI, 2 IF és
2 II szerepel a feljegyzésében?
Kiilénbozonek hivunk két dobédssorozatot, ha azokban van olyan sorszami dobds, ami a két
sorozatban eltér.

Els6 megoldas. a) Els6 1épésként nézziik meg, hogy hogyan alakulhatnak a sorozatban az
FI-k és az IF-k szdma. Vegylik észre, hogy ha a sorozatban szerepel az FI, akkor a kovetkezd
FI csak akkor lehet, ha a ketto kozott van IF is a sorozatban, mivel az FI utan ahhoz, hogy
ujra FI legyen kell ismét egy F, viszont az els6 I betiik utani F-nél lesz majd egy IF is.

Ez alapjan, ha vessziik a 4 FI-t, akkor barmely ketto kozt kell lennie egy IF-nek, vagyis
legaldbb 3 IF-nek kéne lennie, azaz ilyen dobéassorozat nem létezik.

b) A sorozatban 3 FI van. Az el6z6 részbdl kiindulva kell lennie egy IF-nek az els6 és masodik
FI, valamint a méasodik és a harmadik FI kozt is.

Ezenkiviil a sorozatban még FF és II sorozatok vannak, tehat a sorozat az alabbi moédon
fog kinézni: F'...Fl...I[F...Fl...IF...FI...I, ahol az azonos betiikbol all6 blokkok
N S S S e

adb  bdb edb ddb  edb  fdb
hossza legalabb 1.

Ha van egy k hosszi F-ekbol all6 blokk, akkor abban £ — 1 darab FF par van. Tehat
ahhoz, hogy a harom blokkban oOsszesen 4 FF legyen, az kell, hogy a + ¢ + e = 7 legyen.

Erre a kovetkezd lehetéségek vannak: 5+1+41 (3 lehetéség), 4+2+1 (6 lehetSség), 3+3+1 (3
lehetéség), 3-+2+2 (3 lehetdség), ami Gsszesen 15 lehetdség.

Hasonlé mdédon, ahhoz, hogy két II legyen, a b+ d + f = 5-nek kell lennie. Erre az alabbi
lehetGségek vannak: 3+1+1 (3 lehetdség), 24241 (3 lehet6ség), ami Osszesen 6 lehetdség.

Mivel az F- és I-blokkok méretei egymastol fiiggetlenek, igy a felbontasok minden parositasa
egy-egy j6 megoldést fog adni, igy Osszesen 15 -6 = 90 lehet6ség van.

Masodik megoldds. a) Az FI blokkokban szereplé 4 db F dobéson kiviil kell lennie még 3
F-nek, amivel az FF blokkok kezdédnek. Az FI blokkokban szereplé 4 db I dobason kiviil
pedig lennie kell még 2 I-nek, amivel az II blokkok végzédnek. Ez Gsszesen 13 dobés (7 F
és 6 1) lenne, igy Osszesen 12 blokk szerepelne a feljegyzésben, de csak 3 +4 +2 42 = 11
szerepel. Tehat ilyen dobassorozat nem létezik.

b) Most is 11 blokk van a feljegyzésben, igy a sorozat 12 dobéasbdl &ll.

Az FI blokkokban szereplé 3 db F dobéson kiviil kell lennie még 4 F-nek, amivel az FF
blokkok kezdédnek. Az FI blokkokban szerepldé 3 db I dobason kiviil pedig lennie kell még 2
[-nek, amivel az II blokkok végzédnek. Ez 7 db F és 5 db I, igy minden dobast megkaptunk,
ezért a sorozat F-fel kezdddik és I-vel végzodik.
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A 7 db F kozil az utolsét biztosan, és még két korabbit I kovet. Ezeket % = 15-féleképp
valaszthatjuk ki. Az 5 db I koziil az elso, és még két tovabbi el6tt F van. Ezeket % = 6-
féleképp valaszthatjuk ki. Ezzel egyértelmiien megadtunk egy dobdassorozatot, hiszen tudjuk,
hogy héanyadik F utan jonnek I-k, és hanyadik I kezd egy 1jabb I-s blokkot. A dobéassorozatok
széma tehdt 15 - 6 = 90. (1)

5.  Egy katonai ezred 999 katondja korben éllva a kor kozepe felé néz, az ezredes pedig a kor
belsejében sétal korbe, végig az éramutatod jarasaval megegyez6 irdanyban haladva. El6szor
megall egy katonanal, akinek azt mondja: ,,Hatra arc!”, mire ez a katona megfordul. Az ez-
redes ezutan elsétél egy katona mellett, majd a kovetkezének tjra ,,Hatra arc!”-ot vezényel,
aki szintén megfordul. Ezutan két katonat hagy ki, és a kovetkezének mondja a vezényszot,
majd harmat hagy ki, és igy tovabb, mindig eggyel tobbet. fgy folytatja egész addig, mig
998 katona mellett sétdl el, majd utoljara, a 999. alkalommal is ,,Hatra arc!”-ot parancsol
a kovetkez6 katonanak.

Hany katona néz kifelé a korbél az utolsé ,,Hatra arc!” elhangzasa utan?

Szamozzuk meg a korben 1évé embereket 1-t6l 999-ig, az l-es legyen az, akinek el6szor
parancsol az ezredes. Ekkor a harmadiknak parancsol masodjara, a hatodiknak harmadjara

sth.

Vagyisaz 1 +2+ ... +n = @ osszeg 999-es maradékanak megfelel sorszamu katona
kapja az n. parancsot a megfordulasra. (Kivéve ha az &sszeg oszthaté 999-cel, mert akkor a
999-es.)

Vegyiik észre, hogy
nn+1) k(k+1) n*+n—k*—k (n—Fk)(n+k+1)

2 2 2 B 2
Ha n 4+ k& = 998, akkor n — k is paros vagyis ”— egész. Emiatt azonban "(";1) — k(kH)
oszthaté 999-cel, hiszen ilyenkor “=E egész, n + k + 1 pedig 999. Vagyis az n-edik és k- adlk
parancs ugyanannak a katonadnak szol hiszen ekkor a két 6sszeg 999-es maradéka megegyezik.

Tehéat az 1. és 997., a 2. és 996. stb., és a 498. és 500. parancs ugyanannak a katonanak
sz0l, vagyis ezek a parancsok egyiittesen nem forditanak kifelé katonat.

Marad a 499., 998. és 999. parancs. A 998. és a 999. parancs is ugyanannak a katonanak
sz0l, hiszen a végén egy teljes kort tesz meg az ezredes, miel6tt kiadja a 999. parancsot.

Tehat csak az az egy katona néz kifelé, akinek a 499. parancsot adta az ezredes. o
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1.

Megoldasok

Szilvi felirt egy pozitiv egész szamot a papirjara, majd felirta a 3-szoroséat is. Azt vette
észre, hogy a kisebb szdm jegyeinek Osszege éppen 3-szor akkora, mint a nagyobb szam
jegyeinek az Osszege.

a) Bizonyitsd be, hogy a kisebbik szadm oszthatd 9-cel.

b) Mutass példat ilyen szamparra.

A nagyobb szam oszthaté 3-mal, igy szamjegyeinek Gsszege is oszthatd 3-mal.
Ennek haromszorosa igy oszthato lesz 9-cel.

Ez éppen a kisebb szam jegyeinek osszege, tehat ez is oszthato 9-cel.

fgy a kisebb szam is oszthatd 9-cel.

Ilyen szamparra sok példa van. Néhany ezek kozil: (6777,20331), (26667,80001),
(7037037;21111111).

Megjegyzés. Hogyan lehet egy ilyen szampéart talalni?

A mnagyobb szam is oszthatd 9-cel, azaz a szamjegyek Osszege legalabb kilenc, igy a ki-
sebb szam szamjegyeinek oOsszege legalabb 27. Probaljuk meg elérni, hogy a nagyobb
szam szamjegyeinek osszege 9, a kisebbé 27 legyen. Keressiink olyan szamokat, aminél a
szamjegyek Osszege sokat csokken, ha megszorozzuk harommal.

Egyjegyli szamok koziil a 7 ilyen, mivel a haromszorosa 21. A szam végén az 1l-es min-
denképpen megmarad, de a tizesek helyén a 2-es 0-v4 alakithato, ha egy 6-ost irunk a 7-es
elé, mivel a 67 haromszorosa 201. Hasonl6 moédon irjunk még két 6-os a szam elejére, ekkor
a 6667 haromszorosa 20001. Ahhoz, hogy 27 legyen az Osszeg, még egy 2-est kell a szam
elejére irni, és ekkor a szdm haromszorosa 80001, aminek a szamjegyeinek Gsszege 9. (Ez
itt tlinhet szerencsének, hogy pont 9 lett az Osszeg, de az itt segitett, hogy a szam 9-cel
oszthatd, igy a szdmjegyek osszege 9 vagy 18 lehetett, viszont a 18-t61 még messze voltunk,
igy varhato volt, hogy a 9-et fogjuk megkapni.)

[+

[gaz-e, hogy minden 10-zel nem oszthato pozitiv egész szamnak van olyan tobbszorose,
amely ugyanolyan szamjeggyel kezdodik, mint amilyennel végzodik?

Elsé megoldds. A 0 minden pozitiv egésznek tobbszordse, és 0-val kezdodik, 0-val végzodik.

A feladat kitizésekor a szerzok az alabbi kérdésre gondoltak: igaz-e, hogy minden 10-zel nem
oszthato pozitiv egész szammnak van olyan pozitiv tobbszorose, amely ugyanolyan szdmjeggyel
kezdddik, mint amilyennel végzédik? Ekkor is igen a vdlasz, a tovabbiakban ezt bizonyitjuk.

Legyen n egy 10-zel nem oszthaté szam. Tekintsiik az n, 11n,21n, 31n, ... sorozatot. Ennek
tagjai mind ugyanarra az A # 0 szamjegyre végzodnek.

Legyen k olyan egész, amelyre 10* > 10n. Ekkor A - 10% és (A + 1) - 10* kozé esik biztosan
egy B tagja a sorozatnak, hiszen a sorozat szomszédos tagjainak kiilonbsége 10n, viszont
A-10% és (A+ 1) - 10 kiilonbsége 10%, ami nagyobb 10n-nél.

Ez a B szam n tobbszorose, tovabba els6 és utolso jegye is A.




Megoldasok

LIII. verseny 2023—2024.

Masodik megoldas. Legyen n egy tetszoleges pozitiv egész szam, amelynek utolsé szamjegye
nem 0. Az alabbiakban mutatunk egy lehetséges mddszert az n egy ilyen tobbszorosének
legyartasara.

Jelolje n utolsd szamjegyét A, ami a feltevésiink szerint nem 0.

El6szor keressiik meg n egy olyan tobbszordsét, amely A szamjeggyel kezdddik. Legyen
tovabbé n szamjegyeinek szama k, ekkor

Ezért AQ0...00-t61 kezdve A99...99-ig (azaz A- 10%-t6l kezdve (A-10% 4+ 10% — 1)-ig)

k db k db
talalunk tobb, mint n darab egymast kovetd szamot, melyek mindegyike A-val kezdodik.

Ezek kozott biztosan van legalabb egy n-nel oszthato, ezt jelolje b.
Tehat b egy A szamjeggyel kezd6do, n-nel oszthatd szam.

frjunk b végére k darab 0-t, azaz szorozzuk meg 10*-nal, majd a kapott szdmhoz adjuk hozz4
n-t, igy kapjuk a c szémot (azaz ¢ = b- 10* + n).

Belatjuk, hogy az igy kapott ¢ szam teljesiti a feladatban megfogalmazott elvarasokat.

e ¢ oszthato m-nel, hiszen b oszthatd n-nel,
és ez megmarad a 0-k végére irdsandl és az n hozzadadasanal is.

e c elsd szamjegye A.
Ugyanis b - 10¥ utolsé k szdmjegye mind 0, ezért a k-jegyli m szam hozzdadasa
csak az utolsé k szamjegyen valtoztathat. Azaz c elsé szamjegye megegyezik b elso
szamjegyével.

e c utolsé szamjegye szintén A, hiszen b - 10* utolsé szamjegye 0,
ezért ¢ utolsd szamjegye megegyezik n utolsé szamjegyével. o
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3.

Egy négyzetracsos papirra rajzoltunk egy haromszoget, amelynek minden csticsa racspont.
A haromszog tertilete egész szamu racsnégyzet tertiletével egyezik meg.
Bizonyitsd be, hogy van olyan oldala a haromszognek, amelynek a felezépontja is racspont.

A megoldas sordan a racsvonalakkal parhuzamos egyeneseket vizszintesnek, illetve
fiiggolegesnek nevezziikk. A hossziusagokat és a teriileteket minden esetben a négyzetrécs
egységei szerint mérjik.

A haromszog mindegyik oldalara kifelé rajzoljunk egy olyan derékszoglti haromszoget, ame-
lyiknek befogéi parhuzamosak a négyzetracs vonalaival. Ezeket a haromszogeket szinezziik
sziirkére.
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Az a oldalra rajzolt haromszog vizszintes befogéjanak hosszat jelolje z,, fliggbleges be-
fogdjanak hosszat y,; hasonléan definidljuk xy, ys, z., y. értékeket. (Ha a haromszog valame-
lyik oldala parhuzamos a racsvonalakkal, akkor tekintsiik gy, hogy a haromszog egyik be-
fogdja és igy a haromszog tertilete is 0. Ha pl. a vizszintes, akkor x, megegyezik a hosszaval,
mig y, = 0.)

A befogdk hosszanak Osszege egy racsnégyzetekbol allé sokszog kertiletét adja, amely biztosan
paros szam. (A sokszOg lehet téglalap vagy hatszog.) Igy az x4+ Ya, Tp + Yp, Tc + Y. Osszegek
koziil vagy egy paros és ketto paratlan, vagy mind a harom paros.

Ha a paros Osszegek koziil valamelyiket két paros szam ad, akkor a megfelelo oldal fe-
lezépontja racspont, igy készen vagyunk. (Példdul ha x, és y, is paros, akkor az a oldal
felez6pontja racspont.)

Ha minden paros Osszeget két paratlan szam ad, akkor ezek szorzata is paratlan. KEzzel
szemben ha két egész szam Osszege paratlan, akkor a szorzatuk paros. Tehdt az x,y., Tpys,
x Y. szorzatok koziil egy péaratlan és ketto paros, vagy mind a harom paratlan. Igy az

TalYa + TvYp + TeYe TalYa TvUp TeYe

2 =5 Tt T

mennyiség egy paratlan szam fele. Ez éppen a derékszogii haromszogek teriiletének dsszege,
amely tehat ebben az esetben nem egész szam.

Mivel a négy haromszog egyesitéseként kapott sokszog egész szamu racsnégyzetbol all, a
teriilete egész. Az eredeti haromszog tertilete is egész, tehat a derékszogli haromszogek
ossztertilete is egész. Igy az el6z6 eset nem allhat fenn. Ezzel az allitast belattuk. o
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4.

Egy tornasorban n kiilonb6z6 magassagi ember all, balrél jobbra novekedve.
Megkérhetiink négy szomszédos embert, hogy forditsék meg a sorrendjiiket (tehat ha
A, B,C, D sorrendben alltak eddig, akkor a miivelet utan D,C, B, A sorrendben fognak
allni).

Elérheto-e ilyen négyes megforditasok egymasutanjaval, hogy megint tornasorban legyenek,
de most jobbrol balra novekedve, ha

a)n =29; b) n =107

a) Elérhet6 ilyen cserékkel:

ABCDE(FGHI) — ABCD(EIHG)F — ABC(DGHI)EF — (ABCI)HGDEF —
I[(CBAH)GDEF — IH(ABCG)DEF — IHGCB(ADEF) — IHGC(BFED)A —
IHG(CDEF)BA — IHGFEDCBA

b) Nézziik meg, hogy hany olyan emberpar van, aminél a bal oldali ember a magasabb.
Kezdetben 0 ilyen par van, és az a célunk, hogy a végére minden ilyen legyen, azaz % =45
ilyen par legyen.

Egy 1épésben 4 ember sorrendje fordul meg, azaz % = 6 par cserélodik meg.

Ha a csere el6tt a 4 ember 6 parja x esetben magasabb a bal oldali ember, akkor a csere
utdn 6 — x esetben lesz az. Lathatd, hogy ha x paros, akkor 6 — x is péaros, ha x paratlan,
akkor 6 — z is paratlan.

Mivel minden lépésben péaros sokkal tud valtozni az ilyen parok szama, igy nem érhetd el
az, hogy a végén paratlan sok ilyen par legyen. o
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