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Feladatok

,—m Megyei fordulo

1. Egy téglalap alaku kertben egy téglalap alapteriiletii haz épiil az abran lathatéo moédon. A
kert hosszabb oldala a haz hosszabb oldalanak 3-szorosa, a kert rovidebb oldala a haz rovi-
debb oldalanak négyszerese. A maradék teriiletet parkositjak. Hanyszorosa lesz a parkositott
teriilet a héz teriiletének? O

KERT

2. A Noé barkdja cimi jatékban Oroszlan (O), Panda (P), Vizil6 (V), Zsiraf (Zs), Zebra (Z) és
Kenguru (K) utaznak a barkan egymds mogott egyesével tilve. Minden {ilésen kétféleképp
iilhetnek: menetirany szerint elore, vagy hattal. Két allat pontosan akkor tud beszélgetni,
ha egymds mogott tilnek és egymads felé fordulnak, azaz az elérébb iilé hatrafelé fordul. (Ha
nem akar beszélgetni, attél azért tilhet hattal is, de beszélgetni csak egymas felé fordulva
lehet.) Tudjuk a kovetkezéket:

1) Oroszlan az elso, és héttal il;

2) Zebra el6rébb iil, mint Panda,;

3) Zsiraf és Panda beszélgetnek a barkéban;

4) Vizilé el6re néz;

5) Vizilé a harmadik, és Kenguru utén il.

Hényféle iilésrend lehetséges? (Két iilésrend kiilonbozé, ha legaldabb egy édllat masutt, vagy
mas irdnyba nézve iil.)

3. 7Zsofi kiszamolta két négyjegyii szam kiilonbségét, és eredményiil 2018-at kapott. Ezutan
osszeadta a két négyjegyii szamban szereplo nyolc darab szamjegyet. Lehet-e az igy kapott
0sszeg

a) 6-nal kevesebb
b) 33

c) 667 0
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4. Egy kocka csicsait kiszineztiik egy-egy szinnel az alabbiak koziil: piros, sarga, zold, kék,
fekete, lila. Tudjuk, hogy ha két csics azonos szint lett, akkor azokat 0sszekdti a kocka
valamelyik éle.

L P

Egy hangya elindult a kocka egyik csticsabdl, majd mindig az élek mentén haladva sétalt a
szomszédos csucsok kozott. Az Ut soran ilyen szinti csiicsokon ment sorban: kék, lila, piros,
zold, fekete, kék, sarga, lila, piros, sarga, fekete, kék, kék. A kiindulé kék csicsot K-val, a
masodiknak érintett lila csicsot L-lel, az utana meglatogatott piros csiucsot P-vel jeloltiik
az abran. Hogyan szinezhettiik ki a tobbi (szdmozott) csicsot? ()

5. Pisti és Sarika a kovetkezo jatékot jatsszak: egy 3 x 3-as tabla mezdibe felvaltva irjak be az
egész szamokat 1-t6l 9-ig. Sérika célja az, hogy az Osszes szam befrasa utan
e a négy sarokmezoében 1évo szamok Osszege,
e a négy oldalmezdében 1év6 szamok osszege,
e az egyik atloban 1év6 szamok osszege, és
e a masik atléban 1évo szamok Osszege

mind ugyanannyi legyen. Pisti célja, hogy ezt megakadélyozza, de mivel érzi, hogy Sarika
nagyon nehéz célt tlizott ki, annyi engedményt tesz, hogy Sarika dontheti el, melyikiik
kezdjen. Kitaldlhat-e Sarika olyan stratégiat, mellyel bizonyosan legyézi Pistit? o
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1. Hany olyan 4-jegyii szam van, melyben nincs 0 szamjegy, a szamjegyek 6sszege 11, és minden

szamjegye oszthato a nala kisebb szamjegyekkel? o

. A Noé béarkdja cimii jatékban Oroszlan (O), Panda (P), Vizilé (V), Zsiraf (Zs), Zebra (Z) és
Kenguru (K) utaznak a barkdn egymds mogott egyesével iilve. Minden tilésen kétféleképp
iilhetnek: menetirany szerint elore, vagy hattal. Két allat pontosan akkor tud beszélgetni,
ha egymds mogott iilnek és egymas felé fordulnak, azaz az elérébb {il6 hétrafelé fordul. (Ha
nem akar beszélgetni, attol azért tlhet hattal is, de beszélgetni csak egymas felé fordulva
lehet.) Tudjuk a kovetkezéket:

1) Panda és Zebra nem szomszédos Oroszlannal;

2) Zsiréf elézi Vizliot-t és Pandat;

3) Zsiraf és Kenguru, valamint Vizil6 és Oroszlan beszélgetnek egymassal;

4) Zebra legalabb egy allatot lat a tobbiek koziil;

5) Zsiraf, Vizilé és Panda menetiranynak héttal iilnek.

Hényféle iilésrend lehetséges? (Két iilésrend kiilonbozo, ha legaldbb egy dllat masutt, vagy
mas irdnyba nézve iil.)

. Andrés, Béla és Csaba futoversenyeket rendeznek. Minden verseny utén, az utolsé helyezett
megduplazza az elso helyezett pénzét. Kezdetben Andrasnak 55, Bélanak 30, Csabanak pe-
dig 35 forintja volt. Hany versenyt rendeztek legaldbb, ha a végén mindenkinek ugyanannyi
pénze lett? (A versenyek ideje alatt senki se kapott mashonnan pénzt, illetve senki se kdltott
kézben a pénzébol.) ()

. Egy kocka csucsait kiszineztiik egy-egy szinnel az alabbiak koziil: piros, sarga, zold, kék,
fekete, lila. Tudjuk, hogy ha két cstcs azonos szinii lett, akkor azokat Osszekoti a kocka
valamelyik éle.

Egy hangya elindult a kocka egyik csticsabdl, majd mindig az élek mentén haladva sétalt a
szomszédos csucsok kozott. Az ut soran ilyen szinti csicsokon ment sorban: kék, lila, piros,
zold, fekete, kék, sarga, lila, piros, sarga, fekete, kék, kék. A kiindul6 kék cstcsot K-val, a
masodiknak érintett lila csicsot L-lel, az utana meglatogatott piros csiucsot P-vel jeloltiik
az abran. Hogyan szinezhettiik ki a tobbi (szdmozott) csicsot?

1
2

K

©

5. Pisti és Sarika a kovetkezo jatékot jatsszak: egy 3 x 3-as tabla mezdibe felvaltva irjak be az

egész szamokat 1-t0l 9-ig. Sarika célja az, hogy az 0sszes szdm beirdsa utan

e a négy sarokmezoében 1évo szamok Osszege,
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e a négy oldalmezoben 1év szamok Osszege,
e az egyik atléban 1év6 szamok Gsszege, és
e a masik atléban 1évo szamok Gsszege

mind ugyanannyi legyen. Pisti célja, hogy ezt megakadélyozza, de mivel érzi, hogy Sarika
nagyon nehéz célt tlizott ki, annyi engedményt tesz, hogy Séarika dontheti el, melyikik
kezdjen. Kitaldlhat-e Sarika olyan stratégiat, mellyel bizonyosan legyézi Pistit? o
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1. Pisti és Sarika a kovetkezo jatékot jatsszak: egy 3 x 3-as tdbla mezoibe felvaltva irjak be az
egész szamokat 1-t0l 9-ig. Sarika célja az, hogy az Osszes szdm beirdsa utan

e a négy sarokmezoében 1évo szamok Osszege,
e a négy oldalmezoben 1évo szamok Osszege,
e az egyik atléban 1év6 szamok Osszege, és

e a masik atléban 1évo szamok Gsszege

mind ugyanannyi legyen. Pisti célja, hogy ezt megakaddlyozza, de mivel érzi, hogy Sarika
nagyon nehéz célt tlizott ki, annyi engedményt tesz, hogy Sarika dontheti el, melyikiik
kezdjen. Kitaldlhat-e Sarika olyan stratégiat, mellyel bizonyosan legyézi Pistit? o

2. Andras, Béla és Csaba futoversenyeket rendeznek. Minden verseny utén, az utolsé helyezett
megduplazza az elso helyezett pénzét. Kezdetben Andrasnak 55, Bélanak 30, Csabanak pe-
dig 35 forintja volt. Hany versenyt rendeztek legaldbb, ha a végén mindenkinek ugyanannyi
pénze lett? (A versenyek ideje alatt senki se kapott mdshonnan pénzt, illetve senki se koltott
kézben a pénzébél.) ()

3. Vegylik azokat a pozitiv egész szamokat, amelyekben a szamjegyek 0sszege 2018, tovabba az
Osszes szamjegyére igaz az, hogy oszthaté a szdm nala kisebb szamjegyeivel. Vegyiik most
az ilyen szamok koziil azokat, amelyek a lehetd legtobb kiillonbozo szamjegybol allnak. Hany
jegyl az utébbi tipusi szamok koziil a legkisebb? o

4. Egy vizilabda-mérkozést izgalmasnak mondunk, ha a meccs soran egyik csapat sem veze-
tett egy gélnal nagyobb kiilonbséggel. Egy alkalommal a Magyarorszag—Szerbia mérkozésen
Osszesen 11 gol esett. Hanyféle sorrendben eshettek a gélok, ha a meccs izgalmas volt? (Két
sorrend kiilonboz6, ha van olyan sorszamu gél, amit nem ugyanaz a csapat szerzett az egyik
sorrendben, mint a mésikban.)

5. Az ABCDEF szabalyos hatszogben az abécé szomszédos betiii szomszédos csucsokat
jelolnek. A hatszog AC atldjanak felezépontja G, C'E atlojanak felezopontja H, AD
atlojanak felez6pontja I. Hanyadrésze az ABC H IG hatszog tertilete az ABC'DEF hatszog
teriiletének? (A szabdlyos hatszog minden oldala egyenlé hosszi, és minden szoge egyenld

nagysagu.)
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1. Hany kilonb6z6 médon lehet felirni az 1024-et két pozitiv négyzetszam Osszegeként? (Az
Osszeadds sorrendje nem szamit. ) o

2. Az ABCDEF szabdlyos hatszogben az abécé szomszédos betiii szomszédos csicsokat
jelolnek. A hatszog AC atléjanak felezépontja G, C'E atléjanak felez6pontja H, AD
atléjanak felezopontja I. Hanyadrésze az ABC H IG hatszog teriilete az ABC DEF hatszog
teriiletének? (A szabdlyos hatszog minden oldala egyenld hosszi, és minden szoge egyenld

nagysagu. )
3. Egy 10 x 100-as négyzetracs egy mezdéjén egy futd all. A futd a sakk szabdlyai szerint mozog

atlds iranyban, a tabla szélén egy biliardgolyéhoz hasonléan visszapattan. Van-e olyan mezo,
ahonnan indulva a futé be tud jarni 500 mezot?

©

4. Adott az ABC' haromszog sikjaban, a haromszogon kiviil egy P pont. Mutassuk meg, hogy
lehet taldlni olyan ) pontot az ABC' haromszog belsejében vagy kertiletén, amelyre

AQ + BQ + CQ < AP + BP + CP.

©

5. Egy vizilabda-mérkézést izgalmasnak mondunk, ha a meccs sordn egyik csapat sem veze-
tett két goélndl nagyobb kiilonbséggel. Egy alkalommal a Magyarorszag—Szerbia mérkdzésen
Osszesen 11 gdl esett. Hanyféle sorrendben eshettek a gélok, ha a meccs izgalmas volt? (Két
sorrend kiilonb6zo, ha van olyan sorszamu gél, amit nem ugyanaz a csapat szerzett az egyik
sorrendben, mint a masikban.)
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. Anita, Viola, Szilard és Dénes 4 kiilonb6zo emeleten laknak egy 10 emeletes épiiletben:
mindegyikiik a 7., 8., 9., 10. emeletek valamelyikén. Amikor kérdeztem 6ket, ki melyiken
lakik, Dénes valasz nélkiil elfutott, a tobbiek pedig kicsit megtréfaltak. Ezeket allitottak:

Anita: ,,En a hetediken, Dénes a nyolcadikon.”
Viola: , En a kilencediken, Anita a nyolcadikon.”
Szilard: ,,En a nyolcadikon, Viola a tizediken.”

Rémiilt arcomat latva nevetgélve hozzatették, mindegyikiiknek pontosan az egyik kijelentése
igaz. Vajon ki melyik emeleten lakik?

. Van egy piros és egy zold korongunk. A piros korong egyik oldalara a 2000 szamot irtuk.
A piros korong masik oldalara, és a zold korong mindkét oldalara irhatunk egy-egy pozitiv
egész szamot. Az a célunk, hogy a korongokat kiillonb6zo oldalukkal az asztallapra helyezve,
a feliil lathato két szamot 6sszeadva kaphassunk 2016-ot, 2017-et, 2018-at, illetve 2019-et is.

Milyen szamokat irhatunk a korongok oldalaira? Adj meg minél tobb lehetOséget, és igazold,
hogy a kivant Osszegek megkaphatok! (Nincs szitkség annak indokldsdra, hogy az éltalad
felirt lehetdségeken kiviil nincs tobb.)

. Az ABCD téglalap AB oldalan felvettiik az E és F pontokat, C'D oldalan pedig a G és H
pontokat az abra szerint. Tudjuk, hogy FFGH négyszog egy négyzet, valamint azt, hogy
az AF szakasz 63 cm, a C'H szakasz 77 cm hosszi. Mennyi az ABC' D téglalap keriilete?

D H G C

©

4. Tokéletesen egyforma szabdlyos dobodkockakbdl épitettiink egy nem feltétlen Osszefiiggd

épitményt. (A szabdlyos dobdkockan a szemkozti lapokon mindig Gsszesen 7 potty van.)
Az dbra mutatja, hogy mit latunk bel6le oldalrdl, illetve elolrél nézve.

[ ] [ ] [ ] [ ] [ J [ ] [ ] o

[ ] [ ] [ ] [ ]

( J ( J ( J [ J [ ] [ J ( J ( J

[ ] [ ] [ ] [ ] [} [ ] [ ] [ ] [ ] o

[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ) [ ] [ ] [ ] o [ ]
Em/tménydnk oldalrol Em’tménydnk elolrél

Tudjuk azt is, hogy az épitmény a leheto legkevesebb kocka felhasznalasaval épitettiik meg.

a) Adj meg egy lehetséges alaprajzot, és ird bele a mez6kbe, hogy ott hany kocka van
egymason, hasonléan az alabbi abrahoz!
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)

1

2

1

Eqgy masik épitmény és a hozzd tartozo alaprajz

b) A lehetd legkevesebb dobdkockabdl elkészitett épitménytink iivegasztalon all. Alulrdl,
feliilrol, elolrdl, hatulrol, bal oldalrdl és jobb oldalrdl nézve egyarant igaz, hogy az éppen
lathato lapok mindegyikén ugyanannyi potty van. Hany potty lathato ebbdl a 6 irdnybdl

Osszesen”?

5. Egy 4 x 4-es tablazatot az itt lathato mdédon kitoltottiink

szamokkal. A tabldzat bal felsé sarkabol indulva
lépkedhetiink a tabldzat mezdin, az aldbbi szabdlyok sze-
rint:

e mindig csak élszomszédos mezore léphetiink
e egy mezire csak egyszer szabad ralépni

e a sétanak a jobb als6 sarokmezdében kell végzdédnie.

9110 4 |8
1216 16| 2
o | 7] 1114
15713 (11| 3

Legfeljebb mennyi lehet a séta soran bejart mezokre irt szamok Osszege?

©
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1. Van 10 kiilonb6z6 szamkartydnk 0-tél 9-ig. 5 gyerek (Anna, Bea, Cili, Déra, Eniké) mind-
egyike hiz két-két kartyat, majd osszeilleszti egy-egy kétjegyli szamma. Ezutan a kovetkezo
igaz mondatok hangzanak el:

Anna: Az én szamom oszthato 26-tal.”
Bea: Az én szamom oszthaté 20-szal.”
Cili: ,,Az én szamom oszthato 16-tal.”

Déra: ,,Az én szamom oszthato 28-cal.”

a) Lehetséges-e, hogy Eniké szdma oszthaté 12-vel?

b) Lehetséges-e, hogy Eniké szdma oszthaté 13-mal? o

2. Toltsd ki az abran lathaté kilenc mezét az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 szamok mindegyikének
egyszeri felhasznéalasaval igy, hogy a sorokban és az oszlopokban is a megadott eredményt
adjak a miveletsorok! Ird le azt is, hogyan hataroztad meg a szamokat!

(x)/ —9
(+)/ =1

8 48 22

3. Az abréan lathatd szabéalyos nyolcszog csticsai koziil szeretnénk kivalasztani harmat ugy, hogy
koziiliik semelyik ketto ne legyen szomszédos, és semelyik kettd ne legyen atellenes. Héany
kiilonbozé kivalasztas lehetséges? (Két kivalasztas kiillonboz6, ha van olyan csics, ami az

egyikben szerepel, de a mésikban nem.) o
F E
G D
H C
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4. Adott egy négyzet. Dorina beszinezte a négyzet sikjaban azokat a pontokat, amelyek
tavolsaga a négyzet kozéppontjatol legfeljebb akkora, mint a tavolsdga a négyzet legkozelebbi
csucsatol. Hanyad része a Dorina altal beszinezett teriilet a négyzet teriiletének? o
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. Egy szamot emelkedének neveziink, ha balrél jobbra olvasva minden szamjegye nagyobb az
el6tte dllénal. (Példaul a 36 és a 257 emelkedd szamok.) Hény olyan négyjegyt emelkedd
szam van, amelyet 5-tel megszorozva emelkedd szamot kapunk?

. Rita, Sara és Tamara egy korasztal koriil iilnek, el6ttitk egy-egy kupac kavics (nem feltétlen
egyforma kupacok). Mindhdrman egyszerre a sajat kupacuk egyharmadat a t6liikk jobbra
ilének, egyharmadéat a t6liikk balra {ilének atadjak, a tobbit megtartjak. (Ezt mindhdrman
pontosan meg tudjék tenni.) Megmondhatd-e, hogy most melyikiik el6tt hany db kavics van,
ha csak azt tudjuk, hogy az asztalon 0sszesen 876 db kavics hever? o

. Az ABCD téglalap AB oldalan felvettiik az E és F' pontokat, C'D oldalan pedig a G és H
pontokat az abra szerint. Tudjuk, hogy EFGH négyszog egy négyzet, valamint azt, hogy
az AF szakasz 63 cm, a C'H szakasz 77 cm hosszti. Mennyi az ABC D téglalap kertilete?

D H G C

A E F B

. Anna jatékkészletében az dbran lathaté mintajua szines lapok szerepelnek. A négy egybevagd
tartomany mindegyike a kék, sarga, zold vagy piros szinek valamelyikével van szinezve. A
készletben csak olyan lapok vannak, aminél két tartomany kiilonb6zo szinti, ha van kozos
hatdrvonala. Hany kiilonbozé lapot tartalmazhat legfeljebb Anna készlete? (A forgatéssal
egymasba vihet6ket nem tekintjiik kiilonb6zének.) o

. Egy 4 x 4-es tablazatot az itt lathato modon kitoltottink

szamokkal. A tdbldzat bal fels§ sarkabol indulva 9110 4 | 8
lt?pkedhetunk a tablazat mezoin, az alabbi szabalyok sze- 1216 16 2
rint:
51711114
e mindig csak élszomszédos mezdre léphetiink
1511311 3

e egy mezdre csak egyszer szabad rélépni

e a sétanak a jobb alsé sarokmezdében kell végzdédnie.

Legfeljebb mennyi lehet a séta soran bejart mezokre irt szamok oOsszege? o
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1. Van 10 kiilonb6z6 szamkartyank 0-tél 9-ig. 5 gyerek (Anna, Bea, Cili, Déra, Enikd) mind-
egyike huz két-két kartyat, majd oOsszeszorozza a két szamot. Ezutdn a kovetkezo igaz
mondatok hangzanak el:

Anna: ,,Az én szamom oszthat6 26-tal.”
Bea: |, Az én szamom oszthat6 20-szal.”
Cili: ,,Az én szdmom oszthatd 27-tel.”

Doéra: ,,Az én szadmom oszthatd 28-cal.”

a) Lehetséges-e, hogy Eniké szdma oszthaté 12-vel?

b) Lehetséges-e, hogy Enik6 szdma oszthaté 18-cal? o

2. Az alabb lathato tablazatot az kovetkez6 szabalyoknak megfelel6en kell kitolteni.
e Barmelyik mezobe az 1-t6l 9-ig az egész szamok valamelyikét irhatod.

e Egy oszlopban, ill. egy sorban legfeljebb egyszer hasznalhatsz fel egy szémot. (A
tablazatban, akar tobbszor is.)

e A sorok mellett, ill. az oszlopok f6lott az abban a sorban, ill. oszlopban szerepl6 szamok
Osszegét adtuk meg.

23 21 7

20
18
13

Mutasd meg, hogy csak egy kitoltés lehetséges! o

3. Az abréan lathatd szabéalyos nyolcszog csticsai koziil szeretnénk kivalasztani harmat gy, hogy
koziiliik semelyik ketto ne legyen szomszédos, és semelyik ketto ne legyen atellenes. Héany
kiillonbozé kivalasztas lehetséges? (Két kivalasztas kiillonboz6, ha van olyan csics, ami az

egyikben szerepel, de a mésikban nem.) o
F E
G D
H C
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4. Sara a kovetkezd jatékot talalta ki. Egy fiizetlap elsé soraba felirt egy pozitiv egészekbdl
allé szamsort. Ezutan a kovetkezd sorba az el6zo sor minden szama helyett leirta novekvo
sorrendben 1-t0l az adott szamig az Osszes pozitiv egészt. Majd ugyanezzel a modszerrel
képezte a méasodik sor szamaibdl a harmadik sor szamait, és igy tovabb. Ha példaul az egyik

sorban az
51,2,3,2

szamsor szerepel, akkor a kovetkezo sorba az
1,2,3,4,5,1,1,2,1,2,3,1,2

szamsort irta.

Hény szdamot irt Sara a 6. sorba, ha az els6 sorba az 1, 2, 3, 4, 5 szamsort irta? o
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1. Adott egy 90 egység teriileti nagy téglalap.

Feladatok

Orszagos donto

Szeretnénk  az  oldalakkal  parhuzamos 1 3
vagasokkal felosztani kilenc kisebb téglalapra 10
ugy, hogy a kapott téglalapok koziil a bal felsd
teriilete 1 egység, a jobb fels6é 3, a bal alséé 9,
a kozépsoé pedig 10 egység legyen.

Mutasd meg, hogy a nagy téglalap alakjatél fiiggetleniil mindig van ilyen felosztés, és add
meg a hidnyzé 6t kis téglalap teriiletének egy-egy lehetséges értékét! (Nem kell megkeresni
az Osszes lehetséges felosztést.) °

. Egy szamot emelkedének neveziink, ha balrél jobbra olvasva minden szamjegye nagyobb az
el6tte allonal. (Példaul a 36 és a 2579 emelkedd szdmok.) Hény olyan haromjegyti emelkedd
szam van, amelynek az 6tszorose nem emelkedd szam?

. Anna jatékkészletében az dbran lathaté mintaju szines lapok szerepelnek. A négy egybevagd
tartomany mindegyike a kék, sarga, zold vagy piros szinek valamelyikével van szinezve. A
készletben csak olyan lapok vannak, aminél két tartomany kiilonb6zo szinti, ha van kozos
hatarvonala. Hény kiilonb6z6 lapot tartalmazhat legfeljebb Anna készlete? (A forgatéssal
egymésba vihetéket nem tekintjik kiilonbozonek.) ()

. Egy 8 x 8-as tablazat mezoit kitoltjik az 1-t6l 64-ig terjed6é pozitiv egész szamokkal ugy,
hogy minden szam pontosan egy mezoben szerepel. Ezutan a tablazat bal felsé sarkabol
indulva sétalunk a tabldzat mezdin, az aldbbi szabalyok szerint:

e mindig csak élszomszédos mezore léphetiink
e cgy mezore csak egyszer szabad ralépni
e a sétanak a jobb alsé sarokmezoben kell végzddnie.

A séta sordn érintett mezdkon (beleértve a kiinduld- és az utolsé mezdt is) 1évé szamokat
osszeadjuk. Az Osszes lehetséges kitoltést és azokon az Osszes lehetséges sétat tekintve mennyi
ennek az 6sszegnek a legnagyobb lehetséges értéke? o
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5. A PQRS négyzetbdl a sarkaindl levagtuk a PAH, QCB, RED, SGF egyenlo szaru
haromszogeket az abra szerint, igy egy nyolcszoget kaptunk. Bizonyitsd be, hogy az ACEG
és a BDF H négyszog teriilete egyenlo.

S F E R
D
G
C
H
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1. Tekintsiik azokat a hatjegyl szamokat, amelyekben nincs 0 szdmjegy, és minden szamjegytik
oszthaté azzal a szdmmal, ahdnyadik helyen all. (Balrdl jobbra olvasva, tehat az egyesek
helyén &ll6 szamjegy a hatodik.)

a) Osszesen hény ilyen hatjegy(i szém van?

b) Ezek kozott hany olyan van, amelyben nincs két egyforma szamjegy? o

2. Vegyiik az egész szamokat 1001-t6l 2000-ig, és mindegyiknek keressiik meg a legnagyobb
paratlan osztojat. Mennyi az igy kapott 1000 darab szam Gsszege?

3. Sara a kovetkezo jatékot taldlta ki. Egy fiizetlap els6 soraba felirt egy pozitiv egészekbdl
allé szamsort. Ezutan a kovetkezd sorba az el6z0 sor minden szama helyett leirta novekvo
sorrendben 1-t6l az adott szamig az Osszes pozitiv egészt. Majd ugyanezzel a mddszerrel
képezte a méasodik sor szamaibdl a harmadik sor szamait, és igy tovabb. Ha példaul az egyik
sorban az

5,1,2,3,2
szamsor szerepel, akkor a kovetkez6 sorba az
1,2,3,4,5,1,1,2,1,2,3,1,2
szamsor keriil. Hany szamot irt Sara a 6. sorba, ha az elsé sorba az 1, 2, 3, 4, 5 szamsort
irta? °
4. Az ABC haromszogben C-nél derékszog van. A ki és ko hozzdirt korok a haromszogon kiviil
helyezkednek el, az aldbbiak szerint:

e Az Oy kozéppontu ky kor érinti az AC befogét az E pontban, az AB oldal meg-
hosszabbitasat a D pontban, valamint a BC' oldal meghosszabbitasat az F' pontban.

e Az O, kozéppontu kg kor érinti a BC befogét az [ pontban, az AB oldal meg-
hosszabbitasat a G pontban, valamint az AC oldal meghosszabbitasat az H pontban.

Bizonyitsd be, hogy a k; és ko korok sugaranak osszege megegyezik az AB szakasz hosszaval.

©
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8. osztaly, 1. nap

Feladatok

Orszagos donto

. Van egy piros és egy zold korongunk. Mindkét korong mindkét oldalan van egy-egy pozitiv
egész szam, a piros korong egyik oldalan a 2000, a zold korong egyik oldaldn a 18 talalhato.
A korongokat az 6sszes lehetséges médon az asztallapra helyezve a korongon lathaté szamok
Osszegére pontosan négyféle kiilonbozo eredményt kaphatunk, és ezek rdadasul egymast
koveto pozitiv egész szamok.

Milyen szamok allhatnak a korongok tilsé oldaldn? Az Gsszes lehetséges megoldast keresd

meg! °

. Az ABCD négyzet atloinak metszéspontja O, az AB oldal A-hoz legkozelebb esé negye-
delépontja N, az AD oldal egy belso pontja P. Az OP egyenes a DN szakaszt az X, a BC
oldalt az Y pontban metszi.

Lehetséges-e, hogy a XY CD négyszog teriilete éppen haromszorosa az AN X P négyszog
teriiletének?

. Melyek azok az n pozitiv egész szamok, melyekre négyzetszam? o

n
555 —n
. Anna és Roland a kovetkezo jatékot jatsszak. Roland beirja egy n x n-es tablazat mezoibe a
szamokat 1-t6l n2-ig valamilyen elrendezésben. Annanak a tablazat bal felsd sarkdbél indulva,
el kell jutnia a tablazat jobb alsé sarkaig tigy, hogy mindig élszomszédos mezore 1ép, és olyan
mezore nem léphet, ahol kordbban mar jart. Célja, hogy az Ut soran érintett mezokben sze-
repel6 szamok Osszege a leheto legnagyobb legyen. Roland tgy probalja kezdetben kitolteni
a tablazatot, hogy az Anna &ltal elérhet6 Osszeg a lehetd legkisebb legyen.

Hatarozzuk meg minden n > 1 esetén az Anna altal elérhetd legnagyobb Osszeget!
(Feltételezziik, hogy Anna és Roland is optimélisan jatszik.)

. A PQRS négyzetbdl a sarkainal levagtuk a PAH, QCB, RED, SGF egyenld szaru
haromszogeket az dbra szerint, igy egy nyolcszoget kaptunk. Bizonyitsd be, hogy az ACEG
és a BDF H négyszog teriilete egyenlo.

S F E R
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Feladatok
8. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Vegyiik az egész szamokat 1001-t6l 2000-ig, és mindegyiknek keressiik meg a legnagyobb
paratlan osztéjat. Mennyi az igy kapott 1000 darab szam Osszege?

2. Hanyféle médon lehet egy szabalyos 100-sz6g csicsai koziil kivalasztani harmat ugy, hogy a
kivalasztott harom csics kozott ne legyen se két szomszédos, se két atellenes?

3. Hatérozd meg azokat az abed négyjegyii szamokat, amelyek egyenlSk az ab és cd kétjegyti
szamok szorzatanak kétszeresével.

4. Egy derékszogli haromszog beirt kore az atfogdt egy d és egy e hosszisagu szakaszra osztja.
Bizonyitsd be, hogy a d - e szorzat egyenlé a haromszog teriiletével. °
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r—m Megyei fordulo

1.  Egy téglalap alaku kertben egy téglalap alapteriileti haz épiil az abran lathaté moédon.
A kert hosszabb oldala a haz hosszabb oldalanak 3-szorosa, a kert révidebb oldala a haz
rovidebb oldaldanak négyszerese. A maradék teriiletet parkositjak. Hanyszorosa lesz a par-
kositott teriilet a haz tertiletének?

KERT

A kert teriilete a haz teriiletének 3 - 4 = 12-szerese. (Rajzzal is kifejezhet6 a két teriilet
aranya. )

Ebbdl egy haznyi részt maga a haz foglal el. fgy a parkositott teriilet a haz 12 — 1 = 11-

szerese. o

2. A Noé barkdja cimii jatékban Oroszlan (O), Panda (P), Vizilé (V), Zsiréaf (Zs), Zebra (Z) és
Kenguru (K) utaznak a barkan egymdas mogott egyesével iilve. Minden tilésen kétféleképp
iilhetnek: menetirany szerint elére, vagy hattal. Két allat pontosan akkor tud beszélgetni,
ha egymds mogott tilnek és egymaés felé fordulnak, azaz az elérébb iil6 hatrafelé fordul. (Ha
nem akar beszélgetni, attél azért iilhet hattal is, de beszélgetni csak egymas felé fordulva
lehet.) Tudjuk a kovetkezéket:

1) Oroszlan az elsd, és hattal tl;

2) Zebra elérébb il, mint Panda;

3) Zsiraf és Panda beszélgetnek a barkéban;

4) Vizil6 el6re néz;

5) Vizilé a harmadik, és Kenguru utén il.

Hényféle tilésrend lehetséges? (Két iilésrend kiilonbozé, ha legalabb egy allat masutt, vagy
mas iranyba nézve il.)

Az 1) és b) feltétel miatt az els6 3 helyen O, K, V iilnek ebben a sorrendben, és O és V
helyzete adott, de K mindkét irdnyban iilhet. Ez 2 lehet6ség. 2) és 3) alapjén Z a negyedik
helyen 1il, és ezt 2-féle médon teheti; valamint Zs és P iilnek az 5-6. helyen egymés felé
fordulva. Aki az 5., az hattal, aki a 6., az elore nézve. e paros is 2-féleképp iilhet, ami 1jabb
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3.

2 lehetOség. K, Z és a Zs-P paros helyzete egymastél nem fligg. A megoldas tehat: 2-2-2 =

3. o

Zsofi kiszamolta két négyjegyli szam kiilonbségét, és eredményiil 2018-at kapott. Ezutan
osszeadta a két négyjegyll szamban szerepl6 nyolc darab szamjegyet. Lehet-e az igy kapott
0sszeg

a) 6-nél kevesebb
b) 33
c) 667

a) Vizsgaljuk az ezresek helyén 4ll6 jegyeket. A kisebbitendében ez a jegy legaldbb kett6vel
nagyobb, mint a kivonandéban. Tehét ezek Osszege legalabb 1+3=4. Ha a jegyek
osszege 6-nal kevesebb lenne, akkor a szdzasok, tizesek, egyesek helyén 4ll6 jegyek osszege
legfeljebb 1 lehetne. fgy ezen jegyek mindegyike 0 vagy 1, viszont ekkor a kiilonbség nem
végzodhetne 8-ra. Tehat a jegyek Osszege nem lehet 6-nal kevesebb.

b) Igen, lehetséges, pl. 7528 — 5510 = 2018.
c) Igen, lehetséges, pl. 9997 — 7979 = 2018.

o

Egy kocka csucsait kiszineztiik egy-egy szinnel az alabbiak koziil: piros, sarga, zold, kék,
fekete, lila. Tudjuk, hogy ha két cstcs azonos szini lett, akkor azokat 6sszekoti a kocka
valamelyik éle.

Egy hangya elindult a kocka egyik csticsabdl, majd mindig az élek mentén haladva sétalt a
szomszédos csucsok kozott. Az Ut soran ilyen szini csticsokon ment sorban: kék, lila, piros,
zold, fekete, kék, sarga, lila, piros, sarga, fekete, kék, kék. A kiindulé kék csucsot K-val, a
masodiknak érintett lila csicsot L-lel, az utdna meglatogatott piros csicsot P-vel jeloltiik
az abran. Hogyan szinezhettiik ki a tobbi (szamozott) csicsot?

1

prs
prs
-

Legalabb két cstcsot kell kékre szinezniink. Sarga csticsbdl is legalabb kettonek kell lennie,
mert sarga csiucsnak van kék, lila, piros és fekete szomszédja is, ami egy csticcsal lehetetlen.
Tehat 2-2 kék és sarga, valamint 1-1 piros, lila, fekete és z6ld cstics van. A piros csicsnak a
lilan kiviil van zold és sarga szomszédja, tehat az 3-as és 5-0s cstcs zold és sarga valamilyen
sorrendben. A kék csucsnak van kék szomszédja, amely igy csak az l-es lehet. Ennek
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viszont van fekete szomszédja, amely nem lehet a 4-es, mert a feketének kell zold, kék és
sarga szomszéd is, lila mar nem lehet. Tehat a fekete csiics a 2-es. A két sarga csics
szomszédos, 1gy ezek a 4-es és H-Os csucsok, tehat a zold csics a 3-as. Az alabbi szinezés
esetén ellendrizheto, hogy a hangya végig tud sétalni a megadott ttvonalon. Ez tehat az
egyetlen megfelel6 szinezés.

F

o

Pisti és Sarika a kovetkezo jatékot jatsszék: egy 3 x 3-as tabla mezoibe felvaltva irjak be
az egész szamokat 1-t6l 9-ig. Sarika célja az, hogy az Osszes szam beirasa utan

e a négy sarokmezoében 1évo szamok Osszege,
e a négy oldalmezoben 1évo szamok Osszege,
e az egyik atléban 1év6 szamok Osszege, és

e a masik atléban 1év6 szamok Gsszege

mind ugyanannyi legyen. Pisti célja, hogy ezt megakadalyozza, de mivel érzi, hogy Sarika
nagyon nehéz célt tlizott ki, annyi engedményt tesz, hogy Sarika dontheti el, melyikiik
kezdjen. Kitaldlhat-e Sarika olyan stratégiat, mellyel bizonyosan legyézi Pistit?

Sarika valassza a kezdést, és irja be a kozépso mezdbe a 9-est. Ezutan barmelyik mezébe
is ir be szamot Pisti, Sarika a kovetkezd 1épésben irja be az ezzel dtellenes mezdébe azt a
szamot, amely a Pisti altal beirtat osszegben 9-re egésziti ki. Ezt mindig meg tudja tenni,
hiszen az (1;8), (2;7), (3;6), (4;5) parok mindegyikében a szamok Osszege 9, igy ha Pisti
beirja a péar egyik tagjat, Sarika beirja az atellenes mezobe a masikat, igy a kovetkezo
lépéshen Pistinek egy dj par egyik tagjat kell valasztania. Igy a kitoltés befejezésével a
négy sarokmezoben a szamok oOsszege 18, hiszen ez két atellenes par. Ugyanez igaz a négy
oldalmezdre is. A két atlé mindegyike a kozépso 9-esbdl és egy dtellenes parbol &ll, igy
ezekben is 18 lesz az Osszeg. Tehat a feltételek teljesiilnek (mind a négy Osszeg 18), igy
Sarika ezzel a stratégidval biztosan megnyeri a jatékot.

Megjegyzés. Nem kell megadni Sarika 0sszes lehetséges nyero stratégiajat, elég egy konkrét
jatékmodrdél megmutatni, hogy az valoban nyerd. Ugyanakkor nagyon természetes ugy gon-
dolkozni, hogy feltessziik, hogy Sarika célja teljesiil, és megnézziik, hogy ebbdl mi kovetkezik
a tabla mezoibe irt szamokra nézve.

Ha Sarika célja teljestil, akkor a négy sarokmezobe irt szam Osszege megegyezik az atlok
sszegével, ezért két atellenes sarokba irt szdm dsszege pont a kozépre irt szém. Igy a négy
sarokmezd Osszege ekkor a kozépsod szam kétszerese, de ugyanennyi a négy oldalmezobe irt
szdm Osszege is. Ezért az Osszes szam Osszege (45) egyenld a kozéps6 szdm Otszordsével.
Tehat ha Sarika célja teljesiil, akkor a kozépsé mezoben 9-nek kell lennie. Ebbdl a gon-
dolatmenetbol annyi deril ki, hogy ha van Sarikdnak nyerd stratégidja, akkor az olyan,
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hogy elsének a 9-est irja kozépre (és az dtellenes sarokmezékben 9-re allitja az Osszeget). A
tovabbiakban még meg kell mutatni, hogy ilyen stratégia valoban létezik. o

,—m Megyei fordulo

1.  Hany olyan 4-jegyli szam van, melyben nincs 0 szamjegy, a szamjegyek oOsszege 11, és
minden szamjegye oszthaté a nala kisebb szamjegyekkel?

Els6 megoldas. Ha a legkisebb jegy 2, akkor az 6sszeg paros lenne, ha nagyobb, akkor 11-nél
tobb. Tehat a legkisebb jegy az 1. Négy darab 1-es nyilvan nem megfelel6. Harom darab
1-es esetén a negyedik szamjegy 8-as, ilyen szambdl 4 darab van: 1118, 1181, 1811, 8111.
Két darab 1-es esetén a masik két jegy Osszege 9, és a kisebb osztéja a nagyobbnak. Ez csak
a 3 és a 6 lehet, ezekkel 12-féle szamot tudunk alkotni. Egy darab 1-es esetén a fennmaradd
szamok osszege 10, és koziiliik a legkisebb mindegyiknek osztdja. Ezért ez csak 2-es lehet.
A két legnagyobb jegy Osszege 8, és az egyik osztdja a masiknak. Két lehet6ség van: 246
vagy 4+4. Mindkét esetben 12-féle szdm készithetS. Osszesen tehdt 4 + 12 + 12 + 12 = 40
megfelel6 négyjegyii szam van.

Masodik megoldas. Mivel négy darab paratlan szam 6sszege nem lehet 11, ezért a szamjegyek
kozott van paros. Emiatt a legnagyobb szamjegy is paros. Ha a legnagyobb szamjegy 8,
akkor csak harom 1-essel kaphatunk 11-es ¢sszeget. Ez 4 darab megfelel6 szam: 1118, 1181,
1811, 8111. Ha a legnagyobb szamjegy 6, akkor a fennmaradé jegyek (melyek Osszege 5)
1-esek, 2-esek és 3-asok lehetnek. Ezekbdl kétféleképp kaphatunk 5-0t: 3+1+1 vagy 2+2-+1.
Mindkét esetbdl 12-féle szamot készithetiink. Ha a legnagyobb szamjegy 4, akkor abbdl
az Osszeg miatt pontosan kettd kell (4 +2+2+2 < 11 < 4+ 4+ 4). A maradék két
szamjegy Osszege 3, igy ezek egy l-es és egy 2-es. Az 1, 2, 4, 4 szamjegyekbdl is 12-féle szam
készitheto. A legnagyobb szamjegy nem lehet 2, mert akkor legfeljebb 8 lehetne a jegyek
osszege. Osszesen tehdt 4+12+12+12=40 megfelelé négyjegyti szém van.

2. A Noé béarkdja cimii jatékban Oroszlan (O), Panda (P), Vizilé (V), Zsiraf (Zs), Zebra (Z) és
Kenguru (K) utaznak a barkdn egymds mogott egyesével tilve. Minden iilésen kétféleképp
iilhetnek: menetirdany szerint elore, vagy hattal, hogy beszélgethessenek az elottiik, vagy a
mogottitk lGvel. (Ha nem akar beszélgetni, attdl azért iilhet hattal is, de beszélgetni csak
egymas felé fordulva lehet.) Tudjuk a kovetkezbket:

1) Panda és Zebra nem szomszédos Oroszlannal;

2) Zsiraf elézi Vizlidt-t és Pandét;

3) Zsiraf és Kenguru, valamint Vizilé és Oroszlan egymads felé fordulva beszélgetnek;

4) Zebra legalabb egy allatot 14t a tobbiek koziil;

5) Zsiraf, Vizilé és Panda menetirdnynak hattal iilnek.

Hényféle iilésrend lehetséges? (Két tilésrend kiilonbozé, ha legalabb egy édllat masutt, vagy
mas irdnyba nézve iil.)

Az 5) és 3) feltételek miatt Zsiraf mogott kozvetleniil il Kenguru, Vizilé mogott kozvetlentil
pedig Oroszlan. 2) miatt az utébbi paros hatrébb il az elébbinél, igy ha a barka balrdl

jobbra halad, akkor az iilésrend ilyen: 8 ??S ... 1) miatt Oroszldn mogdtt nem
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tilhet sem Panda, sem Zebra, igy 6 a leghdtsé. 2) miatt Zsiraf el6tt nem iilhet Panda, igy
vagy Zebra il legelol, vagy Zsiraf. Ha Zebra a legels6, akkor 6 4) miatt hatrafelé néz, Panda
pedi%_csak Vizil6 és Kenguru kozott iilhet, hatrafelé. Ekkor az egyetlen lehetséges tilésrend:
8?13[‘(}?5% Ha Zsiraf a legelsd, akkor Zebra és Panda a kozépsd két helyen tilhetnek
tetszoleges sorrendben, Zebra barmelyik iranyba nézhet, Panda csak hatrafelé. Ez tovabbi
4-féle tilésrend:

OVPZKYZs, OVPZEYs, OVZPRZs, OVZPRZs,

igy Osszesen 5-féle iilésrend lehetséges. o

Andras, Béla és Csaba futéversenyeket rendeznek. Minden verseny utan, az utolso helye-
zett megduplazza az els6 helyezett pénzét. Kezdetben Andrasnak 55, Bélanak 30, Csabanak
pedig 35 forintja volt. Hany versenyt rendeztek legaldbb, ha a végén mindenkinek ugyan-
annyi pénze lett? (A versenyek ideje alatt senki se kapott mashonnan pénzt, illetve senki
se koltott kozben a pénzébdl.)

Legaldbb harom forduléra van sziikség: mivel a teljes pénzosszeg 55+30+35=120 forint, a
végén mindenkinek 40 forintja lesz. Ekkor az utolsé fordulé elott valakinek, 20, valakinek
40 és valakinek 60 forintja volt. Ezt az allapotot az eredetibdl nem lehet elérni, mert egy
fordulé utan legalabb egy embernek nem véltozik a pénze, de a {30,35,55} és a {20, 40,60}
halmazoknak nincs kozos eleme. Harom fordulé alatt el is érhetd, hogy mindenkinek
ugyanannyi legyen a pénze: el6szor Andras megduplazza Csaba pénzét (az allas: 20, 30,
70), majd Csaba dupldzza meg Béla pénzét (20, 60, 40), végiil Béla megdupldzza Andras
pénzét, igy adddik a 40, 40, 40 eredmény. o

Egy kocka cstcsait kiszineztiik egy-egy szinnel az alabbiak koziil: piros, sarga, zold, kék,
fekete, lila. Tudjuk, hogy ha két csics azonos szinti lett, akkor azokat Osszekoti a kocka
valamelyik éle.

Egy hangya elindult a kocka egyik csticsabdl, majd mindig az élek mentén haladva sétalt a
szomszédos csucsok kozott. Az ut soran ilyen szini csicsokon ment sorban: kék, lila, piros,
zold, fekete, kék, sarga, lila, piros, sarga, fekete, kék, kék. A kiindulé kék csicsot K-val, a
masodiknak érintett lila csticsot L-lel, az utdna meglatogatott piros csticsot P-vel jeloltiik
az abran. Hogyan szinezhettiik ki a tobbi (szdmozott) csicsot?

1

L P

Legaldbb két csucsot kell kékre szinezniink. Sarga csicsbdl is legalabb kettének kell lennie,
mert sarga csucsnak van kék, lila, piros és fekete szomszédja is, ami egy cstccsal lehetetlen.
Tehat 2-2 kék és sarga, valamint 1-1 piros, lila, fekete és zold cstics van. A piros csicsnak a




XLVII. verseny 2017-2018.

Megoldasok

D.

lilan kiviil van zold és sarga szomszédja, tehat az 3-as és 5-0s cstics zold és sarga valamilyen
sorrendben. A kék csiucsnak van kék szomszédja, amely igy csak az 1l-es lehet. Ennek
viszont van fekete szomszédja, amely nem lehet a 4-es, mert a feketének kell zold, kék
és sarga szomszéd is, lila mar nem lehet. Tehat a fekete csiics a 2-es. A két sarga cstcs
szomszédos, igy ezek a 4-es és 5-Os cstcsok, tehdt a zold csics a 3-as. Az alabbi szinezés
esetén ellenorizheto, hogy a hangya végig tud sétalni a megadott ttvonalon. Ez tehat az
egyetlen megfelelo szinezés.

o

Pisti és Sarika a kovetkezo jatékot jatsszék: egy 3 x 3-as tabla mezoibe felvaltva irjak be
az egész szamokat 1-t6l 9-ig. Sarika célja az, hogy az Osszes szam beirasa utan

e a négy sarokmezoben 1évo szamok Gsszege,
e a négy oldalmezoben 1év6 szamok Osszege,
e az egyik atloban 1év6 szamok Gsszege, és

e a masik atléban 1év6 szamok Gsszege

mind ugyanannyi legyen. Pisti célja, hogy ezt megakadalyozza, de mivel érzi, hogy Sarika
nagyon nehéz célt tlizott ki, annyi engedményt tesz, hogy Sarika dontheti el, melyikiik
kezdjen. Kitalalhat-e Sarika olyan stratégiat, mellyel bizonyosan legy6zi Pistit?

Sarika valassza a kezdést, és irja be a kozéps6 mezobe a 9-est. Ezutan barmelyik mezdébe
is ir be szamot Pisti, Sarika a kovetkezo 1épésben irja be az ezzel atellenes mezobe azt a
szamot, amely a Pisti altal beirtat osszegben 9-re egésziti ki. Ezt mindig meg tudja tenni,
hiszen az (1;8), (2;7), (3;6), (4;5) parok mindegyikében a szamok &sszege 9, igy ha Pisti
beirja a péar egyik tagjat, Sarika beirja az atellenes mezobe a masikat, igy a kovetkezo
lépésben Pistinek egy 1j par egyik tagjat kell véalasztania. fgy a kitoltés befejezésével a
négy sarokmezében a szamok Osszege 18, hiszen ez két atellenes par. Ugyanez igaz a négy
oldalmezére is. A két atlé mindegyike a kozéps6 9-esbdl és egy dtellenes parbol éll, igy
ezekben is 18 lesz az Osszeg. Tehdt a feltételek teljesiilnek (mind a négy Osszeg 18), igy
Sarika ezzel a stratégidval biztosan megnyeri a jatékot.

Megjegyzés. Nem kell megadni Sarika Osszes lehetséges nyero stratégiajat, elég egy konkrét
jatékmodrol megmutatni, hogy az valéban nyerd. Ugyanakkor nagyon természetes ugy gon-
dolkozni, hogy feltessziik, hogy Sarika célja teljesiil, és megnézziik, hogy ebbdl mi kovetkezik
a tabla mezoibe irt szamokra nézve.

Ha Sarika célja teljestil, akkor a négy sarokmezdébe irt szam Osszege megegyezik az atlok
osszegével, ezért két atellenes sarokba irt szam Osszege pont a kozépre irt szam. fgy a négy
sarokmez6 Osszege ekkor a kozépsé szam kétszerese, de ugyanennyi a négy oldalmezobe irt
szam Osszege is. Ezért az Osszes szam Osszege (45) egyenld a kozépsé szam Otszorosével.
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Tehat ha Sarika célja teljesiil, akkor a kozépsé mezoben 9-nek kell lennie. Ebbdl a gon-
dolatmenetbol annyi deriil ki, hogy ha van Sdrikanak nyerd stratégidja, akkor az olyan,
hogy elsének a 9-est irja kozépre (és az dtellenes sarokmezékben 9-re allitja az Osszeget). A
tovabbiakban még meg kell mutatni, hogy ilyen stratégia valoban létezik.
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Pisti és Sarika a kovetkezo jatékot jatsszék: egy 3 x 3-as tabla mezoibe felvaltva irjak be
az egész szamokat 1-t0l 9-ig. Sarika célja az, hogy az Osszes szdam beirdsa utan

e a négy sarokmezében 1évo szamok Osszege,
e a négy oldalmezoben 1évo szam Osszege,
e az egyik atléban 1év6 szamok Osszege, és

e a masik atléban 1év6 szamok Gsszege

mind ugyanannyi legyen. Pisti célja, hogy ezt megakadalyozza, de mivel érzi, hogy Sarika
nagyon nehéz célt tlizott ki, annyi engedményt tesz, hogy Sarika dontheti el, melyikiik
kezdjen. Kitalalhat-e Sarika olyan stratégiat, mellyel bizonyosan legy6zi Pistit?

Sarika valassza a kezdést, és irja be a kozéps6 mezobe a 9-est. Ezutan barmelyik mezébe
is ir be szamot Pisti, Sarika a kovetkezo 1épésben irja be az ezzel atellenes mezobe azt a
szamot, amely a Pisti altal beirtat osszegben 9-re egésziti ki. Ezt mindig meg tudja tenni,
hiszen az (1;8), (2;7), (3;6), (4;5) parok mindegyikében a szamok &sszege 9, igy ha Pisti
beirja a par egyik tagjat, Sarika beirja az atellenes mezObe a masikat, igy a kovetkezo
lépésben Pistinek egy 1j par egyik tagjat kell véalasztania. fgy a kitoltés befejezésével a
négy sarokmezében a szamok Osszege 18, hiszen ez két atellenes par. Ugyanez igaz a négy
oldalmezére is. A két atlé mindegyike a kozéps6 9-esbdl és egy dtellenes parbol éll, igy
ezekben is 18 lesz az Osszeg. Tehat a feltételek teljesiilnek (mind a négy Osszeg 18), igy
Sarika ezzel a stratégidval biztosan megnyeri a jatékot.

Megjegyzés. Nem kell megadni Sarika Osszes lehetséges nyero stratégiajat, elég egy konkrét
jatékmodrol megmutatni, hogy az valéban nyerd. Ugyanakkor nagyon természetes gy gon-
dolkozni, hogy feltessziik, hogy Sarika célja teljesiil, és megnézziik, hogy ebbdl mi kovetkezik
a tabla mezoibe irt szamokra nézve.

Ha Sarika célja teljestil, akkor a négy sarokmezobe irt szam Osszege megegyezik az atlok
osszegével, ezért két atellenes sarokba irt szam oOsszege pont a kozépre irt szam. fgy a négy
sarokmez6 Osszege ekkor a kozépsé szam kétszerese, de ugyanennyi a négy oldalmezobe irt
szdm Osszege is. Ezért az Osszes szdm Osszege (45) egyenld a kozéps6 szam Otszordsével.
Tehat ha Sarika célja teljesiil, akkor a ko6zéps6 mezoben 9-nek kell lennie. Ebbol a gon-
dolatmenetbdl annyi deril ki, hogy ha wvan Sarikdnak nyerd stratégiaja, akkor az olyan,
hogy els6nek a 9-est irja kozépre (és az atellenes sarokmezokben 9-re allitja az Gsszeget). A
tovabbiakban meg kell mutatni, hogy ilyen stratégia valéban létezik.

(4




XLVII. verseny 2017-2018.

Megoldasok

2.

Andras, Béla és Csaba futéversenyeket rendeznek. Minden verseny utan, az utolsé helye-
zett megduplazza az els6 helyezett pénzét. Kezdetben Andrasnak 55, Bélanak 30, Csabanak
pedig 35 forintja volt. Hany versenyt rendeztek legalabb, ha a végén mindenkinek ugyan-
annyi pénze lett? (A versenyek ideje alatt senki se kapott mashonnan pénzt, illetve senki
se koltott kozben a pénzébdl.)

Legaldbb harom forduléra van sziikség: mivel a teljes pénzosszeg 55+30+35=120 forint, a
végén mindenkinek 40 forintja lesz. Ekkor az utolsé fordulé elott valakinek, 20, valakinek
40 és valakinek 60 forintja volt. Ezt az allapotot az eredetibdl nem lehet elérni, mert egy
fordul6 utén legaldbb egy embernek nem valtozik a pénze, de a {30, 35,55} és a {20,40,60}
halmazoknak nincs kozos eleme. Harom fordul6é alatt el is érhetd, hogy mindenkinek
ugyanannyi legyen a pénze: el6szor Andras megduplazza Csaba pénzét (az allas: 20, 30,
70), majd Csaba dupldzza meg Béla pénzét (20, 60, 40), végiil Béla megdupldzza Andras
pénzét, gy adédik a 40, 40, 40 eredmény. O

Vegyiik azokat a pozitiv egész szamokat, amelyekben a szamjegyek osszege 2018, tovabba
az Osszes szamjegyére igaz az, hogy oszhatoé a szdm néla kisebb szdmjegyeivel. Vegyiik most
az ilyen szamok koziil azokat, amelyek a lehetd legtobb kiilonboz6 szamjegybdl allnak. Hany
jegyl az utébbi tipusi szamok koziil a legkisebb?

Ha szam szamjegyeit névekvo sorrendbe rajuk, egy osztolancot kapunk: mindegyik szam
osztja a sorban utana kovetkezo szamot. 1 és 9 kozott a tovabb nem bévithetd osztdlancok
a kovetkezok: 1, 2, 4, 8; 1, 2, 6; 1, 3, 6; 1, 3, 9. Lathato tehat, hogy a szam legfeljebb
négy kiilonbozo jegybol allhat, és ha négy kiillonbozo jegybdl all, akkor a jegyei 1, 2, 4, 8.
Ha minél kisebb szamot szeretnénk, minél kevesebb jegyre van sziikség. Mivel 2018-ban a 8
megvan 252-szer, igy legfeljebb 252 8-as lehet a szamban, ez azonban nem érhetd el, mert a
maradék 2, és még kéne lennie 4-es jegynek a szamban. Ezért legfeljebb 251 8-ast tehetiink
a szamba, és a maradék jegyek Osszege 10. Az el6zohoz hasonldan, legfeljebb két 4-es jegy
lehet a szamban, de a ketté nem érhet6 el, mert kell még 1-es és 2-es jegy is. fgy legfeljebb
egy 4-es jegy lehet a szamban. A maradék jegyek Osszege 6, és ez a leheto legkevesebb
jegybdl igy jon Ossze: 2, 2, 1, 1. Tehat a legkisebb ilyen szam jegyeinek szama 256. o

Egy vizilabda-mérkozést izgalmasnak mondunk, ha a meccs soran egyik csapat sem vezetett

egy gblnal nagyobb kiilonbséggel. Egy alkalommal a Magyarorszag—Szerbia mérkézésen
osszesen 11 gdl esett. Hanyféle sorrendben eshettek a golok, ha a meccs izgalmas volt?
(Két sorrend kiilonb6z6, ha van olyan sorszami gél, amit nem ugyanaz a csapat szerzett az
egyik sorrendben, mint a masikban.)

Elsé megoldas. Az els6 két gdl utan az allas 2-0 vagy 1-1 lehetne, de csak az utébbi eset
allhat fenn. A kovetkezd két gél utan az allas 3-1 vagy 2-2 lehetne, de megint csak az utébbi
eset allhat fenn. fgy tehat a gélokat kettesével csoportositva elmondhatd, hogy egy kettes
csoportban mindkét csapatnak pontosan egy golt kell dobnia, hogy a mérkézés izgalmas
lehessen, és az ilyen sorrendek mind jok is. Barmely kettes csoportban kétféle sorrendben
eshetnek a gélok. Az utolsd, 11. gélt barmelyik csapat dobhatja, igy feladat kérdésére a
valasz 2-2-2-2-2-2 = 64.

Masodik megoldas. A koordinata-rendszerben jeloljiikk be azokat a pontokat, melyek
koordinatai a mérkézés folyamén el6fordulhattak mint részeredmények (ilyenek pl. a
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(0;0),(1;0),(0;1) stb. pontok). Minden ponthoz irjuk oda, hogy hanyféleképpen kovet-
kezhetett be a neki megfelelo részeredmény. A kitoltési szabaly értelemszerii, egy ponthoz
irt érték megegyezik a téle balra és lefelé 1év6 szomszédjahoz irt értékek Gsszegével (ha csak
egy szomszédja van, akkor azt az értéket irjuk hozza is). Mivel a lehetséges végeredmények,
a 6-5 és az 5-6, egyarant 32-féleképpen kovetkezhet be, a végeredmény: 64.

7

6 .32

. ,16,32,32
A W8 16,16

5 A .8 .8

o

Az ABCDEF szabélyos hatszog (az dbécé szomszédos betiii a hatszog szomszédos
cstcsait jelolik) AC atléjanak felez6pontja G, CE atldjanak felezOpontja H, AD &tl6janak
felezopontja I. Hanyadrésze az ABCHIG hatszog teriilete az ABCDEF hatszog
teriiletének? (A szabdlyos hatszog minden oldala egyenl$ hosszi, és minden szoge egyenl6

nagysagu.)
Elsé megoldas. Az AC szakasz két részre bontja az ABCHIG hatszoget: az ABC
haromszogre és a C'HIG négyszogre. A hatszog szimmetridja miatt az ABC haromszoggel
egybevagd a CDFE és az FF A haromszog is, és ha az AFE szakasz felezopontjat J jeloli, a
CHIG négyszog egybevago az AGIJ és az EJIH négyszoggel. Ezek alapjan a kérdezett
ardny 1/3.

Masodik megoldas. Vegyiik észre, hogy ha a kérdéses hatszoget elforgatjuk az I pont koriil
120°-kal és 240°-kal, akkor ezek és az eredeti hatszog hézagmentesen és atfedés nélkiil lefedi
az ABCDEF hatszoget. Indoklas: legyen J az AFE atlo felez6pontja. Ekkor a 120°-os
forgatasnal A képe C , B képe D, C képe E, G képe H, mert AC képe CE, és I képe
I, tehat ABCHIG képe CDEJIH. Hasonléan lathat6, hogy ABCHIG hatszog 240°-0s
elforgatottja EFAGIJ, tehédt a kérdezett ardny 1/3. o
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Hény kiilonb6zé médon lehet felirni az 1024-et két pozitiv négyzetszam osszegeként? (Az
osszeadas sorrendje nem szamit.

Az 1024 nem irhaté fel két pozitiv négyzetszam Osszegeként. Az 1024 oszthaté 4-gyel. Egy
négyzetszam 4-es maradéka 0 vagy 1 lehet, ezért két négyzetszam Osszege csak ugy lehet
néggyel oszthatd, ha mind a kettd paros. Legyen a két négyzetszam alapja 2a és 2b, ekkor
1024 = (2a)* + (2b)? = 4a® + 4b*. Az egyenléség mindkét oldaldt le lehet osztani 4-gyel,
fgy a 256 = a® + b? egyenlethez jutunk. FErre az egyenletre djra elmondhaté az eredeti
gondolatmenet. Az a = 2c és b = 2d felirdssal a 64 = ¢® + d? egyenl6séghez jutunk. A
fenti gondolatmenetet még haromszor elmondva két pozitiv négyzetszamhoz jutunk, melyek
osszege 1, és ez nyilvan lehetetlen. o

Az ABCDEF szabéalyos hatszog (az ébécé szomszédos betiii a hatszog szomszédos
cstcsait jelolik) AC atléjanak felez6pontja G, C'E atldjanak felezOpontja H, AD &tl6janak
felezopontja I. Hanyadrésze az ABCHIG hatszog teriilete az ABCDEF hatszog
teriiletének? (A szabélyos hatszog minden oldala egyenld hosszi, és minden szoge egyenl6

nagysagu.)

Az AC szakasz két részre bontja az ABC'HIG hatszoget: az ABC haromszogre és a CHIG
négyszogre. A hatszog szimmetridja miatt az ABC haromszoggel egybevigd a CDE és az
EF A haromszog is, és ha az AE szakasz felezopontjat J jeloli, a C HIG négyszog egybevagd
az AGIJ és az EJIH négyszoggel. Ezek alapjan a kérdezett ardny 1/3.

E D

Masodik megoldas. Vegyiik észre, hogy ha a kérdéses hatszoget elforgatjuk az I pont koriil
120°-kal és 240°-kal, akkor ezek és az eredeti hatszog hézagmentesen és atfedés nélkiil lefedi
az ABCDEF hatszoget. Indoklas: legyen J az AFE atl felez6pontja. Ekkor a 120°-os
forgatasnal A képe C , B képe D, C képe E, G képe H, mert AC képe CE, és I képe
I, tehat ABCHIG képe CDEJIH. Hasonléan lathato, hogy ABCHIG hatszog 240°-os
elforgatottja EFAGIJ, tehét a kérdezett arany 1/3. o
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Egy 10 x 100-as négyzetracs egy mezojén egy futé all. A futé a sakk szabalyai szerint
mozog atlés iranyban, a tabla szélén egy biliardgolyohoz hasonléan visszapattan. Van-e
olyan mez6, ahonnan indulva a futé be tud jarni 500 mezot?

Szinezziik ki sakktablaszertien a tablat. Vilagos, hogy a futd végig azonos szinen mozog. Ha
tehat a futé az 500 mezot jar be, akkor valamelyik szinbdl az Gsszes mezét bejarja. Tegytik
fel, hogy a bal als6 mez6 fekete. Ekkora a bal felsé mez6 fehér. Ha tehat a futé valamelyik
szinbdl az Osszeset bejarja, akkor jarni fog a tabla egyik sarkaban. Az altalanossidg rovasa
nélkiil felteheto, hogy ez mondjuk a bal alsé. Ha a futé valamelyik mez6bol indulva eljut
a bal als6 sarokba, akkor ezt az utat visszafelé kovetve azt latjuk, hogy a bal alsé sarokbdl
is el lehet jutni ehhez a mez6hoz. A bal als6 mezobdl elindulva 100 mezot jar be a futd,
mert a szazadikként érintett mez6 éppen a jobb felsé. Az eddigieket Gsszefoglalva, ha amig
a futo eljut utja sordn a bal alsé sarokba, csak ezen 100 mezon jarhat, és az utjat a bal alsé
sarokbol folytatva szintén csak ezen a 100 mezon jarhat, ami bizonyitja, hogy nem jarhat be
a futd az utja soran 500 mezot. o

Adott az ABC' héromszog sikjaban, a haromszogon kiviil egy P pont. Mutassuk meg,
hogy lehet talalni olyan @) pontot az ABC' haromszog belsejében vagy kertiletén, amelyre
AQ+ BQ+CQ < AP+ BP + CP.

A héromszogon kiviil 1évé P pont vagy a haromszog egyik szogének szogtartomanyaba
esik (a haromszogon kiviil, de a szogtartoméany hatérdt megengedve), vagy az egyik szoge
cstcsszogének tartomanyédba esik (a tartomédny belsejébe). Ha a hdromszog egyik szogének
tartomanyaba, mondjuk az A csicsnal 1évé szog tartomanyava esik a P, kossiik 0ssze A-t és
P-t, és nézziik meg, hol metszi el ez a szakasz a BC' oldalt. Legyen ez a pont (). Vildgos,
hogy AQ) < AP, és a haromszog-egyenlotlenség alapjan BQ + CQ) = BC < BP+ CP (a P
nem eshet a BC oldal egyenesére), igy ezeket Osszeadva AQ + BQ +CQ < AP+ BP +CP.
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P
A B

Ha a haromszog egyik szoge csucsszogének tartomanyaba esik P, essen mondjuk az A csics
csucsszogének tartoméanyaba. Ekkor legyen () = A. Hosszabbitsuk meg a C'A szakaszt
A-n tul, és ez messe a PB szakaszt a D pontban. A haromszog egyenlétlenség alapjan
DB+ DA > BA = BQ, azaz DB+ DC = DB+ DA+ AC > BQ + AC = BQ + CQ, és
PD + PC > DC, vagyis BP +CP = PD + DB + PC > DB+ DC > BQ + CQ, és igy
kész vagyunk, mert AQ = 0.

C
4\8
H/
P

Megjegyzés. Egy masik lehetséges befejezés a masodik esetben: mivel PAC< + PAB< >
180°, igy legaldbb az egyik tompaszog. Legyen mondjuk PAC< > 90°. Ekkor a PAC
haromszogben az A csiccsal szemkozti oldal lesz a leghosszabb, azaz PC' > AC, a
haromszog-egyenlotlenség alapjan pedig PA + PB > AB, és ezek Osszeadasaval megkap-
juk, hogy @ = A jé véalasztas.
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Egy vizilabda-mérko6zést izgalmasnak mondunk, ha a meccs soran egyik csapat sem vezetett

két golnal nagyobb kiilonbséggel. Egy alkalommal a Magyarorszag—Szerbia mérkézésen
osszesen 11 gdl esett. Hanyféle sorrendben eshettek a golok, ha a meccs izgalmas volt?
(Két sorrend kiilonb6z6, ha van olyan sorszami gél, amit nem ugyanaz a csapat szerzett az
egyik sorrendben, mint a mésikban.

Elsé megoldas Tegyiik fel, hogy az elsé gélt a magyar csapat dobta. A kovetkezo két gdl
utan vagy a magyar csapat fog egy géllal vezetni, vagy a szerb, az elébbire 2 lehet6ség, az
utébbira 1 lehetdség van. A kovetkezd két gélra is fenndll ugyanez (vagy a forditottja, ha a
szerb csapat atvette a vezetést), vagyis megint hdromféle lehet ez a két gél. Ez folytathatd,
és az 0sszes olyan lejatszas izgalmas meccset fog eredményezni, ahol az elsé gol tetszoleges,
de az ezutan kovetkezo kétgdlos csoportokban az éppen vezeto csapat nem duplazik, tehat
a lehetOségek szama 2-3-3-3-3 -3 = 486.

Masodik megoldas. Eloszor nézziik azt az esetet, ha a jaték soran nem volt dontetlen allas.
Ekkor valamelyik csapat két géllal kezdett, aztan csak felvaltva johettek a gélok, kiilonben
lett volna dontetlen vagy a két gollal kezdo csapat vezetett volna 3 gollal is, azaz igy csak
kétféle eset lehetséges. Ha a jaték soran egy dontetlen allas volt, az el6z6hoz hasonldéan
lathatd, hogy a dontetlenig, majd a dontetlen utan is kétféle lehetett a jaték lefolyasa. A
dontetlen eredményt 6tféle médon lehet megvélasztani, ez tehat osszesen 20 eset. Ha a jaték
soran két dontetlen allas volt, ezt a két dontetlen allast 10-féle médon tudom kivalasztani,
majd a dontetlenek kozott, illetve az elsé dontetlenig és a masodik dontetlen utan is kétféle
lehetett a jaték lefolyédsa, ez tehat 80 eset. Hasonléan lathatd, hogy 3 dontetlennél 160
eset, 4 dontetlennél 160 eset, 5 dontetlennél pedig 64 eset van. A lehetOségek szama tehat
2+ 20+ 80 4 160 + 160 + 64 = 486.

Harmadik megoldas. A koordindta-rendszerben jeloljiilk be azokat a pontokat, melyek
koordinatai a mérkézés folyamén el6fordulhattak mint részeredmények (ilyenek pl. a
(0;0),(1;0),(0;1) stb. pontok). Minden ponthoz irjuk oda, hogy hanyféleképpen kovet-
kezhetett be a neki megfelelo részeredmény. A kitoltési szabaly értelemszerii, egy ponthoz
irt érték megegyezik a téle balra és lefelé 1évé szomszédjahoz irt értékek dsszegével (ha csak
egy szomszédja van, akkor azt az értéket frjuk hozza is). Mivel a lehetséges végeredmények,
a 6-5 és az H-6, egyarant 243-féleképpen kovetkezhet be, a végeredmény: 486.
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Negyedik megoldas (vazlat). Prébéljuk azt megszdmolni, hogy hdny rossz eset van, vagyis
amikor valamelyik csapat vezetett a meccs soran legalabb 3 gollal.

Ha a meccs soran volt 3-0 az eredmény, ez 2° = 512 darab lehetéség: kivalasztjuk, melyik
csapat dobott az elején 3 gélt, a maradék nyolc gol pedig tetszéleges. Ha a meccs soran 4-1
volt az els6 eredmény, amikor valamelyik csapat 3 gollal vezetett: az elsé 5 golra adodo 2- (?)
lehet6ségbdl lejon 2-2: vagyis az elsé 5 golra 6 lehetdség van. A maradék 6 gdl tetszdleges, ez
tehdt 6 - 26 = 384 lehetdség. Ha a meccs sordn 5-2 volt az elsd eredmény, amikor valamelyik
csapat 3 gollal vezetett: az els6 7 gélra adédo 2- (;) lehet6ségbdl lejon 2 - (3) +6-2: vagyis az
elsé hét gélra 18 lehetdség van. A maradék 4 gél tetszéleges, ez tehat 18-2* = 288 lehetdség.
Ha a meccs soran 6-3 volt az els6 eredmény, amikor valamelyik csapat 3 goéllal vezetett: az
els8 9 gélra ad6d 2- (3) lehetdséghél lején 2 (5) +6- (5) +18-2+2- 1, vagyis az elsé 9 gélra
54 lehet6ség van. A maradék 2 gdl tetszdleges: ez tehdt 54 - 22 = 216 lehetdség. Végiil ha
a meccs 7-4-re végzodott, de korabban egyik csapat sem vezetett 3 gollal, a 2 - (141) esetbol
lejon 2 - (i) +6- (g) + 18- (;1) +54 - (?) +2- (?) +6- (g), ami 162 lehet6ség. A végeredmény
tehat 2048 — 512 — 384 — 288 — 216 — 162 = 486. o
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1. Anita, Viola, Szilard és Dénes 4 kiilonb6z6 emeleten laknak egy 10 emeletes épiiletben:
mindegyikiik a 7., 8., 9., 10. emeletek valamelyikén. Amikor kérdeztem Oket, ki melyiken
lakik, Dénes valasz nélkiil elfutott, a tobbiek pedig kicsit megtréfaltak. Ezeket allitottak:
Anita: ,,En a hetediken, Dénes a nyolcadikon.”

Viola: ,,En a kilencediken, Anita a nyolcadikon.”

Szilard: ,,En a nyolcadikon, Viola a tizediken.”

Rémiilt arcomat latva nevetgélve hozzatették, mindegyikiiknek pontosan az egyik kije-
lentése igaz. Vajon ki melyik emeleten lakik?

Ha Anita els6 allitdsa igaz, akkor 6 a hetediken lakik. fgy Viola masodik kijelentése hamis,
tehat az elso igaz, igy Viola a a kilencediken lakik. Ekkor Szilard masodik kijelentése hamis,
tehat csak az elso lehet igaz, igy 6 a nyolcadikon lakik. Mivel mind kiilonboz6 emeleten
laknak, Dénes csak a tizediken lakhat. Ellenorizhetd, hogy ekkor mindenkinek az els6 kije-
lentése igaz, a masodik hamis. Ha Anita els6 allitasa hamis, akkor a masodik igaz, tehat
Dénes a nyolcadikon lakik. Ekkor viszont Szilard nem lakhat a nyolcadikon, tehéat csak a
masodik allitasa lehet igaz, igy Viola a tizediken lakik. Ekkor viszont Violanak nem igaz
az elso kijelentése, tehat a méasodiknak igaznak kell lennie, azaz Anita a nyolcadikon lakik.
Ez viszont ellentmondas, mivel Dénes és Anita nem lakhatnak mindketten a nyolcadikon.
Tehat az egyetlen lehet6ség, hogy Anita a 7., Viola a 9., Szilard a 8., Dénes a 10. emeleten

lakik. O

2. Van egy piros és egy zold korongunk. Mindkét korong mindkét oldaldan van egy-egy po-
zitiv egész szam, a piros korong egyik oldaldn a 2000, a zold korong egyik oldalan a 18
talalhaté. A korongokat az Osszes lehetséges modon az asztallapra helyezve a korongo-
kon lathato szamok Osszegére pontosan négyféle kiillonbozo eredményt kaphatunk, és ezek
raadasul egymast kovetd pozitiv egész szamok. Milyen szamok allhatnak a korongok tilsé
oldalan? Adj meg minden lehetéséget!

Legyen a 2000-es korong masik oldalan x, a 18-as korong masok oldalan y. Ekkor a négy
osszeg 2018, 2000 + y, 18 + x és x + y. A lehetséges szomszédos szam-négyesek, azon beliil
pedig y lehetséges értékei szerint vizsgaljuk az eseteket. (y nem lehet 18, z nem lehet 2000.)

e A négy osszeg: 2015,2016,2017,2018. y lehetséges értékei: 15,16, 17.
— y = 15, ekkor x = 2001 vagy x = 2002, de ezekhez 18—at adva tul sokat kapunk.
— y = 16, ekkor x = 1999 vagy x = 2001, itt az elso eset jo: z = 1999, y = 16.
— y =17, ekkor x = 1998 vagy x = 1999, itt is az elso eset jo: © = 1998, y = 17.
e A négy osszeg: 2016,2017,2018,2019. y lehetséges értékei: 16,17, 19.
— y =16, z = 2001.
— y = 17 nem ad megoldast.
—y =19, z =1998.
e A négy osszeg: 2017,2018,2019,2020. y lehetséges értékei: 17,19, 20.
—y =17, z = 2002.
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— y = 19 nem ad megoldast.

—y =20, x = 1999.

e A négy osszeg: 2018,2019, 2020, 2021. y lehetséges értékei: 19,20, 21.

—y =19, x = 2002.

— y =20, x = 2001.

— y = 21 nem ad megoldast.

Az ABCD téglalap AB oldalan felvettiik az E és F' pontokat, C'D oldalan pedig a G és H
pontokat az abra szerint. Tudjuk, hogy EFGH négyszog egy négyzet, valamint azt, hogy
az AF szakasz 63 cm, a C'H szakasz 77 cm hosszi. Mennyi az ABC' D téglalap kertilete?

D H G C

Mivel CH = BE, ezért 140 = 63 + 77 = AF + EB = AB + EF éppen a négyzet oldalaval
tobb, mint a téglalap AB oldala. De a négyzet oldala egyenl6 a téglalap AD oldalaval. Ezért
2 - 140 = 280 éppen a keresett kertilet. o
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Tokéletesen egyforma szabalyos dobdkockakbdl épitettiink egy nem feltétlen Osszefiiggd
épitményt. (A szabalyos dobdkockdn a szemkozti lapokon mindig Gsszesen 7 potty van.)
Az abra mutatja, hogy mit latunk bel6le oldalrdl, illetve elolrél nézve.

o oo o ° o ° o
o oo o
o oo o ° o ° o
o oo o e oo oo o
o oo o
o oo o e oo ofe o
Epttményiink oldalrél Epttményiink elolrél

Tudjuk azt is, hogy az épitmény a lehet6 legkevesebb kocka felhasznédlasaval épitettitk meg.

a) Adj meg egy lehetséges alaprajzot, és ird bele a mez6kbe, hogy ott hény kocka van
egymason, hasonléan az alabbi abrahoz!

211
211

Egy madsik épitmény és a hozzd tartozo alaprajz

b) A lehet6 legkevesebb dobdkockabdl elkészitett épitményiink iivegasztalon all. Alulrdl,
feliilrol, elolrol, hatulrdl, bal oldalrdl és jobb oldalrél nézve egyarant igaz, hogy az
éppen lathaté lapok mindegyikén ugyanannyi potty van. Hany potty lathaté ebbdl a 6
iranybdl osszesen?

Az elélnézeten lathatd 6t négyzet 6t kiilonboz6 kockdhoz tartozik, ezért legalabb 6t a kockak
szama. Ennyi lehet is, példaul ezekkel az alaprajzokkal:

210 210 012 02
01 110 110 01
012 02 210 2(0

Barmelyik helyes alaprajz megadasa: 2 pont.

Elolrol mind az 5 kocka latszik, ezért hatulrdl nézve is mind az 5-nek latszania kell. Mivel
a szemkozti lapokon Osszesen 7 potty van, elolrol és hatulrdl osszesen 35 pottyot latunk.
Bal és jobb oldalrdl egyarant 4 kocka latszik. Legaldbb 3 kocka mindkét irdnybol latszik
(hiszen Osszesen csak 5 kocka van), és mivel az egyik oldalon csupa 6-os van, a madsikon
csupa l-esnek kell lennie. Ez Osszesen 4-7 = 28 potty. Az elolnézeten minden kockat latunk,
igy egyértelmi, hogy alulrdl és feliilr6l nézve egyarant 3 kocka latszik, és van egy olyan, ami
alulrdl és felilrol is lathaté. Emiatt az egyik iranybdl csupa 2-est, a masikbdl csupa 5-0st
kell 14tnunk, ez igy 3 -7 = 21 potty. Osszesen tehdt 35 + 28 4+ 21 = 84 pétty l4thaté a hat

iranybol. (1)
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Egy 4 x 4-es tablazatot az itt lathato modon kitoltottiink

szamokkal. A tdbldzat bal fels§ sarkabdl indulva 9110 4 | 8
lépkedhetiink a tablazat mezdin, az aldbbi szabélyok sze-
. 121 6 |16 2
rint:
5171114
e mindig csak élszomszédos mezdre léphetiink
. . 151311 | 3
e cgy mezore csak egyszer szabad ralépni

e a sétanak a jobb alsé sarokmezében kell végzodnie.

Legfeljebb mennyi lehet a séta soran bejart mezokre irt szamok Osszege?

Els6 megoldas. Ha a tablazatot sakktablaszerlien szinezziik, akkor a séta els6é és utolséd
mezdje azonos szinti. Mivel a séta soran felvéaltva 1épiink vilagos és sotét mezokre, ezért a
séta eggyel tobbet érint a kiinduléval azonos szinli mezokbol. Emiatt legalabb egy kimarad
a masik szin mezokbdl. Ezek koziil a legkisebb értékii a 7-es. Ezért a lehetséges Osszegek
mindegyike legalabb 7-tel kevesebb az Osszes szam Osszegénél. Az, hogy az Osszes szam
Osszegébdl csak T-et veszitsiink, el is érheto, példaul igy:

T m
3
A bejart mezokre irt szamok Osszege 1 +2+ ...+ 16 — 7 = % —7=136 —7=129.

Masodik megoldas. Azt allitjuk, a leheto legnagyobb Osszeg a 129. Ezzel az Gsszeggel
egy lehetséges bejarast mutat az el6z6 megoldasban szereplé abra. Ha létezik ennél nagyobb
Osszegll bejaras, akkor abban a kihagyott mezok osszértéke legfeljebb 6 lehet. Vagyis a 7,
8, ..., 16 értékli mezok mindegyikére ra kell lépniink, és természetesen a 3-asra is. Ahhoz,
hogy a 15-6son at tudjunk haladni, ra kell lépni az 5-Osre is. Ahhoz, hogy a 8-ason at
tudjunk haladni, ré kell lépni a 4-esre és a 2-esre is. Ahhoz, hogy a 10-esre és a 12-esre is
ra tudjunk lépni, nem hagyhaté ki a 6-os mez6. Hasonloan, a 11 és a 14 érintése miatt nem
hagyhato ki az 1-es sem. Tehat csak igy lehetne nagyobb 0sszeget kapni, ha az 0sszes mezon
athaladnank. Ilyen séta azonban nincs, hiszen a 9-estdl a 3-asig csak paros szamu lépéssel
mehetiink, az 0sszes mez6 egyszeri bejarasahoz azonban 15 1épést kellene tenni. o
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Orszagos donto

Van 10 kiilonbozé szamkartyank 0-t6l 9-ig. 5 gyerek (Anna, Bea, Cili, Déra, Enikd)
mindegyike huz két-két kartyat, majd osszeilleszti egy-egy kétjegyl szamma. Ezutan a
kovetkez6 igaz mondatok hangzanak el:

Anna: Az én szamom oszthato 26-tal.

Bea: Az én szamom oszthatd 20-szal.

Cili: Az én szamom oszthato 16-tal.

Déra: Az én szamom oszthato 28-cal.

Lehetséges-e, hogy Enikd szdma oszthaté: (a) 12-vel (b) 13-mal?

Ha Eniko szama oszthato lenne 12-vel, akkor mind az o0t kétjegyli szam paros lenne, tehat
paros szamjegyre végzodne. Mivel csak 5 paros szamkartya van, a tizesek helyén mindeniitt
paratlan szamnak kell allnia. Ekkor viszont Bea szdma nem lehetne oszthatd 20-szal. Az
viszont lehetséges, hogy Eniko szama oszthato legyen 13-mal. Legyen Anna szama 78 = 3-26,
Beaé 40 = 2 - 20, Cilié 32 = 2 - 16, Déraé 56 = 2 - 28 és Enikéé 91 = 7 - 13. Ekkor minden
szamjegyet pontosan egyszer hasznaltunk fel. o

Toltsd ki az dbran lathaté kilenc mezét az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 szamok mindegyikének

egyszeri felhasznalasaval ugy, hogy a sorokban és az oszlopokban is a megadott eredményt
adjak a miuveletsorok! Ird le azt is, hogyan hataroztad meg a szamokat!
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A jobb alsé mezébe 3 -7 = 21 miatt 3 vagy 7 keriilhet, de a 3 kevés, mert akkor folotte
19-et kellene két szamjegy Osszegeként megkapni, ami lehetetlen. Tehat jobb alulra a 7
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keriil. Folotte az 6sszeg 15, ami csak 9 + 6 alakban allhat el6. A 9 nem lehet legfeliil, mert
mellette az els6é két szam szorzata csak agy lehetne 18, hogy 3-6, de a 6 mar foglalt az utolsé
oszlopban. Tehat jobb feliil van a 6, alatta a 9. Az alsé sor zardjelében a kiilonbség értéke 3.
Ez lehet 8 — 5, 5 —2 vagy 4 — 1. Az utolso eset kiesik, mert akkor kézépen két szam szorzata
lenne 48 = 6 - 8, de a 6 mar foglalt. Az elsé eset is kiesik, mert 48 nem oszthaté 5-tel. A bal
also és kozépso alsé mezokre igy marad az 5 és a 2. A kozépso sorban 9 kell a zardjelben,
ez pedig mar csak 1 + 8 alakban all el6 és a 8 van kozépen, kiillonben nem johetne ki 48 a
kozépso oszlop szorzatara. Innen mér egyértelmi a befejezés. o

3. Az abran lathaté szabdlyos nyolcszog cstcsai koziil szeretnénk kivalasztani harmat ugy,
hogy koziiliik semelyik kett6 ne legyen szomszédos, és semelyik ketto ne legyen atellenes.
Hény kiilonboz6 kivélasztds lehetséges? (Két kivalasztas kiilonbozd, ha van olyan cstcs,
ami az egyikben szerepel, de a médsikban nem.)

F E

Nevezziik atméronek a nyolceszog leghosszabb atléit. A feltételek miatt a kivalasztott pontok
csak kiillonbozo atmérck végpontjai lehetnek. Ezért két 1épésben végezziik a kivalasztést:
el6szor harom atmérdt valasztunk, utana pedig minden atmér6 valamelyik végpontjat. A
négy atmér6 koziil harmat négyféle médon valaszthatunk (aszerint, hogy melyik marad ki) és
ezek mindig ,,szomszédosak”, a kovetkezd dbran lathaté értelemben. A harom kivalasztott
atmérs végpontjait csak kétféle médon vélaszthatjuk (az dbran vagy a teli vagy az iires
korok jok).

Tehat Osszesen 4 - 2 = 8 lehetdség van. o
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4.  Adott egy négyzet. Dorina beszinezte a négyzet sikjaban azokat a pontokat, amelyek
tavolsaga a négyzet kozéppontjatdl legfeljebb akkora, mint a tavolsdga a négyzet legkoze-
lebbi cstucsatol. Hanyad része a Dorina altal beszinezett tertilet a négyzet teriiletének?

A négyzet szemkoOzti oldalfelezd pontjait Osszekotoé szimmetriatengelyek négy negyedre
vagjak a négyzet sikjat. Egy-egy ilyen részbe egy négyzet-cstcs esik és a sik-rész pontjai eh-
hez a négyzet-csicshoz vannak legkozelebb. Ha egy ilyen negyedet néziink, akkor az eredeti
négyzet kozéppontjahoz kozelebb es6é pontok a szaggatott atlotol a négyzet kozéppontja felé
esO pontok.

Mind a négy negyedre elmondva ezt az érvelést, éppen a az eredeti négyzet felét fedik le a
feladat feltételének megfelelé pontok. o

1.  Egy szamot emelkedonek neveziink, ha balrél jobbra olvasva minden szamjegye nagyobb
az el6tte allénal. (Példaul a 36 és a 257 emelked6 szamok.) Hany olyan négyjegyli emelkedd
szam van, amelyet 5-tel megszorozva emelkedd szamot kapunk?

Jeloljon = abed egy megfelel emelkedé szamot. Ezaltal d-nek legaldbb 4-nek kell lennie.
Egy 5-tel oszthaté szam végzodése vagy 0, vagy 5, de tekintettel arra, hogy b5x emelkedo, igy
annak 5-re kell végzddnie. Ebbdl az is kovetkezik, hogy d paratlan, vagyis lehetséges értékei:
5, 7 vagy 9.

Egy négyjegyii szam Otszorose vagy négyjegyl, vagy otjegyti. Amennyiben bz Otjegyt, ugy
csakis az 12345 johet szoba, hiszen 5-re végzodik. Ekkor z = 2469, mi emelkedo, azaz teljesiti
a feltételeket. Ha 5z négyjegyti, akkor vilagos, hogy a-nak 1-nek kell lennie. Viszont ekkor
5z elso jegye legaldabb 5 lenne, s mivel az utolsé jegye szintén 5, nem lenne emelked6. Csak
egy megfeleld négyjegyii szam van tehat, a 2469. o




XLVII. verseny 2017—2018.

Megoldasok

2.

3.

4.

Rita, Sara és Tamara egy korasztal koriil iilnek, eléttiik egy-egy kupac kavics (nem feltétlen

egyforma kupacok). Mindhdrman egyszerre a sajat kupacuk egyharmadat a téliik jobbra
ilonek, egyharmadét a t6liikk balra iilonek dtadjak, a tobbit megtartjdk. (Ezt mindhdrman
pontosan meg tudjék tenni.) Megmondhaté-e, hogy most melyikiik elétt héany db kavics
van, ha csak azt tudjuk, hogy az asztalon Gsszesen 876 db kavics hever?

Miutan atrakta mindenki a sajat kupaca egy-egy harmadét a tole jobbra, illetve balra tilének,
vilagos, hogy mindenkinél mindharmuk kupacédnak egyharmada lesz, vagyis az 0sszes kavics
egyharmada. Tehat mindharmuk el6tt végiil 876/3 = 292 kavics lesz. o

Az ABCD téglalap AB oldalan felvettiik az E és F' pontokat, C'D oldalan pedig a G és H

pontokat az dbra szerint. Tudjuk, hogy EFGH négyszog egy négyzet, valamint azt, hogy
az AF szakasz 63 cm, a C'H szakasz 77 cm hosszi. Mennyi az ABC D téglalap keriilete?

D H G C

A CH szakasz hossza megegyezik az E B szakasz hosszaval. Vilagos, hogy ha az AF' szakasz
hosszat és az EB szakasz hosszat Osszeadjuk, akkor az kapott érték megegyezik az AB
szakasz hosszanak és az EFGH négyzet oldalanak az Osszegével. Masrészt ez az Osszeg
éppen a téglalap keriiletének a fele, hiszen a BC' szakasz hossza éppen az EFGH négyzet
oldalhosszéval egyenld. A téglalap keriilete tehét: 2 - (63 + 77) = 280.

Anna jatékkészletében az abran lathaté mintaja szines lapok szerepelnek. A négy egy-
bevago tartomany mindegyike a kék, sarga, zold vagy piros szinek valamelyikével van
szinezve. A készletben csak olyan lapok vannak, aminél két tartomany kiilonb6z6 szint, ha
van kozos hatdrvonala. Hany kiilonb6z6 lapot tartalmazhat legfeljebb Anna készlete? (A
forgatéssal egymasba vihetéket nem tekintjiik kiillonbozonek.)

Vilagos, hogy egyik lap sem lehet egyszinii.
Ha két szinnel van kiszinezve egy lap, azt csakis egyféleképpen valdsithatjuk meg, ha
felvaltva szineziink. Mivel a két szin kivalasztasa 6-féleképpen torténhet, igy 6 lap van, ami
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kétszinli. Ha harom szinnel van kiszinezve egy lap, az csak ugy valdsulhat meg, hogy két
szemben 1év6 (hatdrvonalaktél mentes) tartomény egyszint, a masik két szemben 1év6 pedig
a masik két szini. A forgatds miatt az utobbiak szinezésének sorrendje tetszéleges. Azt
hogy melyikbol legyen két szin, négyféleképpen vélaszthatjuk ki, és hogy mi legyen a masik
két szin, haromféleképpen (hdrom szinbél melyik maradjon ki). Igy 6sszesen 4 -3 = 12 lap
van, ami haromszinti. Ha mind a négy szinnel van kiszinezve egy lap, akkor az 6-féleképpen
torténhet. Ennek belatasahoz szinezziik ki az egyik tartomanyt tetszélegesen. A maésik
harom tartomanyt 3!-féleképpen szinezhetjiikk ki. Konnyen lathato, hogy ezzel az Gsszes
szinezést megkaptuk, és egyik szinezés sem vihetd 4t a masikba forgatdssal. Osszesen tehét

6 + 12 + 6 = 24 lapbdl all Anna jatékkészlete. o
Egy 4 x 4-es tablazatot az itt lathaté modon kitoltottiink
szamokkal. A tabldzat bal fels§ sarkabdl indulva 9110 4 | 8
lépkedhetunk a tablazat mezoin, az alabbi szabalyok sze- 1216 116 2
rint:
517111 (14
e mindig csak élszomszédos mezore léphetiink
1511311 3

e egy mezdre csak egyszer szabad rélépni

e a sétanak a jobb als6 sarokmezdben kell végzddnie.

Legfeljebb mennyi lehet a séta soran bejart mezokre irt szamok osszege?

Els6 megoldas. Ha a tablazatot sakktablaszerlien szinezziik, akkor a séta els6é és utolsd
mezoje azonos szinli. Mivel a séta soran felvaltva lépiink vilagos és sotét mezdkre, ezért a
séta eggyel tobbet érint a kiinduléval azonos szinli mezokbol. Emiatt legalabb egy kimarad
a masik szinli mezokbol. Ezek koziil a legkisebb értékii a 7-es. Ezért a lehetséges 0sszegek
mindegyike legalabb 7-tel kevesebb az Osszes szam 0Osszegénél. Az, hogy az Osszes szam
Osszegébdl csak T-et veszitsiink, el is érhetd, példaul igy:

R

A bejart mezokre irt szamok Osszege T +2+ ...+ 16 — 7= % —7=136—-"7=129.

Masodik megoldas. Azt allitjuk, a leheto legnagyobb osszeg a 129. Ezzel az Osszeggel
egy lehetséges bejarast mutat az el6z6 megoldasban szereplé abra. Ha létezik ennél nagyobb
Osszegll bejaras, akkor abban a kihagyott mezdk osszértéke legfeljebb 6 lehet. Vagyis a 7,
8, ..., 16 értékt mezOk mindegyikére ra kell lépniink, és természetesen a 3-asra is. Ahhoz,
hogy a 15-0s6n 4t tudjunk haladni, ra kell 1épni az 5-Osre is. Ahhoz, hogy a 8-ason at
tudjunk haladni, ra kell 1épni a 4-esre és a 2-esre is. Ahhoz, hogy a 10-esre és a 12-esre is
ra4 tudjunk lépni, nem hagyhato ki a 6-os mez6. Hasonléan, a 11 és a 14 érintése miatt nem
hagyhato ki az 1-es sem. Tehat csak gy lehetne nagyobb 0sszeget kapni, ha az 0sszes mezon
athaladnéank. Ilyen séta azonban nincs, hiszen a 9-estdl a 3-asig csak paros szamu 1épéssel
mehetiink, az 0sszes mez6 egyszeri bejardsahoz azonban 15 1épést kellene tenni. o
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Van 10 kiilonbozé széamkartyank 0-t6l 9-ig. 5 gyerek (Anna, Bea, Cili, Déra, Enikd)
mindegyike hiz két-két kartyat, majd osszeszorozza a két szamot. Ezutan a kovetkezo igaz
mondatok hangzanak el:

Anna: , Az én szamom oszthato 26-tal.”
Bea: Az én szamom oszthatd 20-szal.”
Cili: ,,Az én szamom oszthato 27-tel.”

Déra: ,,Az én szamom oszthato 28-cal.”

a) Lehetséges-e, hogy Eniké szdma oszthaté 12-vel?

b) Lehetséges-e, hogy Eniké szdma oszthaté 18-cal?

Enik6 szama lehetséges, hogy oszthatd 12-vel: Anna kértydi a 0 és az 1, Bedé a 4 és az 5,
Cilié a 3 és a 9, Doraé a 7 és a 8, Enik6é pedig a 2 és a 6. Ha egy szam oszt egy masikat,
akkor az 0sszes primosztdja is osztja azt, és mas prim nem. Jelolje rendre a kapott szamokat
a, b, c, illetve d.

Mivel a 26 osztja a-t, igy a 13 is. Mivel a 13 nem szerepel a szamkartyakon, igy a csakis a
0 lehet, vagyis Anna egyik kartyajan a 0 szerepel. A 27 osztja c-t, igy Cili egy kartydjan a
9-es, a masikon pedig a 3-as vagy 6-os all. Mivel a 20 osztja b-t, igy b értéke vagy 20, vagy
40. Az els6 esetben Bea kartyain a 4-es, illetve az 5-0s all, a masodik esetben pedig az 5-6s
és a 8-as. Hasonl¢ érveléssel kapjuk, hogy mivel a 28 osztja d-t, igy d vagy 28, vagy pedig 56.
Az els6 esetben Déra kartydin a 4-es és a T-es szerepel, a masodik esetben pedig a 7-es és a
8-as. fgy ezek a kartyak maradhatnak: az 1, a 2 és a 3 vagy a 6. Ezek kozil két szamnak a
szorzata csak akkor lehetne oszthatd 18-cal, ha az egyik a 3-as a masik a 6-os kartya lenne.
Ez a kettd viszont nem lehet egyszerre Enikénél, mivel a kettd koziil az egyik szam Cilinél

van. o
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Az alabb lathaté tablazatot az kovetkezd szabdlyoknak megfeleloen kell kitolteni.
e Barmelyik mezdbe az 1-t6l 9-ig az egész szamok valamelyikét irhatod.

e Egy oszlopban, ill. egy sorban legfeljebb egyszer haszndlhatsz fel egy szdmot. (A
tabldzatban, akar tobbszor is.)

e A sorok mellett, ill. az oszlopok f6lott az abban a sorban, ill. oszlopban szereplo
szamok 0Osszegét adtuk meg.

23 21 7

20
18
13

Mutasd meg, hogy csak egy kitoltés lehetséges!

A helyes megoldas megmutatasa:

23 21 7
2009 |7 4
1818191
1316 |5 |2

A 7 csak egyféleképpen irhaté fel osszeg alakban: 1 4+ 2 + 4.

Viszont a 20 felbontasdban nem szerepelhet sem az 1, sem a 2. fgy a jobb felsé mezobe
csakis a 4 kertilhet. A 23 csak egyféleképpen bonthaté fel: 9 4+ 8 + 6.

A bal fels6 mezobe nem keriilhet a 6, kiillonben a kozéps6 oszlop kozépsé mezojébe 10-
et kellene irnunk, ami ellentmondés. De 8-at sem irhatunk, mert akkor az elébb emlitett
mezobe szintén a 8 kertilne.

Ezek alapjan a fels6 sor mar ki is alakult.

23 21 7
2009 |74
18
13

Ha a jobb oldali oszlop kozépso mez6jébe a 2-t irnank, akkor a kozéps6 sor maradék két eleme
csakis a 7 és a 9 lehetne. De a bal oldali oszlop kimaradt két eleme a 8 és a 6 valamilyen
sorrendben. Ez pedig azt jelenti, hogy a jobb oldali oszlop k6zépsé mezojébe az 1 keriil. fgy
a jobb oldali oszlop is egyértelmiien kitoltheto.
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23 21 7
2009 |7 | 4
18 1
13 2

Viszont ekkor a kozépso sor maradék két eleme nem lehet més, csak a 9 és a 8. Mivel a bal
oldali oszlopban mar szerepet a 9, igy a kozépso sor is kitolthetd egyértelmiien.

23 21 7
200974
181819 |1
13 2

Mar csak az alsé sor maradt hatra, de az ottani szdmok (6 és 5) trividlisan adddnak.
A tablazatban minden Osszeg helyes, a feladatnak megfelel6 kritériumok teljestilnek, és a
gondolatmenetbol 1lathatd, hogy mas megoldas nincs.

3. Az abran lathaté szabalyos nyolcszog csticsai koziil szeretnénk kivalasztani harmat gy,
hogy koziiliik semelyik ketté ne legyen szomszédos, és semelyik ketto ne legyen atellenes.
Hény kiilonboz6 kivélasztds lehetséges? (Két kivalasztas kiilonbozo, ha van olyan cstcs,
ami az egyikben szerepel, de a mésikban nem.)

F B

A nyolcszognek hosszusag szempontjabdl 3-féle atléja van. Legyen a legrovidebb az 1-es, a
kozépso a 2-es, a leghosszabb pedig a 3-as tipusu atlo.

A feladat értelmében olyan hdaromszogek cstucsait kell megkeresniink, melyek oldalai 1-es,
illetve 2-es tipusi atlék. Egy atlo két toréttvonalra osztja a nyoleszoget. Ezen két torottvo-
nalak koziil a nem hosszabban szerepl6 oldalak darabszamat hivjuk az &tlé hosszanak. Az
1-es tipusu atlok hossza tehat 2, a 2-es tipusiaké pedig 3. Vildgos, hogy a haromszogben
szereplo atlok hosszainak az Osszegének 8-nak kell lenni. A 8 csak egyféleképpen bonthato
fel ugy oOsszegre, hogy a tagok értéke 2 vagy 3: 8 = 2 + 3 + 3. Vagyis egy l-es és két 2-es
tipusu atlé alkotja a keresett haromszogek oldalait. Ez azt jelenti, hogy a haromszognek
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pontosan az egyik csicsabdl kiindul6 oldalak lesznek 2-es tipusu atlok. Mivel ezt a cstcsot

8-féleképpen valaszthatjuk ki, igy a megoldés 8.

o

Sara a kovetkezo jatékot talalta ki. Egy fiizetlap elsé sordaba felirt egy pozitiv egészekbdl
allé szamsort. Ezutan a kovetkezo sorba az el6z6 sor minden szama helyett leirta novekvo
sorrendben 1-t6l az adott szamig az Osszes pozitiv egészt. Majd ugyanezzel a médszerrel
képezte a masodik sor szamaibol a harmadik sor szamait, és igy tovabb. Ha példaul az

egyik sorban az
5,1,2,3,2

szamsor szerepel, akkor a kovetkez6 sorba az
1,2,3,4,5,1,1,2,1,2,3,1,2

szamsort irta.

Hény szamot irt Sara a 6. sorba, ha az els6 sorba az 1, 2, 3, 4, 5 szamsort irta?

Az alabbi téblazatban az egyes sorokban 1évé szamok darabszamat foglaltuk ossze.

A

kitoltési szabaly a kovetkezo: a 2. sortdl kezdve a k-adik cellaba az el6tte 1évé sorban

1év6, a k-nal nem kisebb sorszamu cellak 6sszegét irjuk.

l-es | 2-es | 3-as | 4-es | 5-0s

sor 1 1 1

sor 5 4 3

sor 15 10 6

sor 70 35 15

1
2
3
sor 35 20 10 4
5
6

SO P RN

sor | 126 56 21

[UY YU TN WY JUIY T

Sara tehat a 6 sorba 126 + 56 + 21 +6 + 1 = 210 szamot irt.
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Adott egy 90 egység tertiletli nagy téglalap.
Szeretnénk  az  oldalakkal  parhuzamos 1 3
vagasokkal felosztani kilenc kisebb téglalapra 10
ugy, hogy a kapott téglalapok koziil a bal felsé
teriilete 1 egység, a jobb fels6é 3, a bal als6é 9,
a kozépsoé pedig 10 egység legyen.

Mutasd meg, hogy a nagy téglalap alakjatél fiiggetleniil mindig van ilyen felosztas, és add
meg a hidnyzé 6t kis téglalap teriiletének egy-egy lehetséges értékét! (Nem kell megkeresni
az Osszes lehetséges felosztést. )

Osszuk fel a téglalap vizszintes oldalait 1 : 2 : 3, fliggbleges oldalait pedig 1 : 5 : 9 aranyban,
és kossiik Ossze a megfelel6 osztopontokat. Az dbra jeloléseit hasznalva a nagy téglalap
teriilete: (x + 2x + 3z) - (y + 5y + 9y) = 6x - 15y = 90xy = 90. EbbSl zy = 1, és a kis
téglalapok tertiletének nagysaga is ellenorizhet6.

x 2x 3x
y 1 2 3
5y 5 10 15
9y 9 18 27

Egy szamot emelkedonek neveziink, ha balrél jobbra olvasva minden szamjegye nagyobb az
elotte allondl. (Példaul a 36 és a 2579 emelkedd szamok.) Hany olyan haromjegyti emelked6
szam van, amelynek az 6tszorose nem emelkedd szam?

Egy emelked6 szam nem tartalmazhat nullat, és szamjegyei kiillonbozéek. Ilyen hdromjegyti
szambol 9 - 8 - 7 = 504 darab van, azonban a harom szamjegy hat lehetséges sorrendje koziil
mindig pontosan egy emelkedd, tehat 504 : 6 = 84 haromjegyli emelked6 szam van. Egy
szam Otszorose O-ra vagy b-re végzodhet. Ha 0-ra végzddik, akkor biztosan nem emelkedo.
Egy haromjegyl szam otszorose 500 és 5000 kozé esik. Ha egy ilyen szam 5-re végzodik,
akkor csak ugy lehet emelkedd, ha négyjegyti. A négyjegyti, 5-re végzodd emelkedd szamok:
1235, 1245, 1345 és 2345. Ezek a 247, 249, 269 és 469 otszorosei, amelyek mind emelked6
szamok. Tehat a 84 emelked6 haromjegyli szam koziil csak a fenti négynek nem emelked?d az
Otszorose, azaz 80 olyan haromjegyli emelked6 szdm van, amelynek 6tszorose nem emelkedo.

o
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Anna jatékkészletében az abran lathaté mintdajua szines lapok szerepelnek. A négy egy-
bevagd tartomany mindegyike a kék, sarga, zold vagy piros szinek valamelyikével van
szinezve. A készletben csak olyan lapok vannak, aminél két tartomany kiillénboz6 szint, ha
van kozos hatdrvonala. Hany kiilonbo6z6 lapot tartalmazhat legfeljebb Anna készlete? (A
forgatassal egymésba vihet6ket nem tekintjitk kiilonbo6zének.)

(Egyik lap sem lehet egyszinii.) Ha két szinnel van kiszinezve egy lap, akkor a szemkozti
tartomanyok lesznek azonos szintiek. Mivel a két szin kivalasztasara a négybol 6 lehetdség
van, igy 6 lap van, ami kétszinti. Ha harom szinnel van kiszinezve egy lap, az csak tgy
valésulhat meg, hogy két szemkozti tartomany egyszinii, a masik két szemben 1év6 pedig
a masik két szint kapja. Az utébbiak sorrendje a forgatds miatt nem szamit. A kétszer
hasznélt szint négyféleképpen vélaszthatjuk ki, és hogy mi legyen a masik két szin, azt
haromféleképpen. fgy Osszesen 4 - 3 = 12 lap van, ami hdromszinti. Ha mind a négy szint
felhasznaljuk, akkor pl. a kék tartomanytdl elindulva az éramutatd jarasa szerint, az elso
tartomény szine 3-féle, a masodik (kékkel szemkozti) szine 2-féle lehet, az utols6 tartomdany
szine egyértelmii. Lathato, hogy ezen lehetdségek nem forgathatok egymasba. fgy négy szint
hasznélva 6 lehet6ség van. Osszesen tehat 6+ 12+ 6 = 24 lapbdl 4l Anna jétékkészlete.

Egy 8 x 8-as tablazat mezd6it kitoltjiikk az 1-t6l 64-ig terjed6 pozitiv egész szamokkal gy,
hogy minden szam pontosan egy mezoben szerepel. Ezutan a tablazat bal felsd sarkabdl
indulva sétalunk a tabldzat mezoin, az aldbbi szabalyok szerint:

e mindig csak élszomszédos mezore léphetiink
e cgy mezore csak egyszer szabad ralépni
e a sétanak a jobb alsé sarokmezoben kell végzodnie.

A séta soran érintett mezokon (beleértve a kiinduld- és az utolsé mezot is) 1évé szamokat
osszeadjuk. Az Osszes lehetséges kitoltést és azokon az Osszes lehetséges sétat tekintve
mennyi ennek az osszegnek a legnagyobb lehetséges értéke?

Szinezziik ki a tablazat mezoit sakktablaszertien. Legyen a bal fels6 mez6 mondjuk fekete.
Mivel minden lépésben mas-mas szinti mezore 1éplink, és végiil azonos szinti mezore érkeziink,
mint amilyenrdl elindultunk, paros szamu 1épést kell megtenniink. Ha az Osszes mezot
érintené a séta, akkor 63 lépésre lenne sziikségiink, de ez paratlan. Tehat nem Iéphetiink ra
minden mezore, legalabb egy kimarad. Az alabbi abran szemléltetjiik, hogy elérhet6, hogy
pontosan egy mez6 maradjon ki.
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Mivel minden bejarast és kitoltést tekintiink, igy akkor kapjuk a lehet6 legnagyobb Osszeget,
amikor a kimaradt mezén az 1-es szam all. Az Osszeg pedig: 2+3+4+---+64 = 2*5& 63 =

2079. O

A PQRS négyzetbdl a sarkainal levagtuk a PAH, QCB, RED, SGF egyenlé szaru
haromszogeket az abra szerint, igy egy nyolcszoget kaptunk. Bizonyitsd be, hogy az ACEG
és a BDF H négyszog tertilete egyenld.

S F E R
D
G
C
H
P A B Q

Els6 megoldas. Az altalanossag sérelme nélkiil feltehetjiik, hogy a négyzet oldala 1 egység.
Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket: x = PA,y = QC, 2z = RE, u = SG. Ezekkel a
jelolésekkel:

1—=x
IAQC — ( 9 )ya
illetve

1—2
TBQD:( )y
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S z R
z
U
D
G
C
H Y
x
P TA B Y Q
Mindezeket felhasznalva kapjuk, hogy
Tacee = Tpors — (Tage +Tere + Trsc + Tapa) =
_ r+y+z+u—ary—Yz— 22U —Uur
= 5 7
valamint
Teprn = Trors — (Tsop + Torr + Trsu + Tupp) =
_ T+y+z+u—TY—Yz— 22U —Ux
= 5 )
A két kifejezés azonos, ezzel az allitast igazoltuk.
Masodik megoldas.
S F E R
R/ QI EI D
G G’
c’ C
Sl A/ Pl
H
P A B Q
Legyen a négyzet oldalanak hossza a.
Az abréat ugy kapjuk, hogy tikrozzik a P és az A pontot a HB felezépontjara, a ) és a C
pontot a BD felezopontjara, az R és az E pontot a DI felezOpontjara, az S és a G pontot az
FH felezopontjara. A tiikrozésekbol adodé egybevagdsagokat felhasznédlva az jon ki, hogy
a BDF H négyszog teriilete megkaphaté gy, hogy az ABCDEFGH nyolcszog tertiletéhez
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hozzdadjuk a BQC, DRE, FCG, HP A haromszogek és a P'QQ'R'S’ téglalap teriiletét, és a
kapott tertiletet elfelezziik.

[gy mér csak azt kell megmutatni, hogy ha a P, Q, R, S pontokat a GA, AC, CE, EG
szakaszok felezopontjara tiikrozziik, akkor a kapott P”Q”R"S" téglalap teriilete megegyezik
a P'Q'R'S" téglalap teriiletével. Ez viszont nem nehéz, mert az utébbi teriilete konnyen
lathaté médon |a—BQ—F'S|-|la—DR— H P|, az el6bbié pedig |[a— PA— RE|-|a—QC —SG]|.
Ezek pedig egyenlék, mert a négyzet sarkaiban 1év6 egyenlo szart derékszogli haromszogek

miatt BQ = QC, FS = SG, DR = RE és HP = PA. O

J

1.

Tekintsiik azokat a hatjegyl szamokat, amelyekben nincs 0 szamjegy, és minden szamjegyiik
oszthaté azzal a szdmmal, ahdnyadik helyen all. (Balrdl jobbra olvasva, tehét az egyesek
helyén all6 szdmjegy a hatodik.)

a) Osszesen hény ilyen hatjegy(i szém van?

b) Ezek kozott hany olyan van, amelyben nincs két egyforma szamjegy?

Elsé megoldéds. Az els6 szamjegy 9-féle (1,2,...,9), a masodik 4-féle (2,4,6,8), a harmadik
3-féle (3,6,9), a negyedik 2-féle (4, 8), az 6todik 1-féle (5) és a hatodik szintén 1-féle értéket
(6) vehet fel. [gy Gsszesen 9-4-3-2-1-1 = 216 szdm van, ami teljesiti a feltételeket.
Tegyiik fel, hogy nincs két egyforma szamjegy. A hatodik jegy tovabbra is 6-os, az 6todik
5-0s, a negyedik szamjegy lehet 4 vagy 8. A harmadik szdmjegy mar csak 3 vagy 9 lehet,
hiszen a 6-os biztosan szerepel mar a hatodik helyen. A masodik szdmjegy nem lehet 6-os
és nem lehet ugyanaz, mint a negyedik. Ezért itt csak két lehetoség van. Az els6 szamjegy
barmelyik lehet, amely nem egyezik meg a tobbi 6t helyen szereplovel. Itt tehat 4 lehetoség
van. Osszesen tehdt 1-1-2-2-2-4 = 32 megfelel§ szdm van.

Masodik megoldas. Jeldlje a; az i-edik szamjegyet (balrdl jobbra olvasva).

A feltétel értelmében ay 9-féle (1,2,...,9), as 4-féle (2,4,6,8), az 3-féle (3,6,9), ay 2-féle
(4,8), a5 1-féle (5) és ag szintén 1-féle értéket (6) vehet fel. Igy osszesen 9-4-3-2.1-1 = 216
szam van, ami teljesiti a feltételeket.

Foglalkozzunk ezek utan azokkal a szamokkal, amelyekben nincs két egyforma szamjegy. Az
biztos, hogy a5 = 5, illetve ag = 6, igy csak a tobbi szamjeggyel kell foglalkoznunk.

A tobbi szamjegy lehetséges értékei rendre a kovetkezok:

a; 2 1,2,3,4,7,8,9; a9:2,4,8;, az:3,9; ay4:4,8.

Ha ay = 2, akkor ay értéke 4 vagy 8, az értéke 3 vagy 9, a; értéke pedig 4-féle lehet (a
lehetséges 7 értékbdl kivesszitk a mar felhasznalt 3-at). fgy ekkor 1-2-2-4 = 16 szamot
kapunk.

Ha ay = 4, akkor ay = 8, a3 értéke 3 vagy 9, a; értéke pedig 4-féle lehet. fgy ekkor 1-1-2:4 =8
szamot kapunk.

Ha as = 8, akkor ay = 4, a3 értéke 3 vagy 9, a1 értéke pedig 4-féle lehet. fgy ekkor 1-1-2:4 =8
szamot kapunk.

Osszesen tehdt 16 + 8 + 8 = 32 olyan szdm van, amelyben nincs két egyforma szémjegy. o

Orszagos donto
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2.

Vegyiik az egész szamokat 1001-t6l 2000-ig, és mindegyiknek keressiik meg a legnagyobb
paratlan osztéjat. Mennyi az igy kapott 1000 darab szam Osszege?

Els6 megoldas. Paratlan szamok esetén a legnagyobb paratlan oszté maga a szam: 1001,

1003, ..., 1999. A péros szamok (1002, 1004, ...2000) legnagyobb pératlan osztéja nem
valtozik, ha megfelezziik ¢ket: elég az 501, 502, ..., 1000 szamok legnagyobb paratlan
osztéjat megkeresni. Itt megint elkiilonithetjik a paratlanokat: 501, 503, ...999; a
parosakat pedig megfelezhetjik: 251, 252, ..., 500. Ezt az eljarast folytatva:
Paratlanok Parosak megfelezve
1. Iépés | 1001, 1003, ..., 1999 | 501, 502, ..., 1000
2. 1épés 501, 503, ...999 251, 252, ..., 500
3. 1épés | 251, 252, ..., 499 126, 127, ...250
4. 1épés 127,129, ..., 249 63, 64, ...125
5. 1épés 63, 65, ..., 125 32,33, ...,62
6. 1épés 33,35, ..., 61 16, 17, ...31
7. 1épés 17,19, ..., 31 8,9, ...15
8. 1épés 9,11, 13, 15 4,5,6,7
9. 1épés 5,7 2,3
10. 1épés 3 1
11. 1épés 1

Lathato, hogy bal oldalt minden 1 és 1999 kozotti paratlan szamot megkaptunk pontosan
egyszer, tehdt a keresett dsszeg 1+ 3+ 5+ - -+ + 1999 = £99 . 1000 = 1000000.

Masodik megoldas. Ha két szamnak azonos a legnagyobb paratlan osztdja, akkor a
primtényezos felbontasuk csak a 2 kitevojében kiilonbozhet, azaz egyik a maéasiknak 2-
hatvanyszorosa. Az 1001, 1002, ...2000 szamok kozott nincs két kiilonbozo szam, ame-
lyek 2-hatvanyszorosai egymaéasnak, hiszen a legkisebb szdm kétszerese is nagyobb a leg-
nagyobb szamnal. Ezért az 1001, 1002, ...2000 szdmok legnagyobb paratlan osztéi mind
kiilonb6z6 pozitiv paratlan szamok, amelyek kisebbek 2000-nél. Mivel ilyen paratlan szambol
éppen 1000 darab van, ezért mindegyik 2000-nél kisebb pozitiv paratlan szam pontosan egy
szamnak a legnagyobb paratlan osztdja. Tehat a keresett osszeg 1 +3 + 54 --- + 1999 =
52921000 = 1000000.

Harmadik megold&s. Minden egész szam 1001-t61 2000-ig egyértelmiien 4ll el8 2% -m alakban,
ahol & € {0;1;2;...;10}, m pedig (pozitiv) paratlan szdm. Feladatunk tehat az, hogy
minden m értéket adjunk Ossze.

Vilagos, hogy

e k=0, akkor m = 1001, 1003, 1005, . .., 1999,
e ha k =1, akkor m = 501, 503, 505, ..., 999,
e ha k = 2, akkor m = 251,253,255, ...,499, és igy tovabb,
e ha k=9, akkor m = 3,5, s végiil,
e ha k =10, akkor m = 1.
Tehat a keresett 0sszeg 1 +3 +5+---+ 1999 = % - 1000 = 1000000.
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Sara a kovetkez6 jatékot taldlta ki. Egy flizetlap els6 sordba felirt egy pozitiv egészekbdl
allé szamsort. Ezutdan a kovetkezo sorba az el6z6 sor minden szama helyett leirta novekvo
sorrendben 1-t6l az adott szamig az Osszes pozitiv egészt. Majd ugyanezzel a médszerrel
képezte a méasodik sor szamaibol a harmadik sor szamait, és igy tovabb. Ha példaul az

egyik sorban az
5,1,2,3,2

szamsor szerepel, akkor a kovetkez6 sorba az
1,2,3,4,5,1,1,2,1,2,3,1,2
szamsort irta.

Hény szamot irt Sara a 6. sorba, ha az els6 sorba az 1, 2, 3, 4, 5 szamsort irta?

Els6 megoldas. Az alabbi tablazatban az egyes sorokban 1év6 szamok darabszamat foglaltuk
ossze. A kitoltési szabaly a kovetkezo: a 2. sortdl kezdve a k-adik cellaba az el6tte 1évo
sorban 1év6, a k-nal nem kisebb sorszamu celldk 0sszegét irjuk.

l-es | 2-es | 3-as | 4-es | 5-0s
sor 1 1 1
sor 5 4 3
sor 15 10 6
sor 35 20 10
sor 70 35 15
sor | 126 56 21

O T | o) =
| O x| W DO =
[ N e e ey

Sara tehat a 6 sorba 126 + 56 + 21 +6 + 1 = 210 szamot irt.

Masodik megoldas. Tegyiik fel, hogy mind a 6 sor fel van {rva. Ezek utdn minden szamot
kossitk Ossze a beldle kozvetleniil szarmazé szamokkal. (Pl. az elsé sorban szerepl6é 5-6t
osszekotjik a masodik sorban allé 1, 2, 3, 4, 5-tel.)

[gy kapunk 5 fagrafot, melynek gyokerei rendre az els6 sorban 4ll6 1, 2, 3, 4, 5.

Vegylik észre, hogy ha valamelyik gyokérbdl elindulunk, minden 1épésben élen haladva a
kovetkezo sorba 1épiink, akkor a szereplo szamok monoton csokkeno sorozatot alkotnak.
Ha a fenti lépéseket az Osszes gyokérelemmel és az Osszes lehetséges bejarassal elvégezziik,
akkor a kapott szam 6-osok minden 6 elemii monoton csokkené sorozatot kiadjak, melyek
elso eleme legfeljebb 5. Ez pedig 5 elem 6sszes 6-od osztalyu ismétléses kombinécidja, amik

szama (5+2_1) = 210.

Altaldnositas: Az eléz6 gondolatmenet gond nélkiil alkalmazhaté arra az esetre, ha az elso

sorban 1-t0l n-it szerepelnek a szamok. Ekkor a k-adik sorban ("+Z_1) elem fog allni. o
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4.

Az ABC haromszogben C-nél derékszog van. A ki és ky hozzdirt korok a haromszogon
kiviil helyezkednek el, az alabbiak szerint:

e Az O kozéppontu k; kor érinti az AC befogét az E pontban, az AB oldal meg-
hosszabbitasat a D pontban, valamint a BC' oldal meghosszabbitasat az F' pontban.

e Az O, kozéppontu ko kor érinti a BC befogét az I pontban, az AB oldal meg-
hosszabbitasat a G pontban, valamint az AC oldal meghosszabbitasat az H pontban.

Bizonyitsd be, hogy a k; és ks korok sugaranak 0sszege megegyezik az AB szakasz hosszaval.

Els6 megoldas. Tekintsiik a feltételeknek megfelel6 abrat.

Az O1ECF négyszog minden szoge derékszog (az érinték merdlegesek az érintési pontba
huzott sugédrra) és a szomszédos O F és O F oldalai egyenléek, tehat O; ECF négyzet, igy
r1 = CE = CF. Hasonléan adédik, hogy Oo HC'I is négyzet, igy o = C1 = CH. Az AG és
az AH érintoszakaszok egyenlok, igy

AG=AH = AE+ EC+CH = AE +1ry +rs.
Ugyanigy a BD és BF' érintOszakaszok is egyenlok, igy
BD =BF =BI+IC+CF =DBIl+7ry+ ;.
Ugyancsak érintészakaszok egyenldsége miatt AD = AE és BG = BI. fgy
AB=AG - BG =AE +ri+ry— BI

és
AB=BD — AD =BI +r, +ry— AF.
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Emiatt AE — BI = BI — AFE, tehat AE = BI. Ebbdl viszont AB = ry + r9 kovetkezik, és
éppen ezt kellett belatni.

Maésodik megoldas. Tekintsiik a feltételeknek megfelel6 abrat. Vegyiik fel benne az ABC
haromszog beirt korét is, mely az AB, BC, C'D oldalakat rendre az R, P, () pontokban érinti.

Ismert tény, hogy egy adott oldalon a beirt és az oldalhoz irt kor érintési pontjai szimmetri-
kusan helyezkednek el az oldalfelezé pontra nézve. Ennek kovetkezménye, hogy CE = AQ),
illetve C'I = BP.

Mivel a k; kor sugara C'E-vel, a ko koré pedig C'I-vel egyenld, igy a két kor sugaranak
Osszege:

CE +CI = AQ + BP.

Tudjuk, hogy egy kiilsé pontbdl egy korhoz huzott érintészakaszok egyenlo hosszuak, igy
AQ = AR, valamint BP = BR, vagyis CE+CI = AR+ BR = AB, amit éppen bizonyitani
kellett.
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Orszagos donto

Van egy piros és egy zold korongunk. Mindkét korong mindkét oldalan van egy-egy pozitiv

egész szam, a piros korong egyik oldalan a 2000, a zold korong egyik oldalan a 18 talalhato.
A korongokat az Osszes lehetséges médon az asztallapra helyezve a korongon lathaté szamok
osszegére pontosan négyféle kiillonbozé eredményt kaphatunk, és ezek rdadasul egymast
kovetd pozitiv egész szamok. Milyen szamok allhatnak a korongok tilsé oldalan? Az Osszes
lehetséges megoldast keresd meg!

A piros korong két oldalan alljon p; < po, a z0ld korong két oldalan alljon z; < z5. Ekkor a
legkisebb 6sszes p; + 21, a legnagyobb ps + 29, és a két kozépsore két lehetOség van.

Nézziik még a két lehetoséget kiilon-kiilon:

1. eset: p1+21 < pr+29 < pot21 < pa+29. Ekkor vilagos, hogy zo = 21+1 és ps = p1+2, és
ezzel a két feltétellel tényleg négy egymast koveto szam lesz az 6sszeg. Innen a megoldasok
(p1,p2, 21, 22) sorrendben: (19982000, 17,18), (1998,2000, 18,19), (2000,2002,17,18) és
(2000, 2002, 18, 19).

2. eset: p1+21 < pat+21 < pr1+22 < pat2o. Ekkor vilagos, hogy ps = p1+2 és 29 = 21 +2, és
ezzel a két feltétellel tényleg négy egymast kovetd szam lesz az 6sszeg. Innen a megoldasok:
(1999, 2000, 16, 18), (1999, 2000, 18, 20), (2000, 2001, 16, 18) és (2000, 2001, 18, 20). o

Az ABCD négyzet atléinak metszéspontja O, az AB oldal A-hoz legkozelebb es6 negye-
delépontja N, az AD oldal egy belsé pontja P. Az OP egyenes a DN szakaszt az X, a
BC oldalt az Y pontban metszi. Lehetséges-e, hogy a XY CD négyszog teriilete éppen
haromszorosa az AN X P négyszog teriiletének?

Legyen a négyzet teriilete 1 és vezessiik be az alabbi jeloléseket: Tanxp = a, Tpxp = d és
Txycp = c. Konnyen lathaté, hogy a + d = % és mivel a négyzet kozéppontjan atmeno

egyenesek felezik a négyzet teriiletét, ezért ¢ + d = % Ha igaz lenne, hogy ¢ = 3a, akkor

c+d=3a+d= % ésa+d= é kiilonbségébol 2a = % — % = g, vagyis a = %. De ekkor
= % —a = % — % = —% lenne, ami lehetetlen.

Tehat a kérdésre a valasz: nem lehetséges. o

Melyek azok az n pozitiv egész szamok, melyekre 55; négyzetszam?
—-n
n _—(555—n)+555__1+ 555
555 —n 555 —n B 555 —n

Egy négyzetszam nem negativ, ezért elég 555 pozitiv osztoit vizsgalni. Olyan osztét kerestink
tehat, amely 1-gyel nagyobb egy négyzetszamnal, és ezek osztoparja lesz 555 — n.

555 =1-555=3-185 =5-111 = 15- 37, tehat a szoba jovo osztok: 1,5,37, vagyis 555 —n
értéke 555, 111 vagy 15.

Az elsé esetben n nem pozitiv egész. A mésik két esetben n = 444 (és a négyzetszam a 4),
illetve n = 540 (és a négyzetszam a 36).
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4.

Anna és Roland a kovetkezo jatékot jatsszak. Roland beirja egy n x n-es tablazat mezdibe

a szamokat 1-t6] n?-ig valamilyen elrendezésben. Anndnak a tdbldzat bal fels6 sarkabdl
indulva el kell jutnia a tablazat jobb alsé sarkdig gy, hogy mindig élszomszédos mezore
1ép, és olyan mezore nem léphet, ahol korabban mar jart. Célja, hogy az Ut soran érintett
mezOkben szerepel6 szamok Gsszege a leheto legnagyobb legyen. Roland tgy probélja kez-
detben kitolteni a tablazatot, hogy az Anna &ltal elérheté Gsszeg a leheto legkisebb le-
gyen. Hatarozzuk meg minden n > 1 esetén az Anna altal elérhetd legnagyobb Gsszeget
(feltételezziik, hogy Anna és Roland is optimadlisan jatszik).

Ha n paratlan, akkor az 0sszes szam begytijtheto, példaul oszloponként le,fel le fel,. .. fel,le
bejarassal. Igy az elrendezéstdl fliggetleniil Anna mindig el tudja érni az

14243+, +n2 =020

5 Osszeget, tehdt a legnagyobb érték is ennyi.

Ha n paros, akkor szinezziik ki a négyzet mezoit sakktablaszertien, legyen mondjuk a bal
fels6 mez6 sotét. A 1épési szabdaly szerint a meglatogatott mezdk szine s6tét - vilagos - sotét
- ...- S0tét, ezért az 1t sordn eggyel tobb sotét mezot érintettiink. Mivel a tablan egyenlo a
sotét és vilagos mezdk szama, legalabb egy vilagos mezo kimaradt.

Késébb megmutatjuk, hogy elérheté: egyetlen vildgos mez6 maradjon csak ki, és az
barmelyik lehet.

Ebbdl kovetkezik, hogy akkor lesz a legkisebb egy adott elrendezéshez tartozo 6sszeg, amikor
a vildgos mezékon vannak a nagyobb szdmok, vagyis n?/2 + 1,n?/2 +2,...,n% A fenti
allitas alapjan a kihagyott vilagos mez6t valaszthatjuk gy, hogy a lehet6 legkisebb legyen
a kimarad6 szdm, vagyis n?/2 + 1. Tehdt paros n esetén a legnagyobbak kozotti legkisebb

Grtck 14243+ .+ n? = (n2/241) = U - (4 1) — o2,

Most bebizonyitjuk, hogy barmelyik vilagos mez6hoéz van olyan 1t, ami azt az egy mezot
hagyja ki.

A vilagos mezok | koordinatdinak” paritasa kiilonbozé. Feltehetjiik, hogy a kivalasztott
vildgos mez6 paros oszlopban és paratlan sorban van (kiilonben tiikkrozhetiink a bal felsé -
jobb alsé &atléra). Ekkor a kivédlasztott mez6 felett paros sok teljes sor van, téle balra pedig
paratlan sok teljes oszlop. A bejards torténhet igy:

e El6szor bejarjuk jobb -bal -jobb - bal ...sorrendben a kivalasztott mez6 feletti teljes
sorokat.

e Ezutan bejarjuk le - fel -le -fel - ...sorrendben a kivélasztott mez6 el6tti teljes oszlo-
pokat, kivéve a legjobbra levot.

e Ezutan cikk-cakkban bejarjuk a kivalasztott mezd oszlopédt és a tdle balra 1évot ugy,
hogy végiil a kivéalasztott mez6 oszlopanak legaljara érkeziink.

e Végiil a megmaradt bal alsé téglalapot bejarhatjuk alulrél indulva fel - le - fel - le -
...sorrendben, mert mindkét mérete paros.

A bejéarasi algoritmust az aldbbi abra szemlélteti n = 6 esetén, amikor a kivélasztott vildgos
mez6 a harmadik sor negyedik oszlopaban van. o
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D.

]
5
~
. ( )

A PQRS négyzetbdl a sarkainal levagtuk a PAH, QCB, RED, SGF egyenlé szaru
haromszogeket az abra szerint, igy egy nyolcszoget kaptunk. Bizonyitsd be, hogy az ACEG

és a BDF H négyszog teriilete egyenlo.

S F E R
D
G
C
H
P A B Q
Els6 megoldas.
S F E R
R ol D
G G
o C
i S'|A | P)
P A Q
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Legyen a négyzet oldaldanak hossza a.

Az dbrat ugy kapjuk, hogy tiikkrozziik a P és az A pontot a HB felezépontjara, a ) és a C
pontot a BD felezopontjara, az R és az FE pontot a DF felezOpontjara, az S és a G pontot az
FH felezopontjara. A tiikrozésekbol adodé egybevagdsagokat felhasznédlva az jon ki, hogy
a BDF H négyszog teriilete megkaphatd ugy, hogy az ABCDEFGH nyolcszog tertiletéhez
hozzdadjuk a BQC, DRE, FCG, HPA haromszogek és a P'Q'R'S’ téglalap tertiletét, és a
kapott tertiletet elfelezziik.

fgy mar csak azt kell megmutatni, hogy ha a P, @, R, S pontokat a GA, AC', CE, EG
szakaszok felezépontjara tiikrozzik, akkor a kapott P”Q" R"S" téglalap teriilete megegyezik
a P'Q'R'S" téglalap teriiletével. Ez viszont nem nehéz, mert az utébbi teriilete konnyen
lathaté médon |a— BQ — F'S|-|a— DR— H P|, az el6bbié pedig |a— PA— RE|-|a—QC — SG].
Ezek pedig egyenlok, mert a négyzet sarkaiban 1év6 egyenld szart derékszogli haromszogek
miatt BQ = QC, F'S = SG, DR = RFE és HP = PA.

Masodik megoldas. Tekintsiik a négyzet oldalat egységnyinek és vezessiikk be a kovetkezo
jeloléseket: HP = PA =z, BQ = QC =y, DR = RE = 2z és 'S = SG = w. A két
kérdéses négyszog teriilete kifejezhetd tgy, hogy az eredeti egység négyzetbol derékszogi
haromszogeket vagunk le.

Tacree = Trors — Taco — Tere — Tesa — Tara
l-—2)y+(1—-yz+(1—-—2)w+(1—w)x
2

rt+y+z+w-—rYy— Yz — W — W

2

—1—

=1

Hasonldan:

Tspru = Tpors — TBop — Tprr — Trsu — Tupn
yl—2)+z(1—w)+w(l —z)+z(1—1y)
2
THyYy+z+w—xYy— Yz — W — W
2

=1-

=1

Ugyanazt a formulat kaptuk a két teriiletre, tehat megegyeznek. o
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1. Vegyiik az egész szamokat 1001-t6l 2000-ig, és mindegyiknek keressiik meg a legnagyobb
paratlan osztojat. Mennyi az igy kapott 1000 darab szam Gsszege?

Els6 megoldas. Bebizonyitjuk, hogy a feladatban szereplé 1000 darab szam legnagyobb
paratlan osztéi éppen az 1, 3, ..., 1999 szamok lesznek valamilyen sorrendben.

Vegylik észre, hogy a felsorolt szamok éppen 1000-en vannak, és csak koziiliik keriilhet ki a
legnagyobb paratlan oszté, ezért elég belatni, hogy a felsorolt 1000 szam legnagyobb paratlan
osztoja csupa kiillonbozo szam.

Ehhez vegytik észre, hogyha az x szam a legnagyobb paratlan osztdja n, akkor a szam
felirhaté 2% - n alakban. Valéban, ha z/n nem lenne kettShatvdny, akkor lenne egynél
nagyobb paratlan osztdja, mondjuk y és igy n -y is paratlan osztdja lenne z-nek, ami n-
nél nagyobb, és ez ellentmondas. Ez pedig azt jelenti, hogy ha két szamnak ugyanaz a
legnagyobb paratlan osztdja, akkor a hanyadosuk egy kettéhatvany, de az adott 1000 szam
koziil még a legnagyobb és a legkisebb hanyadosa is kisebb, mint 2.

fgy nincs mas hatra, mint osszeadni a paratlan szamokat 1-t6l 1999-ig: az eredmény 1 000
000.

Masodik megoldas. Teljes indukcioval bizonyitjuk a kovetkezo allitast: azn+1, n+2...2n
szamok legnagyobb paratlan osztéi az 1, 3, 5,...2n — 1 szamok valamilyen sorrendben.

n = 1 esetén igaz az allitas: a 2 legnagyobb paratlan osztéja az 1.

Tegyiik fel, hogy valamilyen n-re mar bizonyitottuk az allitast, és nézziik meg, mi véltozik,
amikor eggyel nagyobb n-re tériink at.

n+1n+2,...,2n
n+2,....2n,2n+1,2n+2 =2(n+1)

Kimarad az n + 1, bejon helyette a 2n 4+ 1 és a 2n + 2. Utobbi legnagyobb paratlan osztoja
ugyanannyi, mint n + 1 legnagyobb pératlan osztéja, tehat annyi valtozott, hogy belépett
a 2n + 1 legnagyobb pératlan osztdja, ami nyilvanvaléan 2n + 1. Ez pedig igazolja az
allitdsunkat az eggyel nagyobb n értékre is, hiszen eddig 1-tél (2n — 1)-ig kaptuk meg a
paratlan szamokat, és ehhez jott most hozza a 2n + 1.

Nincs més hatra, mint 6sszeadni a péaratlan szamokat 1-t6l 1999-ig: az eredmény 1 000 000.
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Megoldasok

Harmadik megoldas vazlata. Ha a teljes indukciés mdédszer még nem megy, akkor ,,di-
rekt” modon is végigvihetd a szamolds, csak kicsit munkasabban. Egy menetben mindig
kivélogatjuk a paratlan szdmokat (ezek keriilnek az Osszegbe) és a kovetkezé menetre meg-
tartjuk a paros szamok felét. (A felezés nem véltoztatja meg a legnagyobb paratlan osztét.)

kovetkezo menetre marad

501, 502,503, ...,1000

a paratlanok

1001, 1003, ...,1999

megmaradt szamok

1001, 1002, ..., 2000

501, 502, 503, . .., 1000
251,252, 253, . .., 500
126,127,128, ..., 250

501, 503,505, . . ., 999
251,253, 255, . .., 499
127,129,131, ...,249

251,252,253, ..., 500
126,127,128, ..., 250
63, 64,65,...,125

63,64,65,...,125 63,65,67,...,125 32,33,34,...,62

32,33,34,...,62 33,35,37,...,61 16,17,18,...,31
16,17,18,...,31 17,19,21,...,31 8,9,10,...,15
8,9,10,...,15 9,11,13,15 4,5,6,7
4,5,6,7 5,7 2,3

2,3 3 1

1 1

Lathato, hogy végiil 1-t6l 1999-ig megkapjuk az Osszes paratlan szadmot, mindegyiket pon-
tosan egyszer. Ezek 0sszege az el6z6 megoldasban irtak szerint egymillio.

Hanyféle modon lehet egy szabdlyos 100-sz0g csticsai koziil kivalasztani harmat ugy, hogy
a kivéalasztott harom csics kozott ne legyen se két szomszédos, se két atellenes?

Els6 megoldds. Nevezziik atméronek a 100-szog leghosszabb atléit. A feltételek miatt
a kivalasztott pontok csak kiilonbozo atmérék végpontjai lehetnek. Ezért két 1épésben
végezzilk a kivalasztast: el6szor harom atmérot vélasztunk, utana pedig minden atméro
valamelyik végpontjat. Osszesen (530)-féle modon valaszthatd ki 3 atméro az 50 koziil, de
ezt még harom esetre kell bontani aszerint, hogy hany ,,szomszédos” van az atmérck kozott.

e Harom szomszédos dtméré 50-féle médon valaszthaté (az irdnyitott koriiljaras szerin-
ti els6vel definidlva a héarmast). Barmelyikiik egyik végpontjat kivalasztva a masik
kettonél mar egyértelmii, kit kell valasztani. Ez 50 - 2 lehetoség.

o Két szomszédos és egy nem szomszédos atméro 50 - 46-féle médon valaszthatd. A szom-
szédosakat az el6zokhoz hasonléan 50-féle médon vélaszthatjuk, a nem szomszédosnal
pedig a két szomszédos és a két mellettiik levé van kizdrva. Ezutan a végpontok
kétféleképpen valaszthatok a szomszédosaknél, és kétféle modon a harmadik atméronél.
Ez 50 -46 - 2 - 2 eset.

e Végiil harom nem szomszédos atméro (530) — 50 — 50 - 46-féle médon valaszthato ki, és

ezutan a végpontok vélasztasara 8 lehetoségiink lesz. Ez ((530) —50 — 50 - 46) - 8 eset.

Az Gsszes megoldasok szama igy
50
50-2+450-46-2-2+ 3 —50—-50-46)-8=100-(1+46-2+49-32—-4—46-4) =

=100- (1492 + 1568 — 4 — 184) = 100 - 1473 = 147300.
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Megoldasok

Masodik megoldas. Vonjuk ki az Gsszes eset szamabodl a rossz haromszogek szamat. A rossz
esetek szamanak megallapitasandl az igényel odafigyelést, hogy semelyik haromszoget ne
szamoljuk meg egynél tobbszor.

Rossz eset az, amikor a haromszognek van két atellenes csticsa, de nincs szomszédos. A két
atellenes cstcsot 50-féle modon lehet védlasztani, a harmadikat pedig 94-féle médon, ez tehat
50 - 94 eset.

A tobbi rossz haromszogben van szomszédos pont, és ezekbdl még egyiket se szamoltuk
meg. Ha két szomszédos pontpar van, abbél 100 darab eset van. Végiil ha pontosan egy
szomszédos pontpar van, akkor a szomszédos pontpart 100-féle médon tudjuk kivalasztani,
a harmadik pont pedig 96-féle médon valaszthatd, mert nem lehet a két kivalasztott pont,
és a szomszédos pontpar két szomszédja, vagyis ez 100 - 96 darab haromszog.

A végeredmény tehat

1 1
( gO) — (50 -94 + 100 + 100 - 96) = ( 20) — 14400 =

50 - 33 - 98 — 14400 = 100 - (33 - 49 — 144) = 100 - (1617 — 144) = 100 - 1473 = 147300.

o

Hatérozd meg azokat az abed négyjegyti szamokat, amelyek egyenlék az ab és cd kétjegyti
szamok szorzatanak kétszeresével.

Els6 megoldds. Legyen x = ab, y = cd, (10 < z,y < 99). A feltétel szerint 100z + y = 2zy,
azaz y = 2xy — 100z = (2y — 100)z, tehat y az = tdbbszorose.

Ha y = kx, akkor a 100z + kz = 2kz? egyenletet kapjuk, ahonnan 100 + k& = 2kx (hiszen
x #0). Mivel 1 < k <9, tovabbé az is lathat6, hogy k-nak parosnak kell lennie, ezért gyors
probélgatassal k = 4, x = 13 adddik.

Tehat a feladat egyetlen megoldasa: 1352.

Mésodik megoldas. Legyen x = ab, y = cd, (10 < x,y < 99). A feltétel szerint (hasznélva,
hogy 2x — 1 #0)

100z 50(2x — 1) 4+ 50 50
1OO$+y:2xy<:>y:2x_1: (2$_)1 250—1-2%_1

Ez csak ugy lehet egész, ha 2x — 1 az otven osztdja.

Az x-r és y-ra vonatkozé feltételeket is figyelembe véve egyediil a 2o — 1 = 25 valasztast
eredményez kétjegyl pozitiv egészeket az ismeretlenekre.

Ekkor z = 13 és y = 52, tehét az egyetlen megfeleld négyjegyli szam az 1352.

o
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4. Egy derékszogli haromszog beirt kore az atfogot egy d és egy e hossziisagu szakaszra osztja.
Bizonyitsd be, hogy a d - e szorzat egyenlé a haromszog teriiletével.

Elsé megoldas. Az ABC haromszog C' cstcsanal 16vé szoge legyen derékszog, a beirt korének
kozéppontja legyen O, a BC, C'A, AB oldalon a beirt kor érintési pontjai legyenek P, () és
R. Tikrozzik P-t és Q-t a BC, illetve a C' A oldal felez6pontjara, igy kapjuk P’-t és Q’'-t.
Tiikrozziik O-t és R-t az AB oldal felezépontjara, igy kapjuk O’-t és R'-t.

A

I\

r

Y
Q' o’
TTR T,

Q
AN
c r©p P'T B

(Az dbra csaldka, az O'Q)" nem feltétleniil érinti a beirt kort.)

Mivel P’ és az O" pont ugyanakkora (a — r) tavolsagra van a C'A egyenestdl, illetve a @’
és O' pont ugyanakkora (b — r) tavolsagra van a C'B egyenestdl, ezért CP'O'Q" téglalap.
Megmutatjuk, hogy a téglalap tertilete egyenlé az ABC haromszog tertiletével.

Messe a téglalap O'P’ oldala AB-t az X pontban, O'Q)’ oldala pedig messe AB-t Y-ban.
Vegylik észre, hogy az X BP' haromszog egybevagd az X R'O" haromszoggel: szogeik meg-
egyeznek (derékszogiiek és van egy csiicsszogparjuk), és mindkettének az egyik (megfe-
lel6) befogdja r hosszi. Ugyanigy beldthatd, hogy Y AQ' hdromszog egybevagd az Y R'O’
haromszoggel. Az eddigiek alapjan vildagos, hogy az ABC' haromszog és a CP'O'Q’ téglalap
egyforma teriiletti.

Elég megmutatni a téglalap két oldalarol, hogy hosszuk AR illetve BR. FEz pedig nem
nehéz, hiszen (felhaszndlva azt, hogy egy adott pontbdl egy kérhoz egyforma hosszi érintd
szakaszok huzhaték, CP' = BP = BR és CQ' = AQ = AR. Ezzel az allitast bizonyitottuk.

Masodik megoldas. Legyen a beirt kor sugara r, ekkor a befogdk hossza r +d és r +e. A
beirt kor érintési pontokba hizott sugarai két derékszogli deltoidra és egy négyzetre bontjak
a haromszoget. Ezek tertiletének Osszege és befogdk szorzatanak fele is egyenld a haromszog

teriiletével:
T (r+d)(r+e)
2
2T = 1% + rd + re +de
T
T =de
Harmadik megoldas. Az érintoszakaszok formuldinak ismeretében, hasznalva Pitagorasz
tételét:
b— —b 2—(a—0)%* 2ab b
de:(s—a)(s—b):<c+ a)(c —i—a):c (a —b) __Y _r

4 4 4 2

o
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Feladatok
—

1. Piros, sarga, kék, narancs, fehér és zold korongjaink vannak egy sorban, mindegyik szinbol
egy darab. A kovetkezdket tudjuk:

(1) A z6ld korong nem a jobb szélén van.

(2) A piros korong két mésik korong kozott talalhato.

(3) A fehér korong kozvetleniil a narancstél balra van.

(4) A sarga korong a piros és a fehér kozott helyezkedik el, de egyiknek sem szomszédja.

Milyen sorrendben helyezkedhetnek el a korongok? o

2. Ossz fel 12 centiméter keriiletii téglalapokra
a) egy olyan téglalapot, amelynek szomszédos oldalai 6 cm és 7 cm hossziak;
b) egy 7 cm oldalhosszisdgi négyzetet!

Elég egy-egy jo felosztast megadni, nincs sziikség indoklasra. Abréidon egyértelmiien add
meg valamennyi téglalap oldalainak hosszat! °

3. Hany olyan 1000-nél kisebb pozitiv egész szam van, amely pontosan kétféle szamjegyet tar-
talmaz?

4. Anna és Beno két hatoldali dobdkockéaval jatszanak. A kockak nem szokvanyosak, oldala-
ikra nem szamok vannak frva, hanem kékre vagy pirosra vannak szinezve. A jaték nagyon
egyszeri: feldobjak mindkét kockat, és ha a kapott szinek egyformdak, akkor Anna nyer,
kiilonben pedig Beno.

Az egyik kockanak 6t kék lapja van és csak egy piros. Tudjuk, hogy a jaték igazsagos, azaz
Annénak és Benének is ugyanolyan esélye van nyerni. Hany kék és hany piros lapja lehet a
masik kockdnak? (Feltételezziik, hogy barmelyik kockan barmelyik lap azonos eséllyel jon
ki.)

5. Egy 8 x 8-as sakktdbla minden mezGjére rairtunk egy szamot, mindegyikre kiilonb6zot.
Nevezziink egy mezot érdekesnek, ha oszlopdban ora irtuk a legnagyobb szamot, sordban
pedig a legkisebbet. Legfeljebb hany érdekes mez6 lehet a tablan? o
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Megyei fordulo

. Nevezziink egy haromjegyt pozitiv egész szamot ,hegyszamnak”, ha a kozépso szamjegye
nagyobb a masik kettonél, és ,volgyszamnak”, ha a kozépso szamjegy a legkisebb. Igaz-e,
hogy a hegyszamok és volgyszamok ugyannyian vannak? Ha nem, melyikbdl van tobb, és
mennyivel? O
. Ossz fel 12 centiméter keriiletii téglalapokra

a) egy olyan téglalapot, amelynek szomszédos oldalai 6 cm és 7 cm hossziak;

b) egy 7 cm oldalhosszisdgi négyzetet!

Elég egy-egy jo felosztast megadni, nincs sziikség indoklésra. Abréidon egyértelmiien add

meg valamennyi téglalap oldalainak hosszat! o

. Egy 3 x 3-as tablazatba nemnegativ egész szamokat irunk ugy, hogy a sorokba, illetve osz-
lopokba irt szamok Osszege a tablazat mellett jelolt szam legyen, és a négy sarokmezdbe irt
szam Osszege 10 legyen.

8 9 10

a) Ki lehet-e tolteni a tablazatot gy, hogy csupa kiilonbozé szam keriil a sarokmezékbe?
b) Ki lehet-e tolteni a tédblazatot gy, hogy minden beirt érték pontosan egyszer szerepel?
¢) Melyik a legnagyobb szdm, ami a kézépsé mezébe keriilhet? ()

. Hany olyan 10000-nél kisebb pozitiv egész szam van, amely pontosan kétféle szamjegyet
tartalmaz?

. Az A,A,K,L,M,O,R,S,Z betitk mindegyike egy szdmjegyet jelol 1-t8l 9-ig. A kiilonbozd
betilik kiilonb6z6 szamjegyeket jelolnek. A kovetkezoket tudjuk:

e S-Z-A-M =180,

o L -A-7Z =162,

e S < Z< O< R, valamint

o KAL+ MAR+ LAS + ZLO = 2019.
(Itt KAL, MAR, LAS és ZLO a megfelel6 szamjegyek egymds utan irasival kapott
héromjegy(i szamokat jelolik.)

Hatarozd meg, hogy melyik betlit mennyit ér! o
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1. Bizonyitsd be, hogy 2019 db egymast kovetd pozitiv egész szam koziil mindig kivélaszthato
19 db gy, hogy az Osszegiik oszthato legyen 2019-cel! °

2. Egy jatékkészletben egybevagd szabdlyos
haromszoglapok szerepelnek. Az elemek
az abran lathaté moédon négy részre van-
nak osztva. A csicsokban levé szabalyos
haromszog alaki mezok oldalainak hossza 1,
2, 4, mig a teljes elem oldalhossza 8 egység.

A haromszoglapok részei ki vannak szinezve a piros, kék, zold vagy sarga szinek valamelyikére
ugy, hogy minden lapon a négy rész négy kiilonbozé szinnel van szinezve. Ezenkivil a
készletben 1év6 haromszoglapok kozott nincs két egyforma, de minden lehetséges szinezési
szerepel.

A haromszoglapokbdl ki akarunk rakni egy olyan alakzatot, melyen a kiilénboz6 szinek
tertiletei egyenléek. Meg tudjuk-e ezt csindlni igy, hogy az alakzatunk

a) pontosan 3 elembél alljon?
b) pontosan 5 elembél &lljon? ()
3. Az A, A, K,L,M,O,R, S, Z betiik mindegyike egy szdmjegyet jelol 1-t6l 9-ig. A kiilonb6z6
betiik kiilonbozé szamjegyeket jelolnek. A kovetkezéket tudjuk:
e S-Z-A-M =180,
o L-A-Z =162,
e S < Z< O< R, valamint

KAL+ MAR + LAS + ZLO = 2019.
(Itt KAL, MAR, LAS és ZLO a megfelel6 szamjegyek egymds utan irasival kapott
héromjegyi szamokat jelolik.)

Hatarozd meg, hogy melyik bet{it mennyit ér! o

4. Négy négyzetbdl o0Osszeallitottuk az &bran
lathato alakzatot. A bal szélen 1évo Kkis
négyzetek oldalhossza 3 egység, a tolik
jobbra 1év6é 6 egység, a jobb szélso
négyzet méretét nem ismerjik.  Mekko-
ra lehet a beszinezett hdromszog teriilete? °

5. Egy kor alaku asztalnal gyerekek tilnek. Két gyereket kozelinek neveziink, ha szomszédosak
vagy ha csak egyetlen gyerek iil kozottitk. A gyerekek szeretnének atiilni gy, hogy ha két
gyerek eddig kozeli volt, akkor az atrendezés utan mar ne legyenek kozeliek. Lehetséges-e
ez, ha

a) 10 gyerek
b) 9 gyerek

il az asztalnal? °
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1. Marika és testvére fiatal koruk éta rendszeresen iiltetnek citrommagokat, és gondozzdk a

beldliik kihajté citromfakat. Az A, B és C jeli fakat kiilonosen megkedvelték, mert ezek
mind az évnek azonos napjan hajtottak ki, Marika sziiletésnapjan.

Marika az idei (2019-es) sziilinapon azt figyelte meg, hogy 3 év miilva ezen a napon B pont
kétszer olyan idos lesz, mint A, mig a kdvetkez6 3 év elteltével meg C' lesz pont kétszer olyan
id6s, mint B.

Melyik években lesz majd lehetséges, hogy a 3 facska egytitt éppen 111 éves a kozos sziili-
napon? Az Gsszes lehetoséget keresd meg! °

. Két szabalyos dobodkockaval, egy pirossal és egy kékkel dobunk. A piros szam lesz egy
szamtani sorozat elsé tagja, a kék pedig a differencidja. Minek nagyobb az esélye: annak,
hogy a kapott sorozatban lesz kobszam (harom egyforma szdm szorzataként megkaphatd
szam), vagy annak, hogy nem?

(Ha példdul a piros szam 2, a kék szdm 5, akkor a kapott sorozat a 2, 7, 12, ..., és ebben a
sorozatban van kobszam, a 8 - 8 - 8 = 512.) ()

. Az ABCD négyzet oldalaira kifelé megrajzoljuk az ABP, BCR, CDS, DAT szabalyos
haromszogeket. Az igy kapott A, B,C, D, P, R, S, T pontok hany egyenl6 szari haromszoget
hatéaroznak meg? Ezek koziil hany szabalyos? °

. Egy kor alaku asztalnal gyerekek tilnek (legalabb ketten). Két gyereket kozelinek neveziink,
ha szomszédosak vagy ha csak egyetlen gyerek iil kozottiik. A gyerekek szeretnének atiilni
ugy, hogy ha két gyerek eddig kozeli volt, akkor az atrendezés utdan mar ne legyenek kozeliek.

Legkevesebb hany gyerek esetén lehetséges egy ilyen atrendezés? °

. Egy egyenl6szari haromszogben az egyik oldal kétszer olyan hosszi, mint az egyik magassag.
Hany fokosak lehetnek a haromszog szogei? Az Osszes lehetOséget keresd meg!
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1. A 2019 eloallithato 10 darab 3-as szamjegy, a négy alapmiivelet és zardjelek hasznélataval.
Példaul: 2019 =333-(3+3)+33—-3-3—3.

a) Mutasd meg, hogy pontosan 9 darab 3-as szdmjeggyel is lehetséges ez.
b) Mutasd meg, hogy 9-nél kevesebb 3-as szamjeggyel is lehetséges ez. o

2. Egy pozitiv egész szamot szépségesnek neveziink, ha az elejérol, végérol, vagy mindkét
iranybdél néhany szamjegyet torolve éppen az eredeti szam szamjegyei Osszegét kapjuk.
(Példaul a 40, 3126, 333150 szamok szépségesek.) Hény haromjegyil szépséges szam van?

©

3. Toltsd ki az alabbi tablazatot ugy, hogy a 11, 12, 13, 14, 21, 22, 23, 24, 31, 32, 33, 34, 41, 42,
43, 44 szamok mindegyike pontosan egyszer szerepeljen benne. A kitoltésre az is igaz legyen,
hogy a szamok tizes helyiértéken allo jegye mindegyik sorban és mindegyik oszlopban csupa
kiilonbozo6 szambol alljon, és ugyanez legyen igaz az egyes helyiértéken allo szamjegyekre is.
A tablazatba néhany szamot elére beirtunk, valamint tudjuk, hogy az = helyére paros szam
jon.

Elegendo egy j6 kitoltést megadni, nincs sziikség indoklédsral o

41

13

4. Egy téglalap alaku szobaban két szényeg hever gy, hogy egy kis résziikk egymasra 16g. A
mindkét szényeg altal fedett teriilet a kisebb szényegnek 1/3-a, a nagyobbnak 1/4-e, a teljes
szobanak pedig 3/28 része. A szoba mekkora részét nem fedi egyetlen szényeg sem? °

5. Hexomindknak nevezziik azokat a sokszogeket, amelyeket megkaphatunk ugy, hogy hat da-
rab egységnyi oldalhosszisagu négyzetet Osszeillesztiink az oldalaiknal fogva. Hany olyan
hexominé van, aminek 12 egység a keriilete? (A forgatdssal és titkkrozéssel egymésba vihet
hexominékat azonosnak tekintjiik.) °
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1. Egy ottagu bardti tarsasidg egy furcsa étterembe ment ebédelni. Egy olyan kerekasztal koré
iiltetik le 6ket, ahol a székek egytol 6tig szamozottak. Az ebéd végén mindenkinek annyiszor
1000 forintot kell fizetni, amennyi a két szomszédja sorszaménak kiilonbsége. A székeket a
pincér rendezheti el a tarsasag érkezése elétt. Hogyan rakja le a pincér a székeket a leheto
legnagyobb szamla elérése érdekében? o

2. Egy szabadulé szoba utolsé feladvanyahoz értél, egy szamzaras lakat van az ajton. Harom
szamjegyet kell megfejtened, ezek mindegyike 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 valamelyike lehet.
Héaromjegyti szamokkal kérdezhettél ra, de csak négyszer. Ezekre meg is kaptad a valaszt:

Kérdezett szam | Ennyi szamjegyet eltalaltal | Koziiliikk ennyi van jo helyen
1. 245 0 0
2. 760 2 0
3. 806 1 0
4. 037 2 0
Melyik szdm nyitja a lakatot? (9)

3. Egy téglalap egyik oldalat csokkentettiik 24 cm-rel, a mésikat viszont a haromszoroséra
noveltiikk. Igy egy olyan négyzetet kaptunk, melynek teriilete egyenlo az eredeti téglalap
teriiletével. Mekkora a keletkezett négyzet oldala?

4. Péter pénztarcajaban 5, 10, 20, 50, 100 és 200 forintosok vannak. Tudjuk, hogy mindegyik
pénzérme fajtabol kiillonbozé szamu van, illetve tudjuk, hogy 5 forintos érmébdl kétszer
annyi van, mint 200 forintosbol, 100 forintos érmébol kétszer annyi van, mint 10 forintoshdl,
valamint 50 forintos érmébdl nyolcszor annyi van, mint 20 forintosb6l. Mennyi pénze lehet
legfeljebb Péternek, ha kevesebb, mint 2000 forintja van?
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Feladatok

1. Egy pozitiv egész szamot szépségesnek neveziink, ha az elejérol, végérol, vagy mindkét
iranybdél néhany szamjegyet torolve éppen az eredeti szdm szamjegyei Osszegét kapjuk.
(Példaul a 40, 3126, 333150 szamok szépségesek.) Hény haromjegyi szépséges szam van?

©

2. Az 1, 2,3,4,5,6, 7, 8 és 9 szamjegyek koziil minél kevesebb felhasznédlasaval allitsd elo a
2019-et! Indokold meg, hogy miért nem lehet kevesebbol! Csak az alapmiiveleteket lehet
haszndlni (zardjeleket nem). Minden szadmjegyet csak egyszer hasznédlhatsz és nem lehet
tobbjegyl szamokat alkotni. o

3. Hexominoéknak nevezziik azokat a sokszogeket, amelyeket megkaphatunk tgy, hogy hat da-
rab egységnyi oldalhosszisagi négyzetet Osszeillesztiink az oldalaiknal fogva. Hany olyan
hexominé van, aminek 12 egység a keriilete? (A forgatdssal és titkkrozéssel egymésba vihetd
hexomindkat azonosnak tekintjiik.) ()

4. Hét szabdlyos dobdkockat osszeragasztottunk tigy, hogy az egyik kocka minden lapjahoz egy-
egy tovabbi kocka egy-egy lapjat illesztettiik. A testre ezutdn a lapokra merdleges irdanyokbol
ranézve, mind a hat lehetséges iranybol ugyanannyi pottyot latunk. Hany pottyot lathatunk
legfeljebb? Rajzoljatok le a testet mind a hat irdnybdl (elolrsl, hétulrdl, balrél, jobbrdl,
alulrdl és feliilr6l)! (Egy dobdkocka szabalyos, ha a szemkozti lapjain a pottyok Osszege

hét.) ()

5. Egy téglalap szomszédos oldalai 4 egység és 7 egység hossziiak. Osszuk fel a téglalapot
négy darab tengelyesen szimmetrikus négyszogre gy, hogy a felosztasban szereplé barmely
négyszog barmely oldaldnak hossza vagy 3 egység, vagy 4 egység legyen!
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1. Egy tartdlyban 300 liter viz van. Van négy vodriink: egy piros, egy zold, egy kék és egy
sarga. A piros vodorbe kétszer annyi viz fér, mint a zoldbe, a zo6ld vodorbe kétszer annyi
viz fér, mint a kékbe és a kék vodorbe kétszer annyi viz fér, mint a sargdba. Miutan a
négy vodrot teljesen megtoltottiik a tartalyban 1évo vizbol, a tartalyban 11 literrel tobb viz
maradt, mint amennyi a kék vodorbe kertilt. Hany liter viz fér a zold vodorbe? o

2. Dani digitalis érdaja 13:24-et mutat. Ez azon ritka percek egyike, amikor az éran négy
egymas utani szamjegy lathato.

a) Hény ilyen perc van egy nap folyaman?
b) Legfeljebb mennyi id6 telik el két egymast kovetd ilyen allas kozott?

(A digitalis éran mindig négy szdmjegy lathaté és 24 6rds formatumot haszndl, pl.: 00:41
vagy 21:29.) ()

3. Péter pénztarcdjaban 5, 10, 20, 50, 100 és 200 forintosok vannak. Tudjuk, hogy mindegyik
pénzérme fajtabol kiillonbozé szamu van, illetve tudjuk, hogy 5 forintos érmébdl kétszer
annyi van, mint 200 forintosbél, 100 forintos érmébdl kétszer annyi van, mint 10 forintosbdl,
valamint 50 forintos érmébdl nyoleszor annyi van, mint 20 forintosbél. Mennyi pénze lehet
legfeljebb Péternek, ha kevesebb, mint 2000 forintja van?

4. Egy 5x5-0s tabldzat minden mezdjére egy-egy pozitiv egész szdmot irtunk (lehetnek kozottitk
egyenlék). Kiszdmoltuk minden sorban és minden oszlopban a szdmok Osszegét. Ez a tiz
Osszeg csupa kiillonbo6zo pozitiv egész. Mennyi a tablazatban szereplé 25 szam oOsszege, ha
az a lehetd legkisebb?
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1. Egy téglalap szomszédos oldalai 4 egység és 7 egység hossziiak. Osszuk fel a téglalapot
négy darab tengelyesen szimmetrikus négyszogre gy, hogy a felosztasban szereplé barmely
négyszog barmely oldaldnak hossza vagy 3 egység, vagy 4 egység legyen!

2. A sik minden pontjahoz hozzarendeltiink egy egész szamot gy, hogy a kovetkezd teljestil:
ha A, B, C' és D egy négyzet csucsai, akkor a hozzajuk rendelt szamok Osszege nulla.
Lehetséges-e, hogy a sik valamelyik P pontjahoz nem a nullat rendeltiik? o

3. Legyen
S = 2019%°Y + 20192918 + 2019297 4 .. 4+ 2019% 4 2019" + 1.

Mutasd meg, hogy S-nek van haromjegyl primosztoja. o

4. Anna egy szabalyos hatszog hat csicsat kiszinezte pirossal, kékkel vagy sargaval ugy, hogy
a szomszédos csucsok kiilonbozo szintiek legyenek. Ezutan Béla behizott harom atlét gy,
hogy a hatszog belsejében nem keletkezett metszéspont, és mindegyik atlé két kiilonbozo
szinl csicsot kotott ossze.

Hanyféleképpen nézhet ki ezek utan az abra? A forgatassal, tiikrozéssel egymasba vihetd
gbrékat nem tekintjiik kiilonbozének. ()

5. Robot Robi a kovetkezé szamolast végzi: ha megadunk neki egy pozitiv egész szamot, 0
elosztja maradékosan 43-mal, majd osszeadja a kapott maradékot és hanyadost, és leirja az
igy kapott szamot. Egy napon Robinak sorra az 1, 2, 3, ..., 2019 szamokat adtak meg, és 6
mindegyikkel elvégezte a fenti szamolast. A Robi altal leirt 2019 darab szam kozott hany
darab 7-tel oszthaté van? o
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1. Egy tizenegy tagu barati tarsasag egy furcsa étterembe ment ebédelni. Egy olyan kerekasztal
koré iiltetik le 6ket, ahol a székek 1-t6l 11-ig szamozottak. Az ebéd végén mindenkinek
annyiszor 1000 forintot kell fizetni, amennyi a két szomszédja sorszamanak kiilonbsége. A
székeket a pincér rendezheti el a tarsasag érkezése elott. Mit tegyen a leheté legnagyobb
szamla elérése érdekében?

2. Dani digitalis érdaja 13:24-et mutat. Ez azon ritka percek egyike, amikor az éran négy
egymas utani szamjegy lathato.
a) Hény ilyen perc van egy nap folyaman?
b) Legfeljebb mennyi id6 telik el két egymast kovetd ilyen allas kozott?
(A digitalis éran mindig négy szdmjegy lathaté és 24 6rds formatumot haszndl, pl.: 00:41

vagy 21:29.) ()

3. Egy 5x5-0s tabldzat minden mezdjére egy-egy pozitiv egész szamot irtunk (lehetnek kozottitk
egyenldk). Kiszdmoltuk minden sorban és minden oszlopban a szdmok Osszegét. Ez a 10
Osszeg csupa kilonbozo pozitiv egész. Mennyi a tdblazatban szereploé 25 szam Osszege, ha
az a leheto legkisebb?

4. Nevezziik egy haromszog valamely oldalat kurtanak, ha nem hosszabb a hozza tartozé ma-
gassagnal. Legfeljebb hany kurta oldala lehet egy haromszognek? o
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8. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. A sik minden pontjahoz hozzarendeltiink egy egész szamot ugy, hogy a kovetkezo teljesiil:
ha A, B, C' és D egy négyzet csucsai, akkor a hozzajuk rendelt szamok Osszege nulla.
Lehetséges-e, hogy a sik valamely P pontjahoz nem a nullat rendeltiik? o

2. Legyen
S = 20192 4+ 20192918 4+ 2019217 + ... +2019% + 2019" + 1.

Mutasd meg, hogy S-nek van haromjegyti primosztéja. o

3. Legfeljebb hany kereszt alakd tartomény (egy négyzetbdl és négy vele oldalszomszédos
négyzetbdl allé alakzat) helyezhetd el egy 8 x 8-as sakktabldn atfedés nélkiil? (A kereszt
alaku tartomédnyok nem léghatnak le a tablardl, és kovetniiik kell a racsvonalakat.) °

4. Robot Robi a kovetkezd szamolast végzi: ha megadunk neki egy pozitiv egész szamot, 6
elosztja maradékosan 43-mal, majd osszeadja a kapott maradékot és hanyadost, és leirja az
igy kapott szamot. Egy napon Robinak sorra az 1, 2, 3, ..., 2019 szamokat adtak meg, és 6
mindegyikkel elvégezte a fenti szamolast. A Robi altal leirt 2019 darab szam kozott hany
darab 7-tel oszthat6 van? o

5. Az egyenloszari ABC haromszogbe beirtunk egy DEF haromszoget tgy, hogy D az AB
oldalon, F az AC oldalon és F' a BC' oldalon van. Tudjuk, hogy AD = AE, BD = BF és
DFCE egy deltoid. Bizonyitsd be, hogy a DEF haromszog egyenloszari! (Sem a DFCFE
deltoidnal, sem az ABC', sem a DEF haromszognél nem adtuk meg, hogy melyek az egyenld
oldalak.)
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Feladatok

Orszagos donto

. Egy tiztagi barati tarsasig egy furcsa étterembe ment ebédelni. Egy kerekasztal koré iiltetik
le, a székek 1-t6l 10-ig szamozottak. Az ebéd végén mindenkinek annyiszor 1000 forintot kell
fizetni, amennyi a két szomszédja sorszamanak kiilonbsége. A székeket a pincér rendezheti
el a tarsasag érkezése elott. Mit tegyen a leheto legnagyobb szamla elérése érdekében? o

. Nevezziik egy haromszog valamely oldalat kurtdnak, ha rovidebb a hozza tartozé ma-
gassagnal. Legfeljebb hany kurta oldala lehet egy haromszognek? o

. Egy sorozat barmely négy (ebben a sorrendben) egymést kdvetd a, b, ¢ és d tagjara teljesiil,
hogy a-d =b-c. A sorozat elsé tagja 112, negyedik tagja 192, hetedik tagja 378. Mennyi
lehet a sorozat 12. tagja? (A sorozatnak lehetnek nem egész tagjai is!) o

. A 8.c osztélyba 29 gyerek jar. Azt tudjuk, hogy mindegyik gyerek 14 vagy 15 éves. Az
osztalyfonok meg akarja tudni, hogy hany éves az egyik gyerek, de a gyerekek csak tigy haj-
landdk valaszolni, ha a tanar ramutat 11 gyerekre és akkor elaruljak a 11 gyerek életkoranak
Osszegét. Mennyi a legkevesebb kérdés, amibdl a tanar biztosan ki tudja taldlni, hogy hany
éves a kérdéses személy?
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r—m Megyei fordulo

1. Piros, sarga, kék, narancs, fehér és zold korongjaink vannak egy sorban, mindegyik szinbol
egy darab. A kovetkezdket tudjuk:

(1) A zdld korong nem a jobb szélén van.

(2) A piros korong két mésik korong kozott talalhato.

(3) A fehér korong kozvetleniil a narancstdl balra van.

(4) A sarga korong a piros és a fehér kozott helyezkedik el, de egyiknek sem szomszédja.

Milyen sorrendben helyezkedhetnek el a korongok?

A negyedik allitas miatt a sarga korong a kozépso ketto valamelyike, a piros és a fehér pedig
biztosan nem. Ha a sargatdl balra helyezkedne el a piros korong, akkor a masodik allitas
miatt a pirosnak kellene a masodik, a sarganak a negyedik, a fehérnek pedig a hatodik
helyen allnia. De ez a harmadik &allitds miatt nem lehetséges, hiszen a fehér nem &llhat a
jobb szélen.

Tehat a sargatol jobbra helyezkedik el a piros korong. Ez a mésodik és a negyedik allitas
miatt csak gy lehetséges, hogy a fehér az elsé korong, a sarga a harmadik korong és a piros
pedig az 6todik. A harmadik &llitas miatt ekkor a mésodik korong a narancs szinii. Végiil
mivel a zold nem allhat a jobb szélen, a zold az negyedik korong és a kék a hatodik.

Tehat a helyes sorrend: fehér, narancs, sarga, zold, piros, kék. o

2. Ossz fel 12 centiméter kertiletti téglalapokra
a) egy olyan téglalapot, amelynek szomszédos oldalai 6 cm és 7 cm hossziak;
b) egy 7 cm oldalhossziiségi négyzetet!

Elég egy-egy jo felosztast megadni, nincs sziikség indoklasra. Abraidon egyértelmiien add
meg valamennyi téglalap oldalainak hosszat!

Mivel a téglalap oldali egész oldal hosszisaguak, érdemes egész oldalhosszisagu téglalapokkal
probalkozni. Két szomszédos oldal 6sszesen 6 hosszusagu, igy harom megfelel6 van: az 1 x 5-
0s, a 2 X 4-es és a 3 x 3-as. Egy lehetséges megoldas ilyen téglalapokkal:
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3.

Megjegyzés. A (b) kérdésre egy olyan megoldds, ahol az oldalak hossza nem egész szam:

o

Hény olyan 1000-nél kisebb pozitiv egész szam van, amely pontosan kétféle szamjegyet
tartalmaz?

Els6 megoldas. Két esetet vizsgalunk aszerint, hogy szerepel-e a jegyek kozott a nulla.

Els6 eset: A szam az a,b nem nulla szamjegyeket tartalmazza. Ekkor a kovetkezd szamok

szamokhoz 8 megfelel6 szam létezik. Mivel a-t és b-t tetszolegesen megvalaszthatjuk, de
kiilonbozoek, % - 8 = 288 megfelel6 szamot talaltunk.

Masodik eset: A szam az a,0 szamjegyeket tartalmazza. Ekkor a kovetkezd szamok a
megfeleloek: a0, a00, aa0, a0a. Tehat 4 - 9 = 36 ilyen szam van.

Tehat Osszesen 288+-36=324 megfelel6 szam 1étezik.

Masodik megoldas. Olyan szambol, mely kisebb 1000-nél és pontosan 1 féle szamjegyet
tartalmaz Osszesen 9+9+9=27 van. Olyanbd6l mely pontosan haromfélét tartalmaz pedig
9-9-8, mivel az els6é barmilyen nem nulla jegy lehet, a masodik csak az els6 nem lehet, a
harmadik pedig csak az els6 ketto nem.

[gy Gsszesen 999 — 3 -9 — 9-9 - 8 = 324 megfelels szam létezik. O
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4.

Anna és Bend két hatoldali dobdkockaval jatszanak. A kockak nem szokvanyosak, oldala-
ikra nem szamok vannak irva, hanem kékre vagy pirosra vannak szinezve. A jaték nagyon
egyszerl: feldobjak mindkét kockat, és ha a kapott szinek egyformdk, akkor Anna nyer,
kiilonben pedig Beno.

Az egyik kockanak 0t kék lapja van és csak egy piros. Tudjuk, hogy a jaték igazsagos, azaz
Annénak és Benonek is ugyanolyan esélye van nyerni. Hany kék és hany piros lapja lehet a

mésik kockanak? (Feltételezziik, hogy barmelyik kockan barmelyik lap azonos eséllyel jon
ki.)

Els6 megoldas. Ha a masik kockanak minden lapja kék, akkor o6tszor akkora eséllyel lesz
azonos a két szin, mint kiilonbozo, tehat a jaték nem igazsagos. Ugyanez a helyzet akkor,
ha a masik kocka minden lapja piros, csak ekkor a kiillonboz6 szineknek van otszor akkora
esé¢lye. Ha a masik kockdnak 1 piros és 5 kék lapja van, akkor a 36 lehetséges kimenetelbol
1-145-5 =26 ad azonos szint, és csak 10 jelent kiilonboz6t. Ekkor sem igazsdgos a jaték.
Ha pedig a masik kockanak 1 kék és 5 piros lapja van, akkor 26 esetben kiilonb6z6 a két szin,
és csak 10-ben azonos. Ha a masik kockdnak 2 piros és 4 kék lapja van, akkor 1-2+5-4 = 22
esetben kapunk azonos szineket, és csak 14-bdl kiillonb6zot, ez sem jé. Ugyanigy, ha 2 kék és
4 piros lapja van, akkor 22 esetben kiilonb6z06, 14-ben azonos szineket kapunk. Marad tehat
az, hogy 3 piros és 3 kék lapja van a masik kockanak. Ez nyilvanvaléan megfelel, hiszen az
els6 dobastdl fiiggetleniil egyenld esély van azonos és kiillonb6z6 szint dobni.

Masodik megoldas. Tegyiik fel, hogy k kék és 6 — k piros lapja van a masik kockéanak.

Szamitsuk ki Anna nyerési esélyét. A két kocka 6 - 6 = 36 médon eshet le és ezek egyforma

valdszintiségli események. Ebb6l dsszesen b - k esetben kapunk két kék oldalt és 1- (6 — k)
5k+6—k _ 4k+6

esetben két pirosat. Tehat Anna gy&ézelmi esély? S = “5g - Mésrészt mivel ugyanolyan

eséllyel nyernek, ez az esély % Tehat 4’;—*6'6 = 3. Megoldva az egyenletet kapjuk, hogy ez

k = 3 esetén teljesiil. Tehat harom kék és harom piros oldala van a masik kockanak. o

Egy 8 x 8-as sakktabla minden mezdjére rairtunk egy szamot, mindegyikre kiilonbozot.
Nevezziink egy mezot érdekesnek, ha oszlopdban 6ra irtuk a legnagyobb szamot, soraban
pedig a legkisebbet. Legfeljebb hany érdekes mezo lehet a tablan?

Tegyiik fel, hogy létezik két érdekes mez6 a tablan, a és b. Ezek nem lehetnek sem kozos
sorban, sem kozos oszlopban. Legyen x az a mezo, amely a-val egy sorban és b-vel egy
oszlopban van. Ekkor az x-en 1évé szam nagyobb, mint az a-ra irt, viszont kisebb, mint a
b-re ir. Ebbol kovetkezik, hogy az a-ra irt szamnal nagyobb a b-re irt. Hasonléan legyen y az
a mezo, amely a-val egy oszlopban és b-vel egy sorban van. Ekkor a rajta szereplo szam az
a-n szereplonél kisebb, a b-re irt szdmnal viszont nagyobb. Tehét a b-re kisebb szamot kellet
irni, mint a-ra. Mivel az a-ra szam nem lehet egyszerre kisebb és nagyobb a b-re irt szamnal,
ellentmondésra jutottunk. Tehat legfeljebb 1 érdekes mez6 lehet. Egy érdekes mez6 van pl.
az alabbi kitoltésnél: az elsd hét sorba irjuk be 1-t6l 56-ig a szamokat sorrendben. Az utolsé
sorba irjuk 64-t0l 57-ig visszafele a szamokat. Ekkor az 57-es nyilvanvaléan a legnagyobb az
oszlopaban és legkisebb a sordban, tehat érdekes a mezoje.
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kettonél, és ,volgyszamnak”, ha a kozépso szamjegy a legkisebb.
volgyszamok ugyannyian vannak, vagy egyikbdl kevesebb akad? S ha igen, mennyivel?

Elsé megoldds. Ha a 3-jegyli szédmok kozé szamolnank a 0-val kezd6ddket is (példdul 079),
akkor az abc — (9 — a)(9 — b)(9 — c) megfeleltetés kolcsonosen egyértelmti megfeleltetés
lenne a hegyszamok és a volgyszamok kozott. A ,,valodi” 3-jegyi szamok esetében annyi a
kiilonbség, hogy a 9-cel kezd6do6 volgyszamoknak nincs parja. Elég tehat ezeket megszamolni.

Egy ilyen szédm 9ab alaki, ahol a < 9 és b > a. Tehat a lehetséges értékei 0,1,2,...,8 és

ezekhez rendre 9,8,7, ..., 1 megfelel6 b parosithato.

Tehét a volgyszamok vannak tobben, a tobblet: 1 +2+3+ ...+ 9 = 45.

Masodik megoldas. Kiszamolhatjuk, hdny hegyszam illetve volgyszam van, mondjuk ezek

kozépso jegye szerint csoportositva az eseteket.

kozépso jegy | volgyszamok | hegyszamok
9 0 8-9="72
1-1=1 7-8 =56
7 2:2=4 6-7=42
6 3:3=9 5-6=30
5 4-4=16 4-5=20
4 5-5=25 3-4=12
3 6-6=36 2-3=6
2 7-7=49 1-2=2
1 8-8=064 0
0 9-9=281 0
osszesen 285 240

Megyei fordulo

1. Nevezziink egy 3-jegyii szamot , hegyszamnak”, ha a kozépso szamjegye nagyobb a masik

A hegyszamok és
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2.

Ossz fel 12 centiméter kertiletti téglalapokra
a) egy olyan téglalapot, amelynek szomszédos oldalai 6 cm és 7 cm hossziak;
b) egy 7 cm oldalhossziisdgi négyzetet!

Elég egy-egy jo felosztast megadni, nincs sziikség indoklasra. Abraidon egyértelmiien add
meg valamennyi téglalap oldalainak hosszat!

Mivel a téglalap oldali egész oldal hosszisaguiak, érdemes egész oldalhosszisagu téglalapokkal
probalkozni. Két szomszédos oldal 6sszesen 6 hosszusagi, igy harom megfelel6 van: az 1 x 5-
0s, a 2 X 4-es és a 3 x 3-as. Egy lehetséges megoldas ilyen téglalapokkal:

Megjegyzés. A (b) kérdésre egy olyan megoldds, ahol az oldalak hossza nem egész szam:
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Egy 3 x 3-as tablazatba természetes szdmokat irunk gy, hogy a sorokba, illetve oszlopokba
irt szamok Osszege a tablazat mellett jelolt szam legyen, és a négy sarokmezobe irt szam
osszege 10 legyen.

10

8 9 10

a) Ki lehet-e tolteni a tablazatot gy, hogy csupa kiil. szam keriil a sarokmezokbe?
b) Ki lehet-e tolteni a tdblazatot gy, hogy minden beirt érték pontosan egyszer szerepel?

¢) Melyik a legnagyobb szdm, ami a k6zépsé mez6be kertilhet?

(a) Igen.
21414110
5111319
1141318
8§ 9 10

(b) Nem. Soronként (vagy oszloponként) Osszegezve a beirt szdmokat azt kapjuk, hogy a
kilenc szam oOsszege 10 + 9 + 8 = 27. Ha csupa kiilonboz6 szammal toltottiik volna ki a
tablazatot, akkor a szamok Osszege legalabb 0 +1+2+3+ ...+ 7+ 8 = 36 lenne.

(c) Kozépen mindig 1 &ll, ezért a lehetséges legnagyobb érték 1. Az elsé és utolsé sor
Osszegéhez az elsé és utolsé oszlop Osszegét adva 10 + 8 + 10 + 8 = 36 adodik. Ebben az
Osszegben a négy sarok kétszer van szamolva, a négy ,,élkozép” mezo pedig egyszer, tehat
az ,,6lkozép” mezokre irt szamok Osszege 36 — 2 - 10 = 16.

Ha a kozépso sor Osszegéhez a kozépso oszlop Osszegét adjuk, akkor az egyrészt 9 + 9 = 18,
masrészt ez az Osszeg a négy ,,élkozép” szam Osszegénél a kozépso szam duplajaval nagyobb.

Jeloljiik a kozépso szamot x-szel. Azt kaptuk, hogy 16 = 18 — 2 - x, innen z = 1. o

Hény olyan 10000-nél kisebb pozitiv egész szam van, amely pontosan kétféle szamjegyet
tartalmaz?

Jeloljiik egy ilyen szam elsé jegyét a-val, a-tdl kiilonbozé masik jegyét pedig b-vel. a kilencféle
értéket vehet fel (nulldt nem), b szintén, mert a-tdl kiillonboznie kell, de lehet nulla is. Igy a
és b kivélasztasa osszesen 9 - 9 = 81-féle modon torténhet.

Most felsoroljuk, hogy egy rogzitett (a,b) péar esetén héanyféle elrendezése van a
szamjegyeknek. A szamjegyek szama szerint csoportositjuk az eseteket. A 10000-nék ki-
sebb szamok legfeljebb négyjegyiiek, és mivel van két kiillonbozo jegy, legalabb kétjegytliek
johetnek széba.
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o kétjegytiek: ab (1)
e hiromjegytiek: aab, aba, abb (3)
e négyjegytiek: aaab, aaba, abaa, aabb, abab, abba, abbb (7)

Tehat Gsszesen 81 - (1434 7) = 81 - 11 = 891 megfelel6 szam van. (4)

Az A, A, K,L,M,O,R,S,Z betitk mindegyike egy szdmjegyet jelsl 1-t8 9-ig. A kiilonbozé
betiik kiilonbozé szamjegyeket jelolnek. A kovetkezéket tudjuk:

e S-Z-A-M =180,

o L-A-7Z =162,

e S<Z<O0< R, valamint

o KAL+ MAR+ LAS + ZLO = 2019.
(Itt KAL, MAR, LAS és ZLO a megfelel6 szamjegyek egyméas utan irdsdaval kapott
héromjegyi szamokat jelolik.)

Hatarozd meg, hogy melyik bet{it mennyit ér!

Egy lehetséges gondolatmenet:

e 180 =22-32.5és 162 = 2- 3%, tehdt a Z - A szorzatbdl csak két hdrmas tényezd johet,
igy a masodik feltétel miatt csak | L lehetséges, és {A, Z} = {3, 6}.

o Most az elsé feltételbdl S - M = 2 =10, igy {S, M} = {2,5}.

e Az utolso feltételben a vegzodesek Osszegét vizsgdlva kapjuk, hogy R + S + O 0O-ra
végzédik. Az eddig ,lefoglalt” jegyek miatt {O, R} C {1,4,7,8}.

e Most elagazunk S lehetséges értékei alapjan.

- [5=5]

Ekkor és Z > S miatt csak lehetséges. Most S < O<R alapjan
csak |[O=7|és|R=38 teljesiilhet, tovabbd Z valasztdsa miatt az maradt, hogy
A = 3| Azismert értékeket visszafrva az utolsé feltételbe: K A9+238+935+697 =
2019, innen | K = 1]és | A = 4]

-
Ekkor R + O 8r1a végzodik, de mivel 9-nél kisebb szamjegyekrol van szo, ezért

R+ O=38. Viszont Z>36s S < Z < O< Rmiatt R+ 0>5+4=9, tehat ez
az eset nem lehetséges.

Azt kaptuk hogy az egyetlen lehetseges megoldas:
A=4A=3K=1,L=9M=20=7,R=8,5=57=6. (1)
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Bizonyitsd be, hogy 2019 db egymast koveto pozitiv egész szam koziil mindig kivalaszthatd
19 db tgy, hogy az Osszegiik oszthato legyen 2019-cel!

Els6 megoldas. Nézzik eloszor az 1, 2, 3, ..., 2019 szamokat. Ezek koziil az 1, 2, ..., 9,
2010, 2011, ..., 2019 szamokat kivalasztva az osszeg oszthatd 2019-cel, hiszen 1 + 2018 =
2+ 2017 = ... = 94 2010 = 2019. Ezutan noveljik 1-gyel a 2019 egymast kovetd szam
mindegyikét. Ha a kivalasztott szamaink szerepelnek a megnovelt szamok kozott is, akkor az
osszeglik tovabbra is megfelel6. Ha a legkisebb szam ki volt valasztva, akkor helyette vegyiik
be az djonnan belépd legnagyobbat. Ez éppen 2019-cel nagyobb néla, igy a 19 szdm Osszege
2019-cel nétt, azaz tovabbra is oszthaté maradt 2019-cel. fgy akarhanyszor 1éptetjik a 2019
egymast kovetd szamot, mindig lesz koztiik 19 db szam, amelyek 0sszege oszhaté 2019-cel,
ezt kellet bizonyitani.

Maésodik megoldas. FElég az egymést koveto szamok 2019-cel vett osztasi maradékat
vizsgélni. Ezek valamilyen sorrendben éppen a 0,1, 2,...,2018 szamok. Ezekbdl szeretnénk
egy olyan Osszeget el6allitani, amelynek 19 tagja van és értéke a 2019 tobbszorose. Egy
lehetséges megoldas: 0+14+24+3+...+16+ 1741866 = L;B + 1866 = 153 4+ 1866 = 2019.

o

Egy jatékkészletben egybevagd szabalyos haromszoglapok szerepelnek. Az elemek az abran
lathaté modon négy részre vannak osztva.

A cstcsokban levo szabalyos haromszog alakt mezok oldalainak hossza 1, 2, 4, mig a teljes
elem oldalhossza 8 egység. A haromszoglapok részei ki vannak szinezve a piros, kék, zold
vagy sarga szinek valamelyikére gy, hogy minden lapon a négy rész négy kiilonb6z6 szinnel
van szinezve. Ezenkiviil a készletben 1évo haromszoglapok kozott nincs két egyforma, de
minden lehetséges szinezésti szerepel.

A héaromszoglapokbol ki akarunk rakni egy olyan alakzatot, melyen a kiilonbozé szinek
tertiletei egyenléek. Meg tudjuk-e ezt csinalni igy, hogy az alakzatunk

a) pontosan 3 elembdl &lljon?

b) pontosan 5 elembél alljon?

Legyen az egységnyi oldali szabalyos haromszog teriilete a tertiletegységiink.

Felosztva a nagy haromszoget kisebbekre, megallapithatjuk a részek tertiletének aranyat:
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A sarkokban 1év6 haromszogek tertilete 1, 4 és 16, a kozéps6 hatszog tertilete pedig 43 egység.

(a) Szinenként % = 48 teriiletegységnek kell 6sszedllnia. Ez lehetséges:
(43,4,1,16) + (1,43,4,16) + (4,1, 43, 16) = (48, 48, 48, 48)

(A tertiletek Osszege szempontjdbdl az nem is lényeges, hogy pontosan hogyan illesztettiik
Ossze az alakzatokat, csak az, hogy melyik eleme melyik tartomanya milyen szinti. A fenti
jelolés gy olvasandd, hogy a szinek sorrendjét rogzitjiik, és ebben a sorrendben irjuk le a
szinekhez tartozé teriiletek nagysagat.)

(b) Nem lehetséges. Szinenként % = 80 tertilet egységnek kell osszedllnia. Mindegyik

alakzaton van egy 43 egység teriiletii szin, és az ot alakzat kozil legalabb kettén ugyanaz a
szin lesz 43 egység teriiletii. De 43 4+ 43 = 86 > 80, ezért ilyen kirakas nem létezik. o

3. Az A, A K,L,M,O,R,S,Z betiik mindegyike egy szamjegyet jelol 1-t61 9-ig. (A kiilonb6z6
betiik kiilonbozé szamjegyeket jelolnek.) A kévetkezbket tudjuk:
e S-Z-A-M =180,
o L-A-7 =162,
e S<Z< O< R, valamint
o KAL+ MAR+ LAS + ZLO = 2019.

Hatarozzatok meg, hogy melyik betiit mennyit ér!

Egy lehetséges gondolatmenet:
e 180 =22.32.5és 162 = 2- 3%, tehat a Z - A szorzatbél csak két hdrmas tényezd johet,
figy a mésodik feltétel miatt csak lehetséges, és {A, Z} = {3,6}.
e Most az els6 feltételbdl S - M =+ = 10, igy {S, M} = {2,5}.
e Az utolso feltételben a végzodések Osszegét vizsgalva kapjuk, hogy R + S + O 0O-ra
végzédik. Az eddig ,lefoglalt” jegyek miatt {O, R} C {1,4,7,8}.
e Most elagazunk S lehetséges értékei alapjan.

- [5=5]

Ekkor | M = 2| és Z > S miatt csak lehetséges. Most S < O<R alapjan

7z

csak | O = 7| és | R = 8] teljesiilhet, tovabba Z vélasztasa miatt az maradt, hogy

A = 3| Az ismert értékeket visszairva az utolso feltételbe: K A9+238+9354+697 =
2019, innen | K = 1]és | A = 4]
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-[s=2]
Ekkor R + O 8ra végzodik, de mivel 9-nél kisebb szamjegyekrol van szd, ezért
R+ 0=8. Viszont Z >3és S < Z < O< Rmiatt R+ 0>5+4 =29, tehat ez
az eset nem lehetséges.

Azt kaptuk, hogy az egyetlen lehetséges megoldas:
A=4A=3K=1,L=9M=2,0=T7T,R=8,5=5,7=6.

o

Négy négyzetbdl osszeallitottuk az abran lathato alakzatot. A bal szélen 1év6 kis négyzetek
oldalhossza 3 egység, a toliikk jobbra 1évoé 6 egység, a jobb széls6 négyzet méretét nem
ismerjiik. Mekkora lehet a beszinezett haromszog teriilete?

Ha egy hdromszog egyik csicsat a szemkozti oldallal parhuzamosan mozgatjuk, a haromszog
tertilete nem valtozik, mert a szemkozti oldal hossza, és az ahhoz tartozé magassag meg-
hatarozza a teriiletet, és ezek az értékek nem valtoznak a mozgatas soran.

Ez a gondolat felhasznalhaté arra, hogy az abra jobb felsd sarkdban 1évo cstucsot egy olyan
poziciéba mozgassuk, ahol kényelmesebben szamolhaté a teriilet. Az dbran lathato négy
négyzet ,,bal als6 — jobb fels¢” atldja parhuzamos (mindegyik 45 fokos szoget zar be a
vizszintessel), ezért az aldbbi hdromszog teriilete egyenld az eredeti hdromszog tertiletével:

s
s
z
s
s
s
s
s

A két legkisebb négyzet teriilete 9 egység, a mellettiik 16v6 kozépsé négyzet teriilete pedig
36 egység.

Az 1j haromszog teriiletét megkapjuk, ha a 9 + 9 + 36 = 54 egység teriiletii befog-
lalé téglalapbdl levonjuk hérom derékszogli haromszog teriiletét (bal feliilrdl indulva és az
éramutato jardsa szerint haladva):

T:54—§—%—¥:54—4,5—18—13,5:54—36:18.
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Egy kor alaku asztalnal gyerekek tilnek. Két gyereket kozelinek neveziink, ha szomszédosak

vagy ha csak egyetlen gyerek il kozottiik. A gyerekek szeretnének atiilni gy, hogy ha két
gyerek eddig kozeli volt, akkor az atrendezés utan mar ne legyenek kozeliek. Lehetséges-e
ez, ha

a) 10 gyerek
b) 9 gyerek

ul az asztalnil?

(a) Lehetséges. Jeloljiik 6sszekotéssel az atiilés utdni sorrendet.

D2
@
()

Lathatd, hogy a behizott atlok nem kozeli gyerekeket kotnek Gssze, és az 6sszekotés szerinti
masodszomszédos gyerekek sem voltak kozeliek eredetileg.

(b) Nem lehetséges.

®
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Az 1-hez nem kozeli gyerekek a 4,5,6 és 7, tehat az atrendezés utan koziiliikk ketté-ketto kell,
hogy 1 két oldalan tiljon. De 4,5,6 és 7, kozott csak egy olyan péar van (4-7), akik eredetileg
nem kozeliek. Az atrendezés utan viszont két szomszédos (tehat kozeli) par alakul ki e négy
gyerek kozott, tehdt ezek koziil az egyik par eredetileg kozeli volt. o
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1. Marika és testvére fiatal koruk ota rendszeresen iiltetnek citrommagokat, és gondozzak a
beldliik kihajté citromfékat. Az A, B és C jeli fakat kiillonosen megkedvelték, mert ezek
mind az évnek azonos napjan hajtottak ki, Marika sziiletésnapjan.

Marika az idei (2019-es) sziilinapon azt figyelte meg, hogy 3 év miilva ezen a napon B pont
kétszer olyan idos lesz, mint A, mig a kovetkezo 3 év elteltével meg C lesz pont kétszer
olyan id6s, mint B.

Melyik években lesz majd lehetséges, hogy a 3 facska egyiitt éppen 111 éves a kozos sziili-
napon? Az osszes lehetOséget keresd meg!

Jelolje E4, Ep, Ec a harom fa életkorat a 2019-es sziiletésnapon és jelolje X, hogy hany év
mulva lesznek egyiitt 111 évesek. A feladat alapjan a kovetkezo egyenleteket irhatjuk fel:

2(Es+3)=Ep+3

2(Eg+6)=FEc+6
(Ea+X)+ (Ep+X)+ (Ec+ X) =111
Az elsé egyenletbol kapjuk, hogy 2E4 + 3 = Ep. Ezt a masodik egyenletbe helyettesitve

kapjuk, hogy 4E4+12 = Ex. Mindkettot behelyettesitve a harmadik egyenletbe a kovetkezo
diofantikus egyenletre jutunk:

Es+ X +2E,+3+ X +4E4+ 12+ X =111

Ebbdl TE4 + 3X = 96 kovetkezik. Mivel F4 és X nemnegativ egészek, igy E4 legfeljebb
9—76 < 14. Végigprébalva ezt a 14 esetet, az alabbi megoldasokat kapjuk:
Ex|0]3]6]9]12]
X [32]25]18|11] 4 |
Errol leolvashatjuk, hogy a szdébajovo évszamok: 2023, 2030, 2037, 2044, 2051. Ellenorizve
a kapott megoldasokat lathatjuk, hogy ezek tényleg lehetnek is. o

2. Két szabalyos dobdkockaval, egy pirossal és egy kékkel dobunk. A piros szam lesz egy
szamtani sorozat els6 tagja, a kék pedig a differenciadja. Minek nagyobb az esélye: annak,
hogy a kapott sorozatban lesz kobszam (harom egyforma szam szorzataként megkaphato
szdm), vagy annak, hogy nem?

(Ha példdul a piros szdm 2, a kék szam 5, akkor a kapott sorozat a 2, 7, 12, ..., és ebben a
sorozatban van kobszam, a 8 - 8 - 8 = 512.)

Ha a kék kockaval 1-et dobunk, akkor a sorozat tagja lesz a 8, tehat lesz kobszam a so-
rozatban. Ha a kékkel 2-t dobunk, akkor vagy a 8, vagy pedig a 27 szam szerepelni fog a
sorozatban, a piros paritasatol fiiggéen. Ha a kék kockaval 3-at dobunk a 27,64, 512 szamok
koziil fog valamelyik szerepelni, hiszen a mindenféle harmas maradék eléfordul kozottiik,
és nem tudunk naluk nagyobbat dobni. Tehat legaldabb az esetek felében lesz kobszam a
sorozatban, hiszen ha a kékkel 4-nél kevesebbet dobunk, akkor biztosan lesz. Viszont a
feladatban is szereplo példa alapjan akkor is lehet kobszam, ha a kékkel 5-t dobunk. Tehat
biztosan annak az esélye nagyobb, hogy szerepel kobszam a sorozatban. o
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Az ABCD négyzet oldalaira kifelé megrajzoljuk az ABP, BCR, CDS, DAT szabalyos
haromszogeket. Az igy kapott A, B,C, D, P, R, S, T pontok hany egyenl6 szaru haromszoget
hataroznak meg? Ezek koziil hany szabélyos?

Legyen a négyzet oldala egységnyi. El6szor vizsgaljuk meg, hogy hany egyenld szaru
haromszog jon létre, melynek a szarai kozotti elhelyezked6 csicsa A. A konstrukcié miatt
B,D,P és T egység tavolsagra van A-tol. FEzek kozil barmelyik kettot vélaszthatjuk A
mellé, tehdt kaptunk hat egyenld szard haromszoget. Csak a C cstcs van /2 tévolsagra
igy azt nem hasznalhatjuk. Az R és S cstcsok tavolsaga A-t6l a szimmetria miatt egyenlo

(Pitagorasz tétel alapjin \/(1 +4/3/2)2 4 (1/2)?). Tehat itt egy haromszoget taldltunk.
Ez 6sszesen 7 haromszog. Szimmetriai okokbdl B, C' és D is hétszer szerepel szarak kozotti
csucsként egyenlo szaru haromszogben. Eddig tehédt 4 - 7 = 28 haromszoget taldltunk.

Most vizsgaljuk meg, hogy hany egyenlo szart haromszog jon 1étre, melynek a szarai kozotti
elhelyezkedd csucsa P. A PBR és PBC haromszogek egybevagdsaga miatt PR = PC', és a
szimmetria miatt PD = PT is egyenl6 veliik. Tehat P-tol egyenl6 tavol van R, C, D és T.
A és B is egyenlo tavol van, de mas tavolsagra. Tehat itt is 7 haromszoget taldltunk, az R,
S, T pontokra is megnézve Osszesen 28-at.

Tehat Osszesen 4 -7+ 4 -7 = 56 egyenld szart haromszoget szamoltunk, de a szabalyosakat
minden csucsokbdl szamoltuk, tgyhogy le kell vonni kétszer a szamukat.

A feladat megadott négy szabalyos haromszoget. Mivel PR = PD, valamint a szimmetria
miatt PD = RD, ezért a DPR haromszog is szabalyos. Ugyanigy az ARS,BST,CTP
haromszogek is. Ellenorizhet6, hogy az egyenld szart haromszogeink koziil mas nem lesz
szabalyos. Tehat 8 szabalyos haromszog van és 56 — 2 - 8 = 40 egyenlo szart. o

Egy kor alaki asztalndl gyerekek iilnek (legaldbb ketten). Két gyereket kozelinek neveziink,
ha szomszédosak vagy ha csak egyetlen gyerek il kozottiik. A gyerekek szeretnének atiilni
ugy, hogy ha két gyerek eddig kozeli volt, akkor az atrendezés utan mar ne legyenek kozeliek.
Legkevesebb hany gyerek esetén lehetséges egy ilyen atrendezés?

El6szor megmutatjuk, hogy kilenc vagy kevesebb gyerek esetén ez nem lehetséges. Legyen
k a gyerekek szama, és jeloljiik a gyerekeket az 1,2,...,k szdmokkal a szerint, hogy a kor
mentén hanyadik helyen tilnek.

Vizsgaljuk meg, hogy 1-nek kik lehetnek a szomszédai az atiilést kovetoen. Most 2,3,k — 2
és k — 1 iilnek kozel 1-hez, tehat 6k nem kertiilhetnek mellé. Tehét 4,5, ...,k — 2 koziil kell
valasztanunk két embert. Viszont a két mellé il6 ember az atiilés utan kozel lesz egymashoz,
tehat az atilés elott nem lehetnek kozel. Ebbdl rogton latszik, hogy legalabb kilenc gyerekre
sziikség van, hiszen legfeljebb nyolc fénél még a 4,5, ..., k—2 gyerekek mind paronként kozel
vannak egymashoz. Ha pont kilenc gyerek van, akkor az el6z6 gondolatmenet alapjan 1-nek
csak 4 és 7 lehet a két 4j szomszédja. Viszont 4-re eljatszva ugyan ezt a gondolatmenetet
azt kapjuk, hogy 4-nek csak 1 és 7 lehet a két 1j szomszédja. Ez a két feltétel mar nem
teljesiilhet egyszerre, tehat kilenc fével nem oldhato meg a feladat. Tiz {6 esetén mar 1étezik
megoldas, példaul a kovetkezo 1j sorrend megfelelo:

4,1,8,5,2,9,6,3,10,7. O
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Egy egyenloszari haromszoghen az egyik oldal kétszer olyan hosszui, mint az egyik ma-
gassag. Hany fokosak lehetnek a haromszog szogei? Az Osszes lehetéséget keresd meg!

A feladat megoldasahoz a kovetkezo ismert allitasokat hasznaljuk fel.

e Ha egy derékszogli haromszog atfogdja kétszer olyan hosszi mint az egyik befogdja,
akkor a haromszog félszabalyos, azaz a szogei 30°,60°,90°. Azt is tudjuk, hogy a 60°
helyezkedik el atfogd és a fel olyan hosszi befogd kozott.

e Ha egy derékszogli haromszog két befogdja egyforma hosszi, akkor a szogei 45°, 45°, 90°.

Legyenek a haromszogiink cstucsai A, B és C' tgy, hogy A-ben taldlkozik a két szar. Jeloljiik
a haromszog alapjanak hosszat a-val a szaranak hosszat pedig b-vel. Jeloljiikk m,-val az
alaphoz tartozo magassag hosszat, my-vel pedig a szarhoz tartozé magassagét.

Legyen T az A-bdl induldé magassag talppontja.

Elsé6 eset: a = 2m,. Ekkor AT B két befogdja egyenlo, tehdat a szogei 45°,45°,90°. Két ilyen
osszeillesztésével egy 45°,45°,90° szogekkel rendelkezé haromszoget kapunk.

Masodik eset: b = 2m,. Ekkor AT B atfogdja kétszer olyan hosszi mint az egyik befogéja,
tehat a szogei 30°,60°,90°, és A-nal van a 60 fokos szog. Ebbdl kovetkezik, hogy ABC' szogei
30°,30°, 120°.

Harmadik eset: a = 2my,. A teriilet képletekbdl adédik, hogy am, = bm,. Ebbe helyettesitve
b = 2m,-t kapjuk, hogy a = 2m,,. Tehat ez az eset megfelel az el6zOnek.

Negyedik eset: b = 2my. Legyen a B pont talppontja S. Akkor az ASB haromszog
derékszogl, és az atfogdja kétszer olyan hosszi, mint az egyik befogdja. Vagyis akkor az
AS B haromszog szogei 30°,60°,90°, és az A-ndl 1évo szog 30°. Ez a szog viszont lehet kiilso
vagy belso szog az alapjan, hogy a haromszog hegyes vagy tompaszogii. Ha a haromszog
hegyesszogli, akkor a BAC' szog 30°, vagyis a haromszog szogei 30°, 75°, 75° fokosak. Ha a
haromszog tompaszogl, akkor a BAC' szog 150°, vagyis a haromszog szogei 15°, 15°, 150°
fokosak.
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A 2019 eloallithato 10 darab 3-as szamjegy, a négy alapmivelet és zaréjelek hasznalataval.
Példaul: 2019 =333-(3+3)+33—-3-3—3.
a) Mutasd meg, hogy pontosan 9 darab 3-as szamjeggyel is lehetséges ez.

b) Mutasd meg, hogy 9-nél kevesebb 3-as szamjeggyel is lehetséges ez.

a) (333+3)-(3+3)+3-(3/3)=336-6+3=2016+3 = 2019
b) (333+3)-(34+3)+3=2336-6+3=2016+3 = 2019

o

Egy pozitiv egész szamot szépségesnek neveziink, ha az elejérdl, végérol, vagy mindkét
iranybdél néhany szamjegyet torolve éppen az eredeti szam szamjegyei Osszegét kapjuk.
(Példaul a 40, 3126, 333150 szamok szépségesek.) Hény haromjegyii szépséges szam van?

Mas helyes megoldasokra is jar a teljes pont.

Ot eset van, aszerint, hogy melyik jegyeket vigtuk le az abe hdromjegy{i szambdl.
a) ab: a+b+c=10a+ b= c = 9a, ezért csak a = 1,c = 9 lehetséges, b pedig tetszéleges

(10 eset).
b) be: a+b+4c=10b+ ¢ = a = 9b, ezért csak b = 1,a = 9 lehetséges, ¢ pedig tetszéleges

(10 eset).
ca+b+c=a=b=0,c=0 és a tetsz6leges pozitiv szamjegy (9 eset).

c)

a
d) b: a+b+c=b=a=0,c=0, ez nem lehetséges, mert a pozitiv.

e) ¢ at+b+c=c=a=0,b=0, ez nem lehetséges, mert a pozitiv.

Tehat osszesen 29 szépséges haromjegyii szam van:

109,119,129, 139, 149, 159, 169, 179, 189, 199

100, 200, 300, 400, 500, 600, 700, 800, 900

910,911,912,913,914, 915,916, 917,918, 919 o
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3.

4.

Toltsd ki az alabbi tablazatot tgy, hogy a 11, 12, 13, 14, 21, 22, 23, 24, 31, 32, 33, 34,
41, 42, 43, 44 szamok mindegyike pontosan egyszer szerepeljen benne. A kitoltésre az is
igaz legyen, hogy a szamok tizes helyiértéken all6 jegye mindegyik sorban és mindegyik
oszlopban csupa kiilonb6z6 szambdl alljon, és ugyanez legyen igaz az egyes helyiértéken allo
szamjegyekre is. A tablazatba néhany szamot elore beirtunk, valamint tudjuk, hogy az x
helyére paros szam jon.

Elegendé egy jo kitoltést megadni, nincs sziikség indoklasral

41

13

2214133 |14
44123 | 11 | 32
13134(42 |21
31112124 |43

o

Egy téglalap alaki szobaban két szonyeg hever tgy, hogy egy kis résziik egymasra 16g.
A mindkét szényeg altal fedett teriilet a kisebb szényegnek 1/3-a, a nagyobbnak 1/4-e, a
teljes szobdnak pedig 3/28 része. A szoba mekkora részét nem fedi egyetlen szényeg sem?

Els6 megoldas. Ha a mindkét szényeg altal fedet teriilet ¢, akkor a kis szonyeg teriilete
3t, a nagyé 4t.

A két szonyeg éltal egyiittesen fedett teriilet 3t 4+ 4t — ¢t = 6, mert a kozosen fedett részt
csak egyszer kell szamolni.

A teljes szoba tertilete %815

A fedetlen rész %815 — 6t = %Ot.
10 _ 5 .z

Ez a szoba 28 = 11 Tésze.

Masodik megoldds. A kis szényeg 1/3-a a szoba 3/28-a. Vagyis a kis szényeg a szoba 9/28-a.
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A nagy szényeg 1/4-e, a szoba 3/28-a. Vagyis a kis szényeg a szoba 12/28-a.
A koz6son fedett rész: 9/28 +12/28 — 3/28 = 18/28
Vagyis a fedetlen rész teriilete: 1 — 18/28 = 10/28 (4]

Hexominodknak nevezziik azokat a sokszogeket, amelyeket megkaphatunk gy, hogy hat
darab egységnyi oldalhosszusagu négyzetet Osszeillesztiink az oldalaiknél fogva. Hany olyan
hexominé van, aminek 12 egység a keriilete? (A forgatdssal és tiikrozéssel egymaésba vihetd
hexominoékat azonosnak tekintjiik.)

Hat kiilonallo egységnégyzet kertiletének Osszege 24 egység. Amikor két négyzetet egy éliik
mentén Osszeillesztiink, akkor az illesztés kettével cstkkenti az Gsszesitett kertiletet (mert az
illesztés a kapott alakzat belsejébe keriil). Ahhoz, hogy végiil 12 egység kertilet{i sikidomot
kapjunk, hat él-él illeszkedésnek kell lennie.

Ha van egy négyzetekbdl 6sszerakott alakzatunk, akkor képezhetjiik annak ,,vazat” a kovet-
kez6 médon: jeloljiikk meg a négyzetek kozéppontjat egy-egy kis korrel, és ezek koziil kossiik
Ossze azokat, amelyek élszomszédos négyzetek kézéppontjat jelolik. Ha az igy kapott vazban
nincs ,,kor”, akkor pontosan 6t 0sszekotés van benne, ezért a keriilet 24 — 10 = 14, ami tul
sok.

r
R
T T3

Konnyen lathatd, hogy csak azon vazak tartalmaznak kort, amelyek olyan alakzathoz tar-
toznak, amelyben van egy kétszer kettes négyzet.

Az 6sszes megoldés felsorolasdhoz ezért csak azokat az eseteket kell végignézni, amikor egy
kétszer kettes négyzethez még két egységnégyzetet ragasztottunk.

A megoldasok:

I . | |

1-2 j6 konstrukciéért 1 pont, 3-4 konstrukcié 2 pont, 5 konstrukeié 3 pont, 6 konstrukci6 4
pont, 7 konstrukcié 5 pont.
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1.  Egy ottaga barati tarsasdg egy furcsa étterembe ment ebédelni. Egy olyan kerekasztal
koré tltetik le Oket, ahol a székek egytél Otig szamozottak. Az ebéd végén mindenkinek
annyiszor 1000 forintot kell fizetni, amennyi a két szomszédja sorszamanak kiilonbsége. A
székeket a pincér rendezheti el a tarsasag érkezése elott. Hogyan rakja le a pincér a székeket
a lehetd legnagyobb szamla elérése érdekében?

Masodik megoldas. Az abran Osszekotottilk azokat a székeket, amelyek sorszamanak
kiilonbsége szerepet jatszik a szamla Osszegében.

(5)
O
ex.‘be

(2)

A fenti példdban 1000- ((5—-1)+ (4—1)4+(4—-3)+(3—2) 4+ (5—2)) = 1000 - 12 = 12000
forint a végosszeg. Megmutatjuk, hogy az elérheto legnagyobb Osszeg.

Lathatd, hogy minden sorszam pontosan két kiillonbségben fog szerepelni, a kérdés csak az,
hogy milyen elGjellel. Az ezres szorzéval nem foglalkozunk, csak a masodik tényezével, ami
atrendezheto igy:

5+5+4+4+3-3-2-2-1-1

Mivel minden szam kétszer fog szerepelni, az a legnagyobb elérhet6 osszeg, amikor a legna-
gyobb szamok pozitiv, a legkisebb szamok negativ el6jellel szerepelnek, és a fenti esetben ez
teljesiil.

Masodik megoldas. A fenti dbran lathato egy megoldas 12000-re. Paritasok miatt meggon-
dolhaté, hogy a 13000 nem lehetséges. Azt fogjuk belatni, hogy 14-re se lehetséges: 4000-nél
tobbet nem fog fizetni senki 4000 forintot legfeljebb 1 ember fizethet: (aki az 1-5 kozt van).
3000 forintot legfeljebb 2 ember fizethet: (aki az 1-4 és 2-5 kozt van). Vagyis a maximalisan
elérhetd osszeg 4000 + 3000 + 3000 + 2000 4 2000 = 14000. Ehhez viszont az kéne, hogy
egy tavolsagra legyenek az 1 — 5, 1 — 4, 2 — 5 parok, de ez csak akkor lehet, ha a székek az
1 -3 —5—4— 2 sorrendben vannak, de ekkor csak 12000 forint lesz az osszeg. o
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2.

Egy szabadulé szoba utolsé feladvanyahoz értél, egy szamzaras lakat van az ajton. Harom
szamjegyet kell megfejtened, ezek mindegyike 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 valamelyike lehet.
Héaromjegyt szamokkal kérdezhettél ra, de csak négyszer. Ezekre meg is kaptad a valaszt:

Kérdezett szam | Ennyi szamjegyet eltalaltal | Koziiliik ennyi van jo helyen
1. 245 0 0
2. 760 % 0
3. 806 1 0
4. 037 ) 0

Melyik szam nyitja a lakatot?

Az utolsé harom kérdésre adott valaszbdl lathatd, hogy a nulla nem szerepel a kodban, mert
egyik lehetséges pozicion sem &llt jo helyen.

Emiatt a méasodik és a negyedik kérdésben a hét és hat, illetve a harom és a hét a jo jegy,
csak rossz helyen.

Tehat a hetes csak kozépen lehet, és mivel a harmadik kérdésre kapott valasz miatt a hat
nem a kod végén van, ezért az egyetlen lehetséges kod a 673. Ez megfelel az elso kérdésre
kapott valasznak is. o

Egy téglalap egyik oldalat csokkentettitk 24 cm-rel, a méasikat viszont a haromszoroséara
noveltiikk. Igy egy olyan négyzetet kaptunk, melynek teriilete egyenlé az eredeti téglalap
teriiletével. Mekkora a keletkezett négyzet oldala?

Ha az eredeti oldalak hosszat a és b jeloli, akkor a keletkezett négyzet oldalai a — 24 =
3b. Mivel a négyzet teriilete egyenld a téglalap tertiiletével, és egyik oldala haromszorosa
a téglalap egyik oldalanak, ezért a négyzet masik oldalanak harmad akkordnak kell lennie,
mint a téglalap masik oldala: a — 24 = §. Tehdt a 24 pont kétharmada a-nak. Innen
a = 36 és b = 4 adddik, a kozos teriilet pedig T' = 36 - 4 = 144. Ellendrizhetjiik, hogy
a—24=3b=12és 12 - 12 = 144, a feladat feltételei teljesiilnek. M&s egyenletrendszerbdl
is kijohet a helyes eredmény. o

Péter pénztarcajaban 5, 10, 20, 50, 100 és 200 forintosok vannak. Tudjuk, hogy mindegyik
pénzérme fajtabol kiillonbozd szamu van, illetve tudjuk, hogy 5 forintos érmébol kétszer
annyi van, mint 200 forintosbdl, 100 forintos érmébol kétszer annyi van, mint 10 forintosbdl,
valamint 50 forintos érmébdl nyolcszor annyi van, mint 20 forintosb6l. Mennyi pénze lehet
legfeljebb Péternek, ha kevesebb, mint 2000 forintja van?

Jelolje a, b és ¢ a 10, 20 és 200 forintos érmék darabszamat. Ekkor az 100, 50 és 5 forintos
érmék szdma 2a, 8b és 2¢, igy az érmék oOsszesitett értéke

(10-a+100-2a) + (20-b+50 - 8b) + (200 - ¢+ 5 - 2¢) = 210a + 420b+ 210¢ = 210 - (a -+ 2b + ¢)

Mivel 420 = 2 - 210, ezért Péternek 210-zel oszthato forintja van. A legnagyobb 210-zel
oszthaté 2000-nél kisebb szdm az 1890(= 9 - 210) . Mutatunk egy példdt arra, hogy ez
elérheto.
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a+2b+c =9, aminek egy megolddsa a = 2,b = 1,c = 5 (a masik megoldas az a =5, b =1,
c = 2). Ezekkel az értékekkel az eredeti feladat helyes megoldédsat kapjuk:

Erme 5[10120] 50| 100| 200 | Osszeg
darab bettivel | 2¢ | a b| 8 | 2a c
darabszam 10| 2 1 8 4 5

értck | 50 | 20 | 20 | 400 | 400 | 1000 | 1890

1. Egy pozitiv egész szamot szépségesnek neveziink, ha az elejérol, végérol, vagy mindkét
iranybdél néhany szamjegyet torolve éppen az eredeti szdm szamjegyei Osszegét kapjuk.
(Példaul a 40, 3126, 333150 szamok szépségesek.) Hény haromjegyti szépséges szam van?

Legyen a szamunk abe, azaz 100a + 10b + c. Ebben a szdmjegyek Osszege a + b+ c. Meg kell
vizsgalnunk néhany esetet, a szerint, hogy honnan torliink.

Ha az elejérdl torlink egyet, azt kapjuk, hogy a+b+c = 100+ ¢, amibdl a = 9b. Mivel a nem
0, igy ez csak a = 9, b = 1 esetén teljesiil. Ezek tényleg megfeleloek is: 910, 911, 912, 913, 914,
915, 916, 917, 918, 919. Ha a végérdl torliink egyet, azt kapjuk, hogy a + b+ ¢ = 10a + b,
amibol ¢ = 9a. Mivel a nem 0, igy ez csak a = 1,¢ = 9 esetén teljesiil. Ezek tényleg
megfeleloek is: 109, 119, 129, 139, 149, 159, 169, 179, 189, 199. Ha az végérdl torliink
kettét, azt kapjuk, hogy a + b + ¢ = a, ami csak akkor teljesiilhet, ha b = ¢ = 0. Ezek
valéban megfeleloek: 100, 200, 300, 400, 500, 600, 700, 800, 900. Ha az elejérdl torlink
kettot, azt kapjuk, hogy a + b+ ¢ = ¢, ami nem lehet, mivel @ > 0 és b > 0. Ha az elejérol
és a végérol is torlink egyet, azt kapjuk, hogy a + b+ ¢ = b, ami nem lehet, mivel a > 0 és
c > 0. Tehét 29 szépséges szam van, ami haromjegyi. o

2. Az 1,2 3,4,5, 6,7, 8 és 9 szamjegyek koziil minél kevesebb felhasznéalasaval allitsd elo
a 2019-et! Indokold meg, hogy miért nem lehet kevesebbol! Csak az alapmiiveleteket lehet
haszndlni (zardjeleket nem). Minden szamjegyet csak egyszer haszndlhatsz és nem lehet
tobbjegyl szamokat alkotni.

Ot szémjeggyel lehetséges az eléallitds: 2019 = 9-8-7- 4+ 3. Beldtjuk, hogy négy szdmjegy
nem elegendo. A 2019 a szamjegyek koziil csak 1-gyel és 3-mal oszthato, igy csak szorzassal
biztosan nem lehet eldallitani. Legfeljebb négy szamjeggyel egy legfeljebb négy tagbodl
allo Osszeget kaphatunk. Az Osszegben minden tag legfeljebb 9 - 8 - 7, hiszen nem lehet
négytényezos szorzat. Ekkor viszont az osszeg értéke legfeljebb 9 -8 -7 -4 = 2016 lehetne,
de ez kisebb 2019-nél.
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Hexominodknak nevezziik azokat a sokszogeket, amelyeket megkaphatunk gy, hogy hat
darab egységnyi oldalhosszisagu négyzetet 0sszeillesztiink az oldalaiknal fogva. Hény olyan
hexominé van, aminek 12 egység a keriilete? (A forgatassal és tiikrozéssel egymasba viheto
hexominoékat azonosnak tekintjiik.)

Hat kiilonall egységnégyzet kertiletének osszege 24 egység. Amikor két négyzetet egy éliik
mentén Osszeillesztiink, akkor az illesztés kettével cstkkenti az Osszesitett kertiletet (mert az
illesztés a kapott alakzat belsejébe keriil). Ahhoz, hogy végiil 12 egység kertileti sikidomot
kapjunk, hat él-¢l illeszkedésnek kell lennie.

Ha van egy négyzetekbdl osszerakott alakzatunk, akkor képezhetjiik annak ,,vazat” a kovet-
kez6 médon: jeloljiikk meg a négyzetek kozéppontjat egy-egy kis korrel, és ezek koziil kossiik
ossze azokat, amelyek élszomszédos négyzetek kozéppontjat jelolik. Ha az igy kapott vazban
nincs ,,kor”; akkor pontosan 6t 0sszekotés van benne, ezért a keriilet 24 — 10 = 14, ami tul
sok.

Konnyen lathatd, hogy csak azon vazak tartalmaznak kort, amelyek olyan alakzathoz tar-
toznak, amelyben van egy kétszer kettes négyzet. Az Gsszes megoldas felsorolasahoz ezért
csak azokat az eseteket kell végignézni, amikor egy kétszer kettes négyzethez még két
egységnégyzetet ragasztottunk.

A megoldasok:

I . | |

o

Hét szabalyos dobdkockat osszeragasztottunk gy, hogy az egyik kocka minden lapjahoz

egy-egy tovabbi kocka egy-egy lapjat illesztettiik. A testre ezutan a lapokra merdleges
iranyokbdl ranézve, mind a hat lehetséges iranybdl ugyanannyi pottyot latunk. Hany
pottyot lathatunk legfeljebb? Rajzoljatok le a testet mind a hat iranybdl (el6lrél, hatulrdl,
balrél, jobbrdl, alulrdl és feliilrél)! (Egy dobdkocka szabdlyos, ha a szemkozti lapjain a
pottyok Osszege hét.)

A hét dobdkockan Osszesen 7 - 21 = 147 potty van. A legbelsébdl semmit sem latunk igy
6 - 21 = 126 pottynél nem lathato tobb.

Ezen kiviil még minden kiils6 kockanak is le van takarva egy oldala, tehdt még legalabb 6
potty takarva van. fgy legfeljebb 120 potty lathato. Ha ez elérhet6, akkor minden irdanybdl
20 pottyot kell latnunk. Megadunk egy megfelel6 elrendezést. A legfelsé kockdt mas szinnel
abrazoljuk, hogy megkoénnyitsiik a térbeli ,,tajékozédéast”. (A felil- és alulnézet , kiviilr6l”
értendo, ezért a harmas és négyes lapok valéjaban egymadssal szemben vannak.)
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Ha valaki ad egy olyan konstrukciot, amin jok a kockak, és minden iranybdl ugyanannyi
latszik, de kevesebb mint 20, akkor is kapjon 1 pontot.

Egy téglalap szomszédos oldalai 4 egység és 7 egység hosszuiak. Osszuk fel a téglalapot
négy darab tengelyesen szimmetrikus négyszogre gy, hogy a felosztasban szereplé barmely
négyszog barmely oldaldnak hossza vagy 3 egység, vagy 4 egység legyen!

Els6 megoldas. Osszuk fel a téglalapot egy 4 egység oldali négyzetre és egy 3 x 4-es
téglalapra. A négyzet egyik atldjan jeloljiik meg azokat a pontokat, amelyek 3 egység
tavolsdgra vannak a masik atl6 mindkét végpontjatol. A megfelel6 3 egységnyi szakaszokat
berajzolva a négyzet két konkav deltoidra és egy rombuszra bomlik, amelyek tengelyesen
szimmetrikusak, ahogy a 3 X 4-es téglalap is, ezzel a kivant felosztdst megadtuk. (Lasd a
bal oldali dbrat!)

Masodik megoldas. A téglalap egyik belsé szogfelezéjén jeloljiik meg a csiicshoz legkozelebbi
olyan pontot, amely 3 egységnyire van a téglalap rovidebb oldaldnak masik végpontjatol.
Ezt a csiucsot a szogfelezore tiikrozve , és a megfelelo szakaszokat behizva egy konkav
deltoidot kapunk, melynek minden oldala vagy 3, vagy 4 egység hosszi. A szemkozti
csucsbdl indulé szogfelezo segitségével, de ezuttal a csicstdl tavolabbi pontot vélasztva
hasonl6 médon egy konvex deltoidot kaphatunk. A két deltoid szimmetriaatldinak a téglalap
csucsaitél kiillonbozoé végpontjait Osszekotve két rombusz keletkezik. Ezzel megkaptuk a
kivént felosztast. (Lésd a jobb oldali abrat!)

Az abrakon a vastag vonalak négy, a vékony vonalak harom egység hosszu szakaszokat

jelolnek. (4)
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1. Egy tartalyban 300 liter viz van. Van négy vodrink: egy piros, egy zold, egy kék és egy
sarga. A piros vodorbe kétszer annyi viz fér, mint a zoldbe, a zold vodorbe kétszer annyi
viz fér, mint a kékbe és a kék vodorbe kétszer annyi viz fér, mint a sargaba. Miutan a
négy vodrot teljesen megtoltottiik a tartalyban 1évo vizbdl, a tartalyban 11 literrel tobb viz
maradt, mint amennyi a kék vodorbe kertilt. Hany liter viz fér a zold vodorbe?

Jelolje P, K, Z és S hogy rendre hany liter viz fér a piros, kék, zold és sdrga vodriinkbe. A
feladat adatai alapjan P =27, Z = 2K, K = 25. Tehat Z =45 és P = 8S.

Ezen kiviil azt is tudjuk, hogy 300 - P - K —Z - S - 11 = K.

A fenti egyenleteket behelyettesitve kapjuk, hogy 300 — 85 — 25 — 4S5 — S — 11 = 25. Tehat
289 = 17S.

Ebb6l S = 17. Tehdt Z = 45 =4 - 17 = 68, (1)

2. Dani digitalis oraja 13:24-et mutat. Ez azon ritka percek egyike, amikor az éran négy
egymas utani szamjegy lathato.

a) Hény ilyen perc van egy nap folyaman?
b) Legfeljebb mennyi id6 telik el két egymast kovetd ilyen allas kozott?

(A digitélis 6ran mindig négy szdmjegy lathaté és 24 6rds formatumot haszndl, pl.: 00:41
vagy 21:29.)

Az 6raban a tizesek helyén csak 0, 1 vagy 2 éllhat, ezért a négy szomszédos jegy koziil
a legkisebb nem nagyobb ketténél. Ha a jegyek 0,1,2 és 3, akkor az 6rak helyén 01, 02,
03, 10, 12, 13, 20, 21 és 23 &llhat, és a percekre maradt jegyek sorrendje tetszoleges. Ez
9.2 = 18 lehetoség. Ha a jegyek 1, 2,3 és 4, akkor az érak helyén 12, 13, 14, 21, 23 allhat, és
a percekre maradt jegyek sorrendje tetszoleges. Ez 5 -2 = 10 lehet6ség. Ha a jegyek 2,3,4
és b, akkor az érak helyén csak 23 allhat, és a percekre maradt jegyek sorrendje tetszoleges.
Ez 2 lehet6ség. Tehat osszesen 18 + 10 4+ 2 = 30 olyan perc van a nap folyaman, amikor
teljesiilnek a feltételek. A 03:21 és 10:23 egymast kovetd allasok kozott 7 ora és 2 perc
(422 perc) telik el. Ennél nagyobb kiilonbség nincs, hiszen az érak lehetséges értékeit (01,
02, 03, 10, 12, 13, 14, 20, 21, 23) vizsgalva lathat6, hogy sehol mashol nincs 6-nal nagyobb
eltérés, igy az idépontok kozott maskor nem lehet 7 6randl nagyobb kiilonbség.

3. Péter pénztarcdjaban 5, 10, 20, 50, 100 és 200 forintosok vannak. Tudjuk, hogy mindegyik
pénzérme fajtabol kiillonbozé szamu van, illetve tudjuk, hogy 5 forintos érmébol kétszer
annyi van, mint 200 forintosbdl, 100 forintos érmébdl kétszer annyi van, mint 10 forintosbol,
valamint 50 forintos érmébdl nyolcszor annyi van, mint 20 forintosb6l. Mennyi pénze lehet
legfeljebb Péternek, ha kevesebb, mint 2000 forintja van?

Jelolje a, b és ¢ a 10, 20 és 200 forintos érmék darabszamat. Ekkor az 100, 50 és 5 forintos
érmék szama 2a, 8b és 2¢, igy az érmék Osszesitett értéke

(10-a+100-2a) + (20- b+ 50 - 8b) + (200 ¢+ 5 - 2¢) = 210a + 420b+ 210¢ = 210 (a + 2b + c)
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Mivel 420 = 2 - 210, ezért Péternek 210-zel oszthaté forintja van. A legnagyobb 210-zel
oszthaté 2000-nél kisebb szam az 1890(= 9 - 210) . Mutatunk egy példat arra, hogy ez
elérhetd.

a+2b+c =09, aminek egy megolddsa a = 2,b = 1,c =5 (a masik megoldas az a = 5, b = 1,
c = 2). Ezekkel az értékekkel az eredeti feladat helyes megolddsat kapjuk:

Erme 5110120 ] 50 100] 200 | Osszeg
darab bettiivel | 2¢| a| b| 8 | 2a c
darabszam 10] 2] 1 8 4 5

értck | 50 | 20 | 20 | 400 | 400 | 1000 | 1890

o

Egy 5 x 5-0s tdblazat minden mezdjére egy-egy pozitiv egész szdmot frtunk (lehetnek
kozottitk egyenlék). Kiszéamoltuk minden sorban és minden oszlopban a szdmok Osszegét.
Ez a 10 0sszeg csupa kiilonbozé pozitiv egész. Mennyi a tablazatban szereplo 25 szam
osszege, ha az a lehet6 legkisebb?

Mivel mindegyik sor- és oszloposszeg legalabb 5, és ezek kiilonbozé pozitiv egészek, ezért
osszegiik legalabb

54+6+7+8+9+10+ 11+ 12+ 13 + 14 = 95.

A sorosszegek és oszloposszegek Osszege a 25 szam Osszegének dupldja, ezért csak paros szam
lehet. A fentiek miatt ez legalabb 96, igy a 25 szam Osszege legalabb 48. A 48-as Osszeg el
is érhet6, példaul igy:

e e e R R
DO DO DO = =
W N DO =] =
W N DN =
=N DN

A sorosszegek itt: 6, 7, 10, 12, 13; az oszlopOsszegek: 5, 8, 9, 11, 15. o
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1.  Egy téglalap szomszédos oldalai 4 egység és 7 egység hossziak. Osszuk fel a téglalapot
négy darab tengelyesen szimmetrikus négyszogre gy, hogy a felosztasban szereplé barmely
négyszog barmely oldaldnak hossza vagy 3 egység, vagy 4 egység legyen!

Els6 megoldas. Osszuk fel a téglalapot egy 4 egység oldali négyzetre és egy 3 X 4-es
téglalapra. A négyzet egyik atldjan jeloljiik meg azokat a pontokat, amelyek 3 egység
tavolsdgra vannak a masik atlé mindkét végpontjatol. A megfelel6 3 egységnyi szakaszokat
berajzolva a négyzet két konkav deltoidra és egy rombuszra bomlik, amelyek tengelyesen

szimmetrikusak, ahogy a 3 X 4-es téglalap is, ezzel a kivant felosztdst megadtuk. (Lasd a
bal oldali dbrat!)

Masodik megoldas. A téglalap egyik bels6 szogfelezéjén jeloljiik meg a csiicshoz legkozelebbi
olyan pontot, amely 3 egységnyire van a téglalap rovidebb oldalanak masik végpontjatol.
Ezt a cstucsot a szogfelezére tiikrozve , és a megfelelo szakaszokat behuzva egy konkdav
deltoidot kapunk, melynek minden oldala vagy 3, vagy 4 egység hosszii. A szemkozti
csucsbol induld szogfelezo segitségével, de ezuttal a csicstol tavolabbi pontot valasztva
hasonlé médon egy konvex deltoidot kaphatunk. A két deltoid szimmetriaatloinak a téglalap
csucsaitél kiillonbozoé végpontjait Osszekotve két rombusz keletkezik. Ezzel megkaptuk a
kivént felosztast. (Lésd a jobb oldali abrat!)

Az abrakon a vastag vonalak négy, a vékony vonalak harom egység hosszu szakaszokat
jelolnek. o

2. A sik minden pontjahoz hozzarendeltiink egy egész szamot 1gy, hogy a kovetkezo teljestil:
ha A, B, C és D egy négyzet csicsai, akkor a hozzajuk rendelt szamok 0Osszege nulla.
Lehetséges-e, hogy a sik valamelyik P pontjahoz nem a nullat rendeltiik?

A sik tetszbleges P pontjat tekintsiik egy ABC'D négyzet kozéppontjaként (tetszélegesen
véalaszthatjuk a négyzetet). Az AB, BC,CD, DA oldalak felezépontja legyen E., F, G, H.

° ° °
D G C
° ° °
H P F

° ° °
A FE B
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3.

4.

A folytatdasban egy ponthoz rendelt szamot ugyanazzal a betiivel fogunk jelélni, mint a
pontot. Az AEFPH, EBFP, PFCG és PGDH négyzetekre alkalmazva a feltételt:

0=(A+E+P+H)+(E+B+F+P)+(P+F+C+G)+(P+D+G+H)
0=A+B+C+D+2E+2F+2G +2H + 4P

Mivel ABCD és EFGH is négyzetek, ezért
(A+B+C+D)+2- (E+F+G+H)=A+B+C+D+2E+2F+2G+2H =0.

Emiatt viszont 4P = 0, azaz P = 0. Tehét a hozzarendelés csak olyan lehet, amely barmely
P ponthoz a nullat rendeli.

Legyen
S = 20192 4+ 20192918 4+ 2019217 + ... +2019% + 2019" + 1.

Mutasd meg, hogy S-nek van haromjegyt primosztoja.

Els6 megoldas.

Mivel 2019"*! 4+ 2019" = 2020 - 2019", ezért az S Osszegben barmely két egyméast kovetd
tag Osszege oszthaté 2020-szal. Mivel S paros szamu taghbdl all, igy S is oszthatd 2020-szal.
Viszont 2020 = 20-101, a 101 pedig egy haromjegyti primszam, ezért S-nek van haromjegyt
primosztdja (a 101 biztosan ilyen).

Masodik megoldas.

Vizsgaljuk meg S osztasi maradékat 2020-szal. Mivel 2019 és —1 ugyanolyan maradékot ad
2020-szal, ezért S maradéka megegyezik az

S/ — (_1)2019 T (_1>2018 T (_1)2017 4+ (_1>2 + (_1)1 +1

Osszeg maradékaval. Ez az 6sszeg viszont —1+1—-14+1—14... —1+1=0, tehdt 5, és
igy S is oszthato 2020-szal. Viszont 2020 = 20 - 101, a 101 pedig egy haromjegyi primszam,
ezért S-nek van hdromjegyti primosztdja (a 101 biztosan ilyen).

Anna egy szabalyos hatszog hat cstucsat kiszinezte pirossal, kékkel vagy sargaval ugy, hogy
a szomszédos csucsok kiilonbozo szintiek legyenek. Ezutan Béla behuzott harom atlot ugy,
hogy a hatszog belsejében nem keletkezett metszéspont, és mindegyik atlé két kiilonbozo
szinl csticsot kotott Ossze.

Hanyféleképpen nézhet ki ezek utan az abra? A forgatassal, tiikkrozéssel egymasba viheto
abrakat nem tekintjiik kiillonbozonek.

A harom atlét haromféle médon lehet behtzni:
(1) szabalyos hdromszoget alkotnak;
(2) egy csticsbdl indulnak ki;
(3) az egyik 4tl6 mindkét végpontjabdl indul egy-egy tovabbi.
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Ha a hiarom atlé egy szabalyos haromszoget alkot, akkor a végpontjaikat harom kiilonb6zo
szinnel kell szinezni. Ez a szinezés a masik harom cstics szinét is egyértelmiien meghatarozza,
hiszen nem lehetnek egyszintiek a szomszédaikkal. Minden lehetoséget megkaphatunk az
aldbbi abrabdl tikrozéssel és forgatassal, tehat ebben az esetben 1 lehetéség van.

S
P K

K P
S

Ha a harom atlé egy csiicsbdl indul ki, akkor ennek a csiicsnak a szine kiilonbozik az osszes
tobbiétél (hiszen vagy szomszédosak, vagy atlo koti ossze 6ket). Ez a szin hdromféle lehet.
A maradék két szinnel a tobbi csicsot felvaltva kell szinezni, igy az egyiket haromszor, a
masikat kétszer hasznaljuk, ez 2 lehetdség. A szineknek tehat 3 -2 = 6 lehetséges kom-
bindcidja van. Barmely szinezésnél a lehetséges abréak egymasba forgathatok, igy ez az eset
6 lehetdséget ad.

P P K K S S
S S K K S S P P K K P P
K K S S P P S S P P K K
S K S P K P

Ha az egyik atlé mindkét végpontjabdl indul egy-egy tovabbi, akkor tiikrozéssel és for-
gatassal elérhetd a lenti dbran lathaté helyzet. Konnyen lathato, hogy a leghosszabb atlo
két végpontjanak a szinezése mar egyértelmiien meghatérozza a tobbi csics szinét. A leg-
hosszabb &atlé végpontjait haromféle médon szinezhetjiik, hiszen két kiilonbozé szint kell
hasznalni, de a végpontok 180 fokos forgatassal felcserélhetok. fgy ebben az esetben 3 le-
hetoség van.

P P K
S K K S P S

P S P K K P

K S S
Ez 6sszesen 1+ 6 + 3 = 10 lehet6ség.
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d.

Robot Robi a kovetkez6 szamolast végzi: ha megadunk neki egy pozitiv egész szamot, 6
elosztja maradékosan 43-mal, majd osszeadja a kapott maradékot és hanyadost, és leirja az
igy kapott szamot. Egy napon Robinak sorra az 1, 2, 3, ..., 2019 szdmokat adtak meg, és ¢
mindegyikkel elvégezte a fenti szamoldst. A Robi altal leirt 2019 darab szam kozott hany
darab 7-tel oszthat6 van?

Els6 megoldas. Legyen az N szam esetén a kapott hanyados h, a maradék m. Ekkor
N=43-h4+m=42-h+ (h+m).

Mivel 42 - h biztosan 7-tel oszthaté, ezért (h + m) akkor és csak akkor oszthaté 7-tel, ha N
is oszthatd 7-tel. Tehat Robot Robi éppen annyi 7-tel oszthatd szamot irt le, ahany az 1,
2, 3, ..., 2019 szamok kozott volt. Mivel 2019 = 288 - 7 + 3, ezért 288 darab 7-tel oszthato
szamot irt le Robi.

Maésodik megoldas. Mivel 2019 = 46 - 43 + 41, ezért a hanyadosok 0-tél 46-ig, a maradékok
0-t6l 42-ig terjedhetnek. Kozilik csak két eset nem fordul el6: amikor mindkett6 0, illetve
amikor a hanyados 46 és a maradék 42. Mivel 7-tel oszthatd Osszeget akarunk, a hanyados 7-
tel vett osztasi maradéka egyértelmiien meghatarozza a maradék lehetséges 7-es maradékait.
Ez alapjan Osszegytijthetjiik a megfeleld lehetéségeket.

7-es maradék Hanyadosok Maradékok Lehetoségek
0+0 0, 7,14, 21, 28, 35, 42 | 0, 7, 14, 21, 28, 35, 42 7-7=149
146 1, 8, 15, 22, 29, 36, 43 6, 13, 20, 27, 34, 41 7-6=42
245 2,9, 16, 23, 30, 37, 44 5, 12, 19, 26, 33, 40 7-6=42
3+4 3,10, 17, 24, 29, 38, 45 | 4, 11, 18, 25, 32, 39 7-6=42
443 4,11, 18, 25, 32, 39, 46 | 3, 10, 17, 24, 29, 38 7-6=42
o+2 5, 12, 19, 26, 33, 40 2,9, 16, 23, 30, 37 6-6=36
6+1 6, 13, 20, 27, 34, 41 1, 8, 15, 22, 29, 36 6-6=236

A fentiek kozott szerepel a (0,0) par is, ezt ki kell venni. fgy a Robi altal leirt 7-tel oszthato
szamok szama Osszesen 49 + 42 + 42 + 42 442 4+ 36 + 36 — 1 = 288. O
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1.  Egy tizenegy tagu barati tarsasag egy furcsa étterembe ment ebédelni. Egy olyan kerekasz-
tal koré iiltetik le 6ket, ahol a székek 1-t6l 11-ig szamozottak. Az ebéd végén mindenkinek
annyiszor 1000 forintot kell fizetni, amennyi a két szomszédja sorszamanak kiilonbsége. A
székeket a pincér rendezheti el a tarsasag érkezése elott. Mit tegyen a lehetd legnagyobb
szamla elérése érdekében?

A pincér célja, hogy a kiilonbségek Osszege a lehetd legnagyobb legyen. Tekinthetiink erre
22 tagu osszegként, amelyben a sorszamok mindegyike pontosan két alkalommal szerepel
pozitiv vagy negativ elgjellel gy, hogy oOsszesen 11 db pozitiv és 11 db negativ el6jelet
osztunk ki. A legnagyobb ilyen Osszeget akkor kapjuk, ha a 11 legnagyobb abszolut értékii
szam kap pozitiv, a tobbi negativ elojelet. Ekkor az Gsszeg

11T+11+10+10+94+9+84+8+7+7+6—-6—-5-5-4-4-3-3-2-2-1-1=60.

Lehetséges olyan tltetés, amely esetén a szamla 60000 forint lesz, példaul igy:

ORNO
o

@ O

@@@@

(8—4)+(11-1)+(8—3)+(11-6)+(9—3)+(6—5)+(9—2)+(7—5)+(10—2)+(7—4)+(10—1) = 60.

o

2. Dani digitalis 6raja 13:24-et mutat. Ez azon ritka percek egyike, amikor az éran négy
egymas utani szamjegy lathato.

A kiilonbségek 6sszege:

a) Hény ilyen perc van egy nap folyaman?
b) Legfeljebb mennyi id6 telik el két egymaést kovetd ilyen allas kozott?

(A digitélis 6rén mindig négy szdmjegy lathaté és 24 6rds formatumot hasznél, pl.: 00:41
vagy 21:29.)

Az éraban a tizesek helyén csak 0, 1 vagy 2 allhat, ezért a négy szomszédos jegy koziil
a legkisebb nem nagyobb ketténél. Ha a jegyek 0,1,2 és 3, akkor az 6rak helyén 01, 02,
03, 10, 12, 13, 20, 21 és 23 &allhat, és a percekre maradt jegyek sorrendje tetszoleges. Ez
9.2 = 18 lehet6ség. Ha a jegyek 1,2, 3 és 4, akkor az érak helyén 12, 13, 14, 21, 23 allhat, és
a percekre maradt jegyek sorrendje tetszoleges. Ez 5 -2 = 10 lehet6ség. Ha a jegyek 2,3,4
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és b, akkor az érak helyén csak 23 allhat, és a percekre maradt jegyek sorrendje tetszoleges.
Ez 2 lehetoség. Tehat osszesen 18 4+ 10 + 2 = 30 olyan perc van a nap folyaman, amikor
teljestilnek a feltételek. A 03:21 és 10:23 egymast koveto allasok kozott 7 ora és 2 perc
(422 perc) telik el. Ennél nagyobb kiilonbség nincs, hiszen az érak lehetséges értékeit (01,
02, 03, 10, 12, 13, 14, 20, 21, 23) vizsgalva lathaté, hogy sehol mashol nincs 6-nal nagyobb
eltérés, igy az idépontok kozott maskor nem lehet 7 6randl nagyobb kiilonbség.

1+

3. Egy 5 x 5-0s tédbldzat minden mezdjére egy-egy pozitiv egész szamot irtunk (lehetnek
kozottiik egyenlék). Kiszdmoltuk minden sorban és minden oszlopban a szamok 6sszegét.
Ez a 10 osszeg csupa kiilonbozé pozitiv egész. Mennyi a tablazatban szereplé 25 szam
osszege, ha az a lehet6 legkisebb?

Mivel mindegyik sor- és oszloposszeg legalabb 5, és ezek kiillonboz6 pozitiv egészek, ezért
osszeglik legalabb

5+6+7+8+9+10+11+12+ 13 + 14 = 95.

A sorosszegek és oszloposszegek Osszege a 25 szam Osszegének dupldja, ezért csak paros szam
lehet. A fentiek miatt ez legalabb 96, igy a 25 szdm Osszege legalabb 48. A 48-as Osszeg el
is érhet6, példaul igy:

e e e e R
DO DO DO = =
W N DO ]| =
W N DN =
= DN DN

A sorosszegek itt: 6, 7, 10, 12, 13; az oszloposszegek: 5, 8, 9, 11, 15. o

4. Nevezzik egy haromszog valamely oldalat kurtanak, ha nem hosszabb a hozza tartozo
magassagnal. Legfeljebb hany kurta oldala lehet egy haromszognek?

Els6 megoldas. Ketto lehet, példaul az egyenlszari derékszogii haromszog mindkét befogdja
egyenl a hozzd tartozd magassiggal (de az atfogd hosszabb, mint az atfogéhoz tartozd
magassdg). Bebizonyitjuk, hogy hdrom kurta oldal nem lehet egy hdaromszogben. Legyen ¢
a haromszog (valamelyik) leghosszabb oldala, a masik ketté a és b. A szemkozti csicsot a ¢
oldal egyenesével 0sszekoto szakaszok koziil az m,. magassagnal nincs rovidebb, ezért m. < a
és m. < b. Ha a c oldal kurta lenne, akkor ¢ < m, teljestilne. Ekkor ¢ < a és ¢ < b is igaz
lenne. De ¢ a leghosszabb oldal, igy ebbdl az kovetkezik, hogy mind a harom oldal egyenlo,
tovabba m. is egyenlo veliik. Ez ellentmondas, hiszen a szabalyos haromszogben a magassag
rovidebb az oldalhossznal. Tehat a leghosszabb oldal sosem lehet kurta, igy legfeljebb két
kurta oldal lehetséges.

Masodik megoldas. A haromszog egy csucsat a szemkozti oldal egyenesével 6sszekotd szaka-
szok koziil a magassag a legrovidebb. A csucsbdl kiinduld két oldal koziil legfeljebb az egyik
eshet egybe a magassaggal, ezért fennallnak az

a-+b>2m, b+c>2m, c+a>2my
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egyenlotlenségek. Ezeket Osszeadva, és kettovel osztva az
a+b+c>m,+my+m,

osszefliggést kapjuk. Ha mindharom oldal kurta lenne, akkor viszont a+b+c < mg,+mp+m.
teljesiilnie, ami a fentiek szerint lehetetlen. Két kurta oldal viszont lehetséges, példaul az
egyenlOszaru derékszogli haromszog mindkét befogdja egyenld a hozza tartozé magassaggal.

o

J

8. osztaly, 1. nap

1.

A stk minden pontjahoz hozzarendeltiink egy egész szamot gy, hogy a kévetkezo teljesiil:
ha A, B, C és D egy négyzet csicsai, akkor a hozzdjuk rendelt szamok Osszege nulla.
Lehetséges-e, hogy a sik valamely P pontjahoz nem a nullat rendeltiik?

A sik tetszéleges P pontjat tekintsiik egy ABCD négyzet kozéppontjaként (tetszolegesen
véalaszthatjuk a négyzetet). Az AB, BC,CD, DA oldalak felezépontjai legyenek E. F, G és
H.

[ ] [ ] [ ]
D G C
([ ] ([ ] ([ ]
H P F
[ J [ J [ J
A folytatasban egy ponthoz rendelt szémot%gyaﬁazzal a betiivel fogunk jel6lni, mint a
pontot. Az AEFPH, EBFP, PFCG és PGDH négyzetekre alkalmazva a feltételt:
0=(A+E+P+H)+(E+B+F+P)+(P+F+C+G)+(P+D+G+H)

0=A+B+C+D+2FE+2F +2G +2H + 4P
Mivel ABC'D és EFGH is négyzetek, ezért

(A+ B+C+D)+2- (E+F+G+H)=A+B+C+D+2E+2F+2G+2H =0.

Emiatt viszont 4P = 0, azaz P = 0. Tehét a hozzarendelés csak olyan lehet, amely barmely
P ponthoz a nullat rendeli.

Legyen
S = 20192 + 20192918 4+ 2019217 + .. +2019% + 2019" + 1.

Mutasd meg, hogy S-nek van haromjegyt primosztoja.

1. megoldas Mivel 2019"" + 2019" = 2020 - 2019", ezért az S Osszegben barmely két
egymast kovetd tag osszege oszthatd 2020-szal. Mivel S péaros szamu tagbdl all, igy S is
oszthaté 2020-szal. Viszont 2020 = 20 - 101, a 101 pedig egy haromjegyii primszam, ezért
S-nek van haromjegyii primosztéja (a 101 biztosan ilyen).

Orszagos donto
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Maésodik megoldas. Vizsgaljuk meg S osztasi maradékat 2020-szal. Mivel 2019 és —1 ugyan-
olyan maradékot ad 2020-szal, ezért S maradéka megegyezik az

S = (_1)2019 + (_1)2018 + (_1>2017 4+ (_1)2 + (_1)1 +1

Osszeg maradékaval. Ez az 6sszeg viszont —1+1—1+1—1+...—1+1=0, tehat 5, és
igy S is oszthato 2020-szal. Viszont 2020 = 20 - 101, a 101 pedig egy haromjegyt primszam,
ezért S-nek van haromjegyi primosztéja (a 101 biztosan ilyen).

3. Legfeljebb hény kereszt alaku tartomany (egy négyzetbdl és négy vele oldalszomszédos

négyzetbél allo alakzat) helyezhet6 el egy 8 x 8-as sakktablan atfedés nélkiil? (A kereszt
alaku tartomédnyok nem léghatnak le a tablardl, és kovetniiik kell a racsvonalakat.)

Nyolc kereszt kis probalkozéassal elhelyezhetd, példaul:

A keresztek kozepe a belsé hatszor hatos négyzetbe esik. Ha lehetne kilenc kereszt is a
tablan, akkor a belso hatszor hatos valamelyik haromszor harmas negyedébe legalabb harom
kozéppont esne.

Ez viszont egyszeriien ellendrizhetd, hogy nem lehetséges, nem fér el. Ha egy kozéppont a
hédromszor harmas kozepébe esik, akkor abban a negyedben méar nem lehet mésik kereszt
kozéppontja, ha pedig egy sarokba vagy egy él kozéppontra, akkor csak az abrakon A-val és
B-vel jelolt mezok johetnek széba masik kereszt kozéppontjaként, de mindig csak az egyik.
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4.

Robot Robi a kovetkez6 szamolast végzi: ha megadunk neki egy pozitiv egész szamot, 6
elosztja maradékosan 43-mal, majd osszeadja a kapott maradékot és hanyadost, és leirja az
igy kapott szamot. Egy napon Robinak sorra az 1, 2, 3, ..., 2019 szamokat adtak meg, és 6
mindegyikkel elvégezte a fenti szamoldst. A Robi altal leirt 2019 darab szam kozott hany
darab 7-tel oszthat6 van?

Els6 megoldas. Legyen az N szam esetén a kapott hanyados h, a maradék m. Ekkor
N=43-h+m=42-h+ (h+m).

Mivel 42 - h biztosan 7-tel oszthatd, ezért (h + m) akkor és csak akkor oszthaté 7-tel, ha N
is oszthatd 7-tel. Tehat Robot Robi éppen annyi 7-tel oszthatd szamot irt le, ahany az 1,
2, 3, ..., 2019 szamok kozott volt. Mivel 2019 = 288 - 7 4 3, ezért 288 darab 7-tel oszthato
szamot irt le Robi.

Masodik megoldas. Mivel 2019 = 46 - 43 + 41, ezért a hanyadosok 0-t6l 46-ig, a maradékok
0-t6l 42-ig terjedhetnek. Kozilik csak két eset nem fordul el6: amikor mindkett6 0, illetve
amikor a hanyados 46 és a maradék 42. Mivel 7-tel oszthatd osszeget akarunk, a hdnyados 7-
tel vett osztasi maradéka egyértelmiien meghatarozza a maradék lehetséges 7-es maradékait.
Ez alapjan osszegytijthetjiik a megfelel6 lehetdségeket.

7-es maradék Hanyadosok Maradékok Lehet6ségek
0+0 0,7, 14, 21, 28, 35, 42 | 0, 7, 14, 21, 28, 35, 42 7-7=149
1+6 1, 8, 15, 22, 29, 36, 43 6, 13, 20, 27, 34, 41 7-6=42
2+5 2,9, 16, 23, 30, 37, 44 5, 12, 19, 26, 33, 40 7-6=42
3+4 3, 10, 17, 24, 29, 38, 45 | 4, 11, 18, 25, 32, 39 7-6=42
443 4, 11, 18, 25, 32, 39, 46 | 3, 10, 17, 24, 29, 38 7-6=142
S+2 5,12, 19, 26, 33, 40 2,9, 16, 23, 30, 37 6-6=36
6+1 6, 13, 20, 27, 34, 41 1, 8, 15, 22, 29, 36 6-6=36

A fentiek kozott szerepel a (0,0) pér is, ezt ki kell venni. Igy a Robi altal lefrt 7-tel oszthaté
szamok szama Osszesen 49 + 42 + 42 + 42 4+ 42 + 36 + 36 — 1 = 288. o

Az egyenloszari ABC' haromszogbe beirtunk egy DEF haromszoget ugy, hogy D az AB
oldalon, F az AC oldalon és F' a BC oldalon van. Tudjuk, hogy AD = AE, BD = BF és
DFCE egy deltoid. Bizonyitsd be, hogy a DEF haromszog egyenlészari! (Sem a DFCE
deltoidndl, sem az ABC' haromszognél nem adtuk meg, hogy melyek az egyenl6 oldalak.)

Els6 megoldas. Két esetre bontjuk a feladat megoldasat aszerint, hogy a DFCE deltoid
melyik atléja a deltoid tiikkortengelye.

a) A deltoid C'D atléja a deltoid szimmetriatengelye. Ekkor ED = FD, tehdt DEF
egyenlOszar.
b) A deltoid EF atldja a deltoid szimmetriatengelye.

i. Az ABC héromszogben AC' az alap. (Ha BC' az alap, az pont ugyanigy megy.)
Tudjuk, hogy BD = BF és BA = BC'. Tehat a parhuzamos szel6k tétele alapjan
DF parhuzamos AC-vel. Ebbél azt kaptuk, hogy DFCFE egy olyan deltoid, aminek
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az egyik szemkozti oldalpéarja parhuzamos. Mivel egy deltoid tengelyesen szimmet-
rikus, igy a masik szemkozti oldalpar is parhuzamos. Tehat DFCFE nem csak egy
deltoid hanem egy paralelogramma is. Viszont minden négyszog, ami egy egyszer-
re deltoid is és paralelogramma is egy rombusz, hiszen barmely két oldala egyenld
hosszuisagu.

Ha pedig DFCE rombusz, akkor mar a szogek ismerete nélkiil is visszakaptuk az
el6z6 esetet (ED = F'D).

ii. Végiill ha az ABC haromszogben AB az alap, akkor @« = DAE< = FBD<
jelolésekkel és az AD = AE, BD = BF feltételeket haszndlva DEA< = 90° — § =
DFB<. Ebbol DEC< = 90° + § = DFC<. De mivel EF szimmetriatengely
DFCE-ben, ezért innen DEF< = DF E< is kovetkezik. Ez pedig azt jelenti, hogy
DEF egyenl6szar.

Maésodik megoldas. 1. eset: ha a DFCFE deltoid szimmetriatengelye szimmetriatengelye a
DC' 4tlo, akkor ED = F D, tehat DEF egyenld szart.

2. eset: ha a DFCFE deltoid szimmetriatengelye az FE atl6, legyen az ADE haromszog E D
alapjan 1évo két egyforma szog x, a BDF haromszog DF alapjan 1év6 két egyforma szog y.
Ekkor az ABC haromszogben az A csicsnél 1évo szog nagysaga 180° — 2z, a B cstcsnal 1évo
szOg nagysaga 180° — 2y. A deltoid feltételezett szimmetridja miatt a deltoidban a D és a C
csucsnal egyforma szog van, igy az ABC haromszogben a C' cstiicsndl 1év6 szog 180° — x — .
Ebbdl a harom szoghbdl ketté egyforma (mert ABC' egyenlé szaru): mindharom esetben azt
kapjuk, hogy =z = y.

Mivel a deltoidban E-nél 180° — z, F-nél 180° — y a sz0g nagysaga, igy ez a két szog is
egyforma. A deltoidban igy barmely két szemkozti szog egyforma, azaz paralelogramma
is. Viszont azok a négyszogek, melyek deltoidok és paralelogrammak, azok rombuszok is
(két-két szemkozti és két-két szomszédos oldala is egyforma, vagyis mind a négy oldalal
egyforma), azaz megint szimmetriatengely a DC' 4tl6, igy készen vagyunk.
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8. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Egy tiztagu barati tarsasig egy furcsa étterembe ment ebédelni. Egy kerekasztal koré tilte-
tik le, a székek 1-t0l 10-ig szamozottak. Az ebéd végén mindenkinek annyiszor 1000 forintot
kell fizetni, amennyi a két szomszédja sorszdmanak kiilonbsége (a kiilonbség képzésekor a
kisebb szamot vonjuk ki a nagyobbdl). A székeket a pincér rendezheti el a tarsasag érkezése
el6tt. Mit tegyen a lehet6 legnagyobb szamla elérése érdekében?

Jeloljiik valamilyen kortiljaras szerint a székek sorszamat bettiikkel: a,b, ¢, d, e, f, g, h,i, ], és
kossiik 6ssze azokat, amelyek kiilonbsége szerepel a végosszegben. Szamoljunk az egyszeriiség
kedvéért a kiillonbségek Osszegével, elég az eredményt a legvégén megszorozni 1000-rel.

Lathatd, hogy az {a,i, g,e,c}, illetve a {b, j, h, f,d} ,kordkben” egyméstdl fiiggetlentil va-
rialhato a székek sorrendje. Tehat a pincér feladata tigyesen két 6t0s csoportra osztani a tiz
széket, majd a két 6tos korben megtalalni a legjobb elrendezést.

Mivel minden sorszam két kiilonbségben szerepel, ezért a kovetkezok teljesiilnek:
o A végosszeg felfoghatd egy husztagu Osszegként,
e amelyben tiz tag pozitiv, tiz tag pedig negativ eldjelii
e ¢és a tagok abszolutértékei az 1,1,2,2,...,10,10 szamok.

Az alabbi elrendezésben 48 az Osszeg.

(10-1)+09-1)+09-5+(B-2)+(10—-2)+
+(7-3)+(7T-6)+(6-4)+8—-4)+(8-3) =
=(0+8+4+3+8)+(4+1+2+4+5)=232+16=48
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Megmutatjuk, hogy ez az elérhet6 legnagyobb végosszeg. Rendezziik at a tagokat elGjel
szerint csoportositva, és ezen beliil abszolutértékiik szerint csékkenden rendezve:

48=104+104+9+9+8+8+7+7+6+(>—-6)—5—-4—-4—-3-3-2-2-1-1

Mivel pontosan a tagok fele lesz negativ elojelii, egyetlen nagyobb végosszeg lenne
elképzelheto, ahol a kozépen 1év6 zardjelben 5 — 6 helyett —5 + 6 szerepel. Ekkor ugyan-
is a husz szdam koziil pont a tiz legnagyobb abszolutértékii kapna pozitiv eldjelet. De ez
nem lehetséges, mert egy 6tos ,.korben” ot pozitiv és 0t negativ eldjelii tag keletkezik, és
a 10,9,8,7,6 szamok koziil valamelyik harom egy otosbe keriil, ott pedig nem tud mind a
héarom kétszer pozitiv eléjellel szerepelni. Tehéat a fenti abran lathaté elrendezés vezet a
legnagyobb szamlahoz, ami 48000 forint. o

2. Nevezzik egy haromszog valamely oldaldt kurtdnak, ha révidebb a hozza tartozé ma-
gassagnal. Legfeljebb hany kurta oldala lehet egy haromszognek?

Egy kurta oldal nyilvdn lehetséges (egy hdaromszogben tetszélegesen meg lehet valasztani
egy oldalt és a hozza tartozd magassagot). Megmutatjuk, hogy egynél tobb kurta oldal nem
lehetséges. Jelolje a hdromszog oldalait a, b és ¢, a hozzajuk tartozé magassdgokat mg,, my
és m.. Az altalanossag rovasa nélkiil feltehetd, hogy a < b < c.

Vegyiik észre, hogy egyik magassidg sem lehet hosszabb, mint az a két oldal, amely nem
tartozik hozza (tehat pl. m, < b és m, < c), hiszen egy pont és egy egyenes kozott a
legrovidebb tavolsagot a merdleges szakasz hatarozza meg. Ezek alapjan m. < b < ¢, azaz
c nem lehet kurta, és m;, < a < b, igy b sem lehet kurta. Ezzel az allitasunkat belattuk. o

3. Egy sorozat barmely négy (ebben a sorrendben) egymaést kévet6 a, b, ¢ és d tagjéra teljestil,
hogy a-d =0b-c. A sorozat elso tagja 112, negyedik tagja 192, hetedik tagja 378. Mennyi
lehet a sorozat 12. tagja? (A sorozatnak lehetnek nem egész tagjai is!)

Elsé megoldas. A sorozatban nem szerepelhet a 0. Ugyanis az els6 és a negyedik tagja
nem nulla, igy a mdsodik és a harmadik sem az (a szorzatuk nem nulla). Ha viszont két
egymaést mellett 16v6 tag nem nulla, akkor az elSttiik és a mogottiik 1évé tag sem nulla (mert
a szorzatuk nem nulla), igy tehdt a sorozat egyik tagja sem nulla. Ezutdn keresztbe osztva

azt kapjuk, hogy
a b

c d
Ebbdl azonnal kévetkezik, hogy barmely két, egymaést kettovel koveto tagnak ugyanakkora
az aranya. Jelolje ezt az aranyt ¢q. Mivel ismerjiik az elso és a hetedik tagot, az eddigiek

alapjan azt kapjuk, hogy
378 3

[T
Innen kis szémoldssal ¢ = 3. Mivel a 12. tag a 4. tag ¢*-szerese, igy a feladat kérdésére a
valasz: 972.

Masodik megoldas. A sorozat méasodik tagja nem lehet nulla, mert a mésodik és a harmadik
tag szorzata nem nulla. Dolgozzunk a szamok primtényezos felbontasaval, és fejezziik ki a
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hidanyzo tagokat a masodik taggal, as = x-szel.

1 1 1 1
ay =24T,ay = x,a3 = =237, a4 = 2°-3, a5 = —-2'%-3%.7, a6 = —-2'2.3% 4y = —-22.3%.7
x x x x
Az el6z8 felsorolds utolsé tagjanak ismerjiik értékét: a; =2-32-7 = & -222.3%. 7. Innen
2 = 221 vagyis © = 27 adédik. Most mér egyértelmfien felirhaté az Osszes tag, és ajp-re
22 . 3% = 972 jon ki.

Megjegyzés: A befejezés szamolasa egyszertisitheté azzal, ha a 2, 3 és 7 kitevgjét irjuk csak
fel.

(4,0,1) = (7,0,0) — (3,1, 1) ,

— (6,1,0) — (2,2,1) — (5,2,0) —
—(1,3,1) — (4,3,0) — (0,4,1) — (3,4,0

,0) = (—1,5,1) = (2,5,0)

Az utolsé el6tti harmasban a —1 kitevéhoz az % hatvany érték tartozik, igy a;; nem egész.

o

4. A 8.c osztalyba 29 gyerek jar. Azt tudjuk, hogy mindegyik gyerek 14 vagy 15 éves.
Az osztalyfonok meg akarja tudni, hogy hany éves az egyik gyerek, de a gyerekek csak
ugy hajlanddék vélaszolni, ha a tanar ramutat 11 gyerekre és akkor elaruljak a 11 gyerek
életkoranak osszegét. Mennyi a legkevesebb kérdés, amibol a tanar biztosan ki tudja taldlni,
hogy hény éves a kérdéses személy?

Tegytik fel, hogy Sari életkorat keressiik, amit jeloljiink s-sel. A tobbi didk életkora legyen
ai, az, ..., a28.

Egy kérdés nem lehet elég. Ugyanis ha Sari nem szerepel a kivalasztott 11 didk kozott, akkor
nem tudunk semmit réla, ha pedig igen, akkor legyen mondjuk Jilia is benne az 0sszegben,
és akkor nem tudjuk megkiilonboztetni a Sari 14, Julia 15 éves esetet a Sari 15, Julia 14
éves esettol. Két kérdés sem elég. Ha Sari egyikben sem szerepel, akkor semmit nem tudunk
rola. Ha Sari mindketto kérdésben szerepel, akkor mindkét kérdésben lesz egy parja, aki a
mésik kérdésben nincs benne (kiilonben a két kérdés azonos lenne, ami az el6z8 eset). Ha
eredetileg Sari 14, és a két parja 15, illetve Sari 15 és a két parja 14, akkor ugyanazt a vélaszt
kapja a tanar, tehat nem lehet a két eset kozott kiilonbséget tenni. Ha Sari csak az egyik
kérdésben szerepel, akkor két eset lehetséges: ha van olyan didk Sarin kiviil, aki csak ebben
a kérdésben szerepel, akkor nem lehet megkiilonboztetni azt a két esetet, ha Séari 14 és ez a
didk 15, vagy Sari 15 és ez a didk 14 éves. Ha nem ez a helyzet, akkor a maradék tiz didk
mind a két kérdésben szerepel (legyen koztiik egy Lili), és van még egy didk, Réza, aki csak
a masik kérdésben szerepel. Ekkor a Sara, 14 Roza, 14 és Lili 15, illetve a Sara 15, Réza 14
és Lili 14 éves eseteket nem lehet megkiilonboztetni egymastol.

Harom kérdés viszont mar elegendo:
Kl:s—|—(a1+...+a5)—|—(a6—|—...—|—a10)
Ky:s+ (a1 +...4a5)+ (a1 + ...+ as)
K3:s+(ag+ ...+ ap)+ (a1 + ...+ as)

Ha a harom kérdésre kapott vélaszt dsszeadjuk, ismerni fogjuk 3s+2- (a3 +az + ... + ass)

értékét. Ennek az Osszegnek a paritasa egyenld s paritasaval. Ha tehat az Osszeg paros,
akkor Sari 14, egyébként pedig 15 éves.
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,—m Megyei fordulé

1. Anna osszeadta 1-t0l 17-ig a pozitiv egész szamokat. Bella 0sszeadta 7-t6l 23-ig a pozitiv
egész szamokat. Mennyivel nagyobb Bella 0sszege, mint Anna Gsszege?

2. Juss el a 777-r0l a 666-ra gy, hogy minden 1épésben az éppen aktudlis szambodl kivonod a
szamban szerepld egyik jegyet.
(Példdul a 183-as szamrol a 183 — 1 = 182-re, a 183 —8 = 175-re és a 183 — 3 = 180-ra lehet

egy lépésben eljutni.) o

3. Harom fiti orokol egy 20 méter oldali négyzet alaku telket, melynek egyik sarkdaban egy
fahdz (F) &ll, amelynek alapja egy 5 méter oldalhosszisagu négyzet. A telek tobbi részén
szantofold van. A fiuk fel akarjak osztani a szantéfoldet gy, hogy mindegyikiik egy-egy
ugyanakkora tertiletli és ugyanolyan alaku Osszefiiggo részt kapjon. Mutass példat egy ilyen
felosztésra.

5m

5m| F

20m

20m
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4. Egy egyszintes lakasrol a kovetkezoket tudjuk.
— A lakés és a szobak alaprajza téglalap alaka.
— Béarmely két szoba kozott legfeljebb egy ajtéd van.
— Barmely szobabdl legfeljebb egy ajté nyilik a lakason kiviilre.
— A lakédsban 6sszesen 12 ajto van.

(Az dbra egy 3-szobds 4-ajtds lakdsra mutat példat.)

i b

Legkevesebb hany szoba lehet a lakdsban? Rajzolj példat és indokold, hogy miért nem elég
kevesebb szoba. o

5. Egy négycsapatos focibajnoksadgban mindenki mindenkivel pontosan egyszer jatszott.
Gyézelemért 3, dontetlenért 1, vereségért pedig O pont jart. A bajnoksig végén
megkérdeztiink harom csapatot, hogy hany pontot értek el. A valaszok a kovetkezdk voltak:
1,3és 7.

Hany pontot szerezhetett a negyedik csapat? °




Feladatok

XLIX. verseny 2019-2020.

r—m Megyei fordulo

1. Juss el a 888-rél a 777-re ugy, hogy minden 1épésben az éppen aktudlis szambdl kivonod a
szamban szereplo egyik jegyet.
(Példaul a 183-as szamrdl a 183 — 1 = 182-re, a 183 —8 = 175-re és a 183 — 3 = 180-ra lehet

egy lépésben eljutni.) °

2. Hat fiu 6rokol egy 25 méter oldali négyzet alaki telket, melynek egyik sarkdaban egy fahaz
(F) all, amelynek alapja egy 5 méter oldalhosszisagi négyzet. A telek tobbi részén szant6fold
van.

A fiuk fel akarjak osztani a szantéfoldet tgy, hogy mindegyikiik egy-egy ugyanakkora tertilett
és ugyanolyan alaku, osszefiiggd részt kapjon, de furfangos édesapjuk kikototte, hogy a részek
nem lehetnek téglalap alakuak.

Mutass példat egy ilyen felosztasra. o

5m

5m| F

25m

25m

3. Egy pozitiv egész szamot 6-almasnak neveziink, ha csupa kiillonb6z6 szamjegybdl all, minden
szamjegye legalabb 6, és a szam oszthatd 6-tal. Hany 6-almas szam van? o

4. Egy négycsapatos focibajnoksagban mindenki mindenkivel pontosan egyszer jatszott.
Gyozelemért 3, dontetlenért 1, vereségért pedig 0 pont jart. A bajnoksag végén
megkérdeztiink harom csapatot, hogy hany pontot értek el. A valaszok a kovetkezok voltak:
1,3¢és 7.

Héany pontot szerezhetett a negyedik csapat? o

5. Egy 4 x4-es tablazat sorait és oszlopait is megszamoztuk 1-t0l 4-ig. Ezutan pottyoket tettiink
néhany mezébe (egy mezobe akér tobbet is) gy, hogy minden sorban és minden oszlopban
Osszesen pontosan annyi potty legyen, mint amennyi az adott sor, illetve oszlop sorszama.
Hany mez6 maradhatott tiresen? Adj példat minden lehetséges értékre, és indokold meg,
hogy mas érték miért nem lehetséges.

12314

=~ DN
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r—m Megyei fordulo

1. Héphaisztosz, Diontiiszosz és Poszeidon osszevesztek azon, hogy harmuk koziil ki a legszebb,
és ki a legokosabb. Az allaspontok a kovetkezok voltak:

e Héphaisztosz: Poszeidon a legszebb. En vagyok a legokosabb.
e Dioniiszosz: Héphaisztosz a legszebb. En vagyok a legokosabb.
e Poszeidén: En vagyok a legszebb. Dioniiszosz a legokosabb.
Ki a legokosabb, és ki a legszebb val6éjaban, ha tudjuk, hogy a legokosabb mindkét kérdésben

az igazsagnak megfeleléen nyilatkozott, mig a legszebbnek mindkét allitasa téves volt? o

2. Hany olyan 2020-nél kisebb pozitiv egész szam van, amelyben a szamjegyek szorzata 207 o

3. Az ABC'D paralelogramma AB oldalanak belsejében levoé E pontra teljesiil, hogy AD = DFE,
DC = EC és EB = BC. Hatarozd meg a paralelogramma szogeit.

4. Egy 4x4-es tablazat sorait és oszlopait is megszamoztuk 1-t0l 4-ig. Ezutan pottyoket tettiink
néhany mezébe (egy mezébe akér tobbet is) gy, hogy minden sorban és minden oszlopban
Osszesen pontosan annyi potty legyen, mint amennyi az adott sor, illetve oszlop sorszama.
Hany mez6 maradhatott tiresen? Adj példat minden lehetséges értékre, és indokold meg,
hogy més érték miért nem lehetséges.
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5. Egy pozitiv egész szamot wvdltakozo osztosorozatinak neveziink, ha névekvd sorrendbe irva
az Osszes osztéjat, felvaltva kovetkeznek a paros és paratlan szamok. (Példaul a 42 véltakozo
osztosorozat, hiszen az oszt6i névekvo sorrendben: 1,2,3,6,7,14,21,42.)

a) Adj meg egy valtakozd osztésorozatu szamot, amelynek legaldbb 12 kiilénboz6 osztdja
van.

b) Van-e 1-nél nagyobb véltakozd osztdésorozati négyzetszam? °
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r—w Megyei fordulé

1. Hény olyan 2020-nal kisebb pozitiv egész szam van, amelyben a szamjegyek szorzata 207 o

2. Egy egyszintes lakasrol a kovetkezoket tudjuk.
— A lakés és a szobak alaprajza téglalap alaku.
— Barmely két szoba kozott legfeljebb egy ajto van.
— Barmely szobabdl legfeljebb egy ajté nyilik a lakason kiviilre.
— A lakédsban 6sszesen 15 ajto van.

(Az abra egy 3-szobds 4-ajtds lakdsra mutat példat.)

]

Legkevesebb hany szoba lehet a lakasban? Rajzolj példat és indokold, hogy miért nem elég
kevesebb szoba. o

3. Bergengdcia zédszlaja (ldsd az abréat) 11 egyenld vastag vizszintes savot tartalmaz, melyek
felvaltva sziirkék és fehérek, sziirkével kezdve. A zaszld bal felsé sarkdban egy 6t sav ma-
gas, fekete szini, téglalap alaki mezdében egy fehér kereszt talalhatd. A kereszt szarainak
vastagsaga megegyezik a savok vastagsagaval.

Tudjuk, hogy a zaszlé sziirke teriileteinek 6sszege pontosan az Otszorose a fekete teriiletek
Osszegének. A z4szl6 175 cm hosszi és 55 cm széles. Hany cm? a zdszlé fehér teriileteinek

Osszege?
©

4. Egy pozitiv egész szamot wvdltakozo osztosorozatinak neveziink, ha novekvo sorrendbe irva
az Osszes osztéjat, felvaltva kovetkeznek a paros és paratlan szamok. (Példaul a 42 véltakozo
osztdsorozati, hiszen az osztéi novekvo sorrendben: 1,2,3,6,7,14,21,42.)

a) Adj meg egy véltakozd osztésorozati szamot, amelynek legaldbb 12 kiilénboz6 osztdja
van.

b) Van-e 1-nél nagyobb véltakozd osztdsorozati négyzetszam? o

5. Az egyenl6 szaru ABC haromszog C-nél 1év6 szoge 100°. Az A-bol hizott szogfelezd a BC
oldalt a D pontban metszi. Bizonyitsd be, hogy AD + DC = AB.
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r—m Orszagos donto

1. Zoltannak harom lanya van: Anni, Bogi és Cili. Zoltan most éppen annyi id0s, mint a
harom lanya életkora Gsszeadva. 11 év mulva mér csak Anni és Bogi (akkori) életkorat kell
osszeadni, hogy megkapjuk Zoltan életkorat. 13 év milva Anni és Cili életkorat Gsszeadva
lehet majd megkapni Zoltan életkorat; 16 év milva pedig Bogi és Cili életkorat osszeadva.
Hény éves most Zoltan? o

2. Egy keresztez6désben forgalomfelmérést tartottak. A vizsgalt idoszakban pontosan 100 auté
haladt at a keresztezddésen, ezek koziil 10 balra és 27 jobbra kanyarodott, a tobbi egyenesen
ment at. A keresztezddés minden kifelé, illetve befele meno savjaban egy-egy miiszer mérte
az elhaladé autok szamét. Sajnos a nyolc miszerbdl csak négy miikodott, az ezek altal
észlelt autok szamat az abra mutatja. Hatdrozd meg a négy hianyzo értéket.
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3. A labdafalvi focicsapatnak 11 tagja van, és 1-t6l 11-ig szdmozott mezeket haszndlnak. A
polén és a nadragon is szerepel a mezszam. A mai edzés el6tt azonban a szertaros Ossze-
keverte a nadragokat, igy minden jatékosnak mas szam van a nadragjan, mint a poléjan.
Minden jatékos Osszeadta a pdlojan és a nadragjan szerepl6 szamot.

a) Lehetséges-e, hogy mind a 11 jatékos paratlan szdmot kapott Osszegként?
b) Lehetséges-e, hogy senki nem kapott 3-mal oszthaté szamot Gsszegként? o

4. Anna mindegyik haromjegyli pozitiv egész szam esetén kiszdamolta a szamjegyek szorzatat,
és az igy kapott 900 darab eredményt leirta egymas utan egy sorba.
Hanyszor fordul eld, hogy két szomszédos eredmény kozott 36 a kiilonbség? o

5. Egy 3 cm élhosszisdgu tomor kockat szeretnénk olyan téglatestekbdl felépiteni, amelyek-
nek minden élhosszisaga cm-ben mérve egész szam. Ezt Ggy szeretnénk megtenni, hogy a
téglatestek kozott semelyik ketté ne legyen egyforma alaki.

Fel tudjuk-e a kockét épiteni
a) 6 db
b) 7 db téglatestbdl, ezen szabalyok betartasaval? o
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r—m Orszagos donto

1. Egy keresztezodésben forgalomfelmérést tartottak. A vizsgalt idészakban pontosan 100 auto
haladt 4t a keresztezddésen, ezek kozil 10 balra és 27 jobbra kanyarodott, a tobbi egyenesen
ment at. A keresztez6dés minden kifelé, illetve befele meno savjaban egy-egy miszer mérte
az elhaladd auték szamat. Sajnos a nyolc miszerbdl csak négy miikodott, az ezek altal
észlelt autok szamat a bal oldali d4bra mutatja. Hatarozd meg a négy hidnyzé értéket.
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2. A Szézmez6s Pagony az abra szerint (jobbra fent) fel van osztva 10x 10 mezére. A délnyugati
sarokmezében lakik egy vardzsmand, a tobbi 99 mezoben egy-egy kincs van, melyek koziil
a mano szeretne minél tobbet Osszegyiijteni. Délelottonként nyugatrdl fij a szél, ilyenkor
léghajéjaval 2 vagy 5 mezovel keletebbre tud leszallni. Délutdanonként déli iranybdl fij a
sz¢l, ha ilyenkor szall fel, akkor léghajéjaval 3 vagy 4 mezovel északabbra tud eljutni. Nem
kell mindkét napszakban felszéllnia. (Az dbrén bejeldltiik azt a nyolc mez6t, ahova egy nap
alatt el tud jutni). A vardzsmand léghajéval nyugati vagy déli iranyba nem tud utazni, de ha
néhany napnyi utazds utan csettint egyet, akkor egybdl visszakeriil (a léghajdjaval egyiitt)
a bal alsé mezobe.

Legfeljebb hany kincset tud a mano igy Osszegytijteni? o

3. Az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 szamok kozil kivalasztottunk hetet, és beirtuk oket egy-egy
karikdba. Minden beirt szdmra igaz, hogy a két szomszédos karikdba irt szdm szorzatat
maradék nélkiil eloszthatjuk vele. Hanyféleképpen tolthettiik ki az dbrat?
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4. Egy éranak hiarom mutatdja van (kis-, nagy- és masodpercmutaté), amelyek folyamatosan
jarnak. Az oraban 1évo elem kezd lemertilni, ezért az ora lelassul, ha valamelyik mutatéja
emelkedik. Ha csak egy mutato emelkedik, akkor az éra az eredeti sebességének felével jar,
ha két mutatd emelkedik, akkor az eredeti sebesség negyedével jar, ha pedig mindharom
mutaté emelkedik, akkor az eredeti sebesség nyolcadaval jar az dra. (Egy mutaté akkor
emelkedik, ha a hatost mér elhagyta, de a tizenkettest még nem érte el.)

Kezdetben mindharom mutato legfeliil, a tizenkettesen &all. Legkorabban héany éra mulva all
el6 djra ugyanez a helyzet? o

5. Egy 3 cm élhosszusagu tomor kockat szeretnénk olyan téglatestekre felbontani, amelyeknek
minden élhosszusdga egész. Ezt ugy szeretnénk megtenni, hogy a téglatestek kozott semelyik
kettd ne legyen egyforma alak.

Legfeljebb hany téglatestre tudjuk felbontani a kockat ezen szabélyok betartasaval? o
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r—m Orszagos donto

1. A Szdzmez6s Pagony az dbra szerint (balra lent) fel van osztva 10 x 10 mezére. A délnyugati
sarokmezoben lakik egy vardzsmand, a tobbi 99 mezoben egy-egy kincs van, melyek koziil
a mand szeretne minél tobbet Gsszegytijteni. Délel6ttonként nyugatrol fij a szél, ilyenkor
léghajéjaval 2 vagy 5 mezdvel keletebbre tud leszallni. Délutdanonként déli iranybdl fij a
szél, ha ilyenkor szall fel, akkor léghajdéjaval 3 vagy 4 mezovel északabbra tud eljutni. Nem
kell mindkét napszakban felszallnia. (Az dbran bejeloltiik azt a nyolc mez6t, ahova egy nap
alatt el tud jutni). A vardzsmand léghajéval nyugati vagy déli iranyba nem tud utazni, de ha
néhany napnyi utazas utan csettint egyet, akkor egybdl visszakeriil (a léghajéjaval egyiitt)
a bal alsé mezobe.

Legfeljebb hany kincset tud a mané igy osszegytjteni?
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2. Egy haromszog egy magassagvonalat nagyrandtinek nevezziik, ha legalabb 10 cm hosszu.
Mi egy olyan haromszog teriiletének legkisebb lehetséges értéke, amelynek két nagyranott
magassagvonala is van?

3. Egy o6rdnak hdrom mutatéja van (kis-, nagy- és masodpercmutatd), amelyek folyamatosan
jarnak. Az oraban 1évo elem kezd lemeriilni, ezért az ora lelassul, ha valamelyik mutatéja
emelkedik. Ha csak egy mutaté emelkedik, akkor az éra az eredeti sebességének felével jar,
ha két mutatd emelkedik, akkor az eredeti sebesség negyedével jar, ha pedig mindharom
mutaté emelkedik, akkor az eredeti sebesség nyolcaddval jar az 6ra. (Egy mutaté akkor
emelkedik, ha a hatost mér elhagyta, de a tizenkettest még nem érte el.)

Kezdetben mindharom mutato legfeliil, a tizenkettesen all. Legkordbban hany éra mulva all
el6 djra ugyanez a helyzet? o
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4. Ot kiilonboz6 pozitiv egész szamot ordogi otosnek neveziink, ha igaz rajuk a kovetkezo
tulajdonsdg: akarhogyan is valasztunk ki az 6t szam koziil kettot, ezek szorzata mindig
osztéja a maradék hdarom szam szorzatanak. Adj meg egy 6rdogi 6tost gy, hogy abban a
legnagyobb szam a lehetd legkisebb legyen!

Megoldasként elegendd egy jo 6rdogi 6tost megadnod, nem kell szovegesen indokolnod, hogy
tényleg 6rdogi 6tost alkotnak. Azonban javasoljuk, hogy magadnak alaposan ellenérizd az
oszthatosagi feltétel teljesiilését, mert csak valodi 6rdogi otosre kaphatsz pontokat.

Minél kisebb az 6rdogi 6tos legnagyobb szama, annal tobb pontot érhet a megoldésod. Nincs
sziikség annak indoklasara, hogy a legnagyobb szam értéke tovabb mar nem csokkentheto.

©

5. A fonok munkdja soran négy dossziét hasznal, melyeket A, B, C és D jelol. A fénoknek van
egy irdasztala, melynek egy fiékja van. A nap kezdetén a dossziék koziil néhany a fikban,
néhany pedig az asztalon van egymdson. (Az fréasztalon és a fickban a négy dosszién kiviil
nincs semmi.) A dossziékat csak a fénok titkdrndje mozgathatja. Amikor a f6nék kimondja
valamelyik dosszié nevét, akkor a titkarné a kovetkezot teszi azzal a dossziéval:

e ha a dosszié nem legfeliil van az irdasztalon vagy a fiokban van, akkor ezt a dossziét az
irdasztalon legfeliilre helyezi,

e ha pedig a dosszié az irdasztalon legfeliil van, akkor beteszi a dossziét a fidkba.

A fonok azt szereti, ha a nap végén mindegyik dosszié a fiokban van. Ehhez szeretne egy
olyan betilisorozatot kitalalni, melyet végigmondva az Gsszes dosszié a fiokba kertil, fligget-
leniil attol, hogy kezdetben hogy voltak elrendezve a dossziék. Létezik-e ilyen betiisorozat?

©
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r—m Orszagos donto

1. Az abran lathaté médon harom egyforma szabalyos hatszoget rajzoltunk egy téglalapba.
Mekkora egy hatszog teriilete, ha a téglalap teriilete 80 cm??

©

2. A sakktabla Gsszes mez0jét szeretnénk egy bastyaval bejarni, minél kevesebb lépéssel. Ehhez
kezdetben a bastyaval egy altalunk valasztott mezoére, majd minden lépésben egy olyan
mezore 1éphetiink, amely az el6z6 mezovel megegyezo sorban vagy oszlopban van. Héany
1épés kell az Gsszes mezd bejarasahoz? Egy mezot bejartnak tekintiink, ha arra a bastyaval
raléptiink vagy egy 1épés soran felette athaladtunk. o

3. Ot killonbozd pozitiv egész szémot orddgi 6tosnek neveziink, ha igaz réjuk a kovetkezd
tulajdonsdg: akarhogyan is valasztunk ki az 6t szam koziil kettot, ezek szorzata mindig
osztéja a maradék hdarom szam szorzatanak. Adj meg egy 6rdogi 6tost gy, hogy abban a
legnagyobb szam a leheté legkisebb legyen!

Megoldasként elegendd egy jo 6rdogi 6tost megadnod, nem kell szovegesen indokolnod, hogy
tényleg 6rdogi otost alkotnak. Azonban javasoljuk, hogy magadnak alaposan ellendrizd az
oszthatosagi feltétel teljesiilését, mert csak valodi 6rdogi otosre kaphatsz pontokat.

Minél kisebb az 6rdogi 6tos legnagyobb szama, annal tobb pontot érhet a megoldésod. Nincs
sziikség annak indoklasara, hogy a legnagyobb szam értéke tovabb mar nem csokkentheto.

©

4. Egy haromszog egy magassagvonalat nagyranotinek nevezzik, ha legalabb 10 cm hosszu.
Mi egy olyan haromszog teriiletének legkisebb lehetséges értéke, amelynek mindharom ma-
gassagvonala nagyranott? o

5. A fénok munkdja soran négy dossziét hasznal, melyeket A, B, C és D jelol. A fénoknek van
egy irdasztala, melynek egy fidkja van. A nap kezdetén a dossziék koziil néhany a fidkban,
néhany pedig az asztalon van egymason. (Az fréasztalon és a fickban a négy dosszién kiviil
nincs semmi.) A dossziékat csak a fénok titkdrndje mozgathatja. Amikor a f6nék kimondja
valamelyik dosszié nevét, akkor a titkarné a kovetkezot teszi azzal a dossziéval:

e ha a dosszié nem legfeliil van az irdasztalon vagy a fiokban van, akkor ezt a dossziét az
irdasztalon legfeliilre helyezi,

e ha pedig a dosszié az iréasztalon legfeliil van, akkor beteszi a dossziét a fiokba.

A f6nok azt szereti, ha a nap végén mindegyik dosszié a fickban van. Ehhez szeretne egy
olyan bettlisorozatot kitalalni, melyet végigmondva az Osszes dosszié a fiokba keriil, fligget-
leniil attol, hogy kezdetben hogy voltak elrendezve a dossziék. Létezik-e ilyen betiisorozat?
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Megoldasok
—EE==n

1. Anna 0Osszeadta 1-t6l 17-ig a pozitiv egész szamokat. Bella Osszeadta 7-t6l 23-ig a pozitiv
egész szamokat. Mennyivel nagyobb Bella 0sszege, mint Anna Gsszege?

Els6 megoldas. Anna és Bella is 17 darab szamot adott 6ssze. Bella 6sszeadasaban mind-
egyik szam 6-tal nagyobb, mint a megfelel6 szdm Anna Osszeaddsaban. Ezért Bella Gsszege
17 - 6 = 102-vel nagyobb Anna Gsszegénél.

Maésodik megoldas. 14+ 2+ ...+ 17 = 153 és 7T+ 8 + ... + 23 = 255, igy a kilonbség:
255 — 153 = 102.

2. Jussel a 777-16l a 666-ra gy, hogy minden lépésben az éppen aktudlis szambdl kivonod a

szamban szereplo egyik jegyet.
(Példdul a 183-as szamrdl a 183 — 1 = 182-re, a 183 — 8 = 175-re és a 183 — 3 = 180-ra
lehet egy lépésben eljutni.)

Egy lehetoség:
-7 —7 -7 -7 -3 -6 —6 —6 -6
77— 770 — ... — 700 — 693 — 690 — 684 — 678 — 672 — 666.

o

3. Hérom fiu orokol egy 20 méter oldalu négyzet alaku telket, melynek egyik sarkdban egy
fahaz all, amelynek alapja egy 5 méter oldalhosszisagi négyzet. A telek tobbi részén
szant6fold van. A fidk fel akarjak osztani a szantofoldet ugy, hogy mindegyikiik egy-egy
ugyanakkora teriiletii és ugyanolyan alaku 0sszefiiggo részt kapjon. Mutass példat egy ilyen

felosztasra.
5m
5m [Fahaz
20m
20m
5m
SmFahay
20m

20m
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4. Egy egyszintes lakasrdl a kovetkezoket tudjuk.
— A lakés és a szobak alaprajza téglalap alak.
— Barmely két szoba kozott legfeljebb egy ajté van.
— Barmely szobabdl legfeljebb egy ajto nyilik a lakdson kiviilre.
— A lakdsban 6sszesen 12 ajto van.
(Az dbra egy 3-szobds 4-ajtds lakdsra mutat példat).

i

Legkevesebb hany szoba lehet a lakdasban? Rajzolj példat és indokold, hogy miért nem elég
kevesebb szoba.

Ha a lakasban legfeljebb négy szoba lenne, akkor a lakason kiviilre legfeljebb 4 ajto vezetne,
a lakédson beliil pedig legfeljebb 4 - 3/2 = 6 ajté lehetne, ez Osszesen legfeljebb csak 10 ajto.

Ot szobédval megoldhato:

l l
b
I, I, I |

o

5. Egy négycsapatos focibajnoksagban mindenki mindenkivel pontosan egyszer jatszott.
Gyo6zelemért 3, dontetlenért 1, vereségért pedig 0 pont jart. A bajnoksag végén
megkérdeztiink harom csapatot, hogy hany pontot értek el. A valaszok a kévetkezok voltak:
1,3¢ésT7.

Hany pontot szerezhetett a negyedik csapat?

Els6 megoldas. Biztos, hogy a 7 pontos csapat kétszer nyert, egyszer dontetlent jatszott,
mig az 1 pontos csapat egyszer dontetlen jatszott és kétszer veszitett.
(Méshogyan nem lehet szerezni 7, illetve 1 pontot.)

A 3 pontos csapat kétféleképpen gytijthette Ossze pontjait:
(1) harom dontetlent jatszott,
(2) egyszer nyert és kétszer veszitett.

Az (1) esetben az 1 pontos és a 7 pontos csapat is a 3 pontossal jaszotta egyetlen dontetlenjét.
Kovetkezésképpen, a negyedik csapat legyozte az 1 pontosat és kikapott a 7 pontostdl, igy
osszesen 4 pontot gytjtott.




Megoldasok

XLIX. verseny 2019-2020.

A (2) esetben a 3 pontos csapat az 1 pontosat legyézte, mig a 7 pontostdl kikapott (hiszen
nem jatszott dontetlent). Igy a negyedik csapat ellen kellett a masik vereseégét elszenvednie.
Az 1 pontos és a 7 pontos csapat mérkozése kétféleképpen érhetett véget:

(2a) a 7 pontos csapat legy6zte az 1 pontosat,
(2b) dontetlen.

A (2a) esetben 7 pontos és az 1 pontos csapat is a negyedik csapat ellen jatszotta az egyetlen
dontetlenjét. Igy ekkor a negyedik csapat 5 pontot gytlijtott.

A (2b) esetben a negyedik csapat is legy6zte az 1 pontosat, és kikapott a 7 pontostdl. Ekkor
tehat a negyedik csapat 6 pontot gytijtott.

Ezzel minden lehet6séget megvizsgaltunk, a negyedik csapat 4, 5 vagy 6 pontot gy{ijthetett.

A megoldas soran mindharom esetben megadtuk mind a hat meccs kimenetelét, konnyen
ellenorizheto, hogy ezek tényleg a kivant pontszamokat szolgaltatjak.

Megjegyzés. Mindharom eset megvaldsulasara volt mér példa.

Példa 6 pontos negyedik csapatra: a 2016-os Eurépa-bajnoksiag D csoportja.

CRO ESP TUR CZE|Gy D V Gk P
Horvatorszag (CRO) - 221 10 22|12 1 0 42 7
Spanyolorszdg (ESP) | 1-2 - 3-0 -0 2 0 1 43 6
Torokorszag (TUR) 0-1 03 — 20 11 0 2 -2 3
Csehorszag (CZE) 22 01 02 - 0o 1 2 =3 1

Példa 5 pontos negyedik csapatra: a 2016-os Eurépa-bajnoksag A csoportja.

FRA SUI ALB ROM |Gy D V Gk P
Franciaorszag (FRA) | - 0-0 2-0 2-1 2 1 0 43 7
Svaje (SUT) 0-0 — 1-0 1-1 1 2 0 41 5
Albénia (ALB) 02 01 - 10 |1 0 2 -2 3
Roménia (ROM) -2 1-1 01 - o 1 2 -2 1

Példa 4 pontos negyedik csapatra: a 2013-as Afrikai nemzetek kupaja B csoportja.

GHA MAL COD NIG |Gy D V Ck P
Ghéna (GHA) — 10 22 30| 2 1 0 +4 7
Mali (MAL) -1 - 11 101 1 1 0 4
Kongéi DK (COD) | 22 11 - 00| 0 3 0 0 3
Niger (NIG) 03 01 00 - |0 1 2 —4 1

Masodik megoldds. A 4 csapat Osszesen 6 mérkézést jatszott le. Ha egy meccs elddlt (azaz
valamelyik csapat gy6zelmével ért véget), akkor 3 pontot osztottak ki a meccset vivé két
csapatnak 0sszesen. Ha viszont egy meccs dontetlennel ért véget, akkor 2 pontot osztottak ki
a meccset vivo két csapatnak Osszesen. fgy ha az eld6lt meccsek szamanak haromszorosahoz
hozzaadjuk a dontetlenek szamanak kétszeresét, akkor megkaptjuk a négy csapatnak ossze-
sen kiosztott pontok szamat.

A 7 pontos csapatnak két gy6zelme és egy dontetlenje van. fgy legalabb egy meccs dontetlen
lett. Az 1 pontos csapatnak van két veresége, melyek koziil az egyiket nem a 7 pontostol
szenvedte el, igy a 7 pontos gy6zelmeivel egytitt legaldbb 3 meccs eldolt. Tehat a kovetkezo
esetek valamelyike all fenn:
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e 5 elddlt és 1 dontetlen meccs. Ekkor 0sszesen 5 -3 + 1-2 = 17 pont keriilt kiosztasra,
igy a negyedik csapatnak 17 — (1 + 3 4+ 7) = 6 pontja van.

e 4 eldolt és 2 dontetlen meccs. Ekkor 6sszesen 4 -3 + 2 -2 = 16 pont kertilt kiosztdsra,
igy a negyedik csapatnak 16 — (1 + 3 4 7) = 5 pontja van.

e 3 elddlt és 3 dontetlen meccs. Ekkor 0sszesen 3 -3 + 3 -2 = 15 pont keriilt kiosztasra,
igy a negyedik csapatnak 15 — (1 + 3+ 7) = 4 pontja van.

Ezen esetek mindegyikére megadhatd konstrukcid, példaul a fenti megjegyzésben lathatd

modon. o

r—m Megyei fordulo

1. Juss el a 888-rdl a 777-re gy, hogy minden 1épésben az éppen aktualis szambdl kivonod a
szamban szereplo egyik jegyet.
(Példdul a 183-as szamrdl a 183 — 1 = 182-re, a 183 — 8 = 175-re és a 183 — 3 = 180-ra
lehet egy lépésben eljutni.)

Két gondolat segithet a megfelelo 1épéssorozat megtalalasaban.

o Az aktudlis szam elsé jegye ritkan véltozik, azért azt kényelmes sokszor hasznédlni. Ha
ez az elso jegy mondjuk 8, akkor ismételten levonva nem valtozik a 8-cal valé osztasi
maradék.

e Megprobalhatunk a 777-bdl visszafelé elindulni, feltételezve, hogy tobbnyire 7-et von-
tunk le, és megnézhetjiik, hol kellene atlépni a 800-asokrol a 700-asokra.
Az utolsé 1épések mondjuk gy nézhetnek ki: ... — 806 —» 798 —% 791 —% 784 —% T77.

A 806 kettovel hat maradékot ad 8-cal osztva, ellenben 888 nulldt, tehat nem lehet csak
8-akat levonva eljutni abba. De ha beiktatunk két eggyel valé csokkentést is, akkor mar
megy a dolog.

888 =% 880 =% 872 =% ... =% 816 =L 815 — 814 =5 806

A két sorozatunkat egymas utan flizve megkaptuk a feladat egy lehetséges megoldasat. o
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Hat fia 6rokol egy 25 méter oldali négyzet alaku telket, melynek egyik sarkaban egy fahaz
all, amelynek alapja egy b méter oldalhossziisagi négyzet. A telek tobbi részén szantofold
van.

A fiuk fel akarjak osztani a szantoéfoldet ugy, hogy mindegyikiik egy-egy ugyanakkora
teriiletln és ugyanolyan alaku, Osszefiiggd részt kapjon, de furfangos édesapjuk kikototte,
hogy a részek nem lehetnek téglalap alakiak.

Mutass példat egy ilyen felosztasra.

5m

5m |[Fahdz

25m

25m

Egyszertisiti a munkat, ha egy 5 x 5-0s négyzetracson gondolkozunk, ahol minden réacsnégyzet
egy 5 méter oldalhosszisdgi négyzetnek felel meg a valésdgban. Igy 52 —1 = 24 rdcsnégyzetet
kell a hat testvér kozott felosztani.

Egy lehetséges megoldas:

\ﬁ

—

Megjegyzés. Akkor is j6 a megoldés, ha a versenyzo az eredeti méreteket hasznélva ad egy jo
felosztast, anélkiil, hogy atfogalmazna a kérdést 5 x 5-0s négyzetracsra. A fenti megolddsban
egy rész méretei ekkor:

15m

5m

10m

10m
5m

5m
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Egy pozitiv egész szamot 6-almasnak neveziink, ha csupa kiilonbozo szdmjegybdl 4ll, min-
den szamjegye legaldbb 6, és a szam oszthaté 6-tal. Hany 6-almas szam van?

A lehetséges szamjegyek a {6,7,8,9} halmaz elemei, ezért legfeljebb négyjegyii szamok
johetnek széba.

Azt is tudjuk, hogy a 6-almas szamok parosak és harommal oszthatok.

A szamjegyek szama szerint valogatjuk szét az eseteket.

e 1 jegy: Csak a 6 jo, ez 1 eset.

e 2 jegy: A lehetséges végzodés 6 vagy 8, mindegyikhez egy kezd6 jegy jé a 3-mal valo
oszthatésdg miatt. A 78 és a 96 6-almas, ez 2 eset.

e 3 jegy: A 3-mal valé oszthatésag miatt vagy a 6 vagy a 9 a , kimaradd” szamjegy.
(A kimaraddt itt ugy értjiik, hogy a {6,7,8,9} halmaz harom elemét hasznéljuk, egyet
nem.) Utdna csak arra kell iigyelni, hogy az egyesek helyén péros jegy élljon, a tobbi
jegy sorrendje tetszoleges. Most a 6-almas szamok a kovetkezdk: 798, 978, 786, 876,
768, 678, ez 6 eset.

e 4 jegy: Mivel 6474 8+9 = 30 oszthaté harommal, ezért csak annyi a megkotés, hogy
az egyesek helyére paros jegy kertiljon, amugy tetszoleges a négy szamjegy sorrendje.
Ez 2-3! =2-6 = 12 eset, mert két paros jegy koziil valaszthatunk, és a maradék harom
jegy hatféle sorrendbe irhato, hiszen kiilonboznek.

Osszesen 1+ 2+ 6 4+ 12 = 21 db 6-almas szém van. o

Egy négycsapatos focibajnoksagban mindenki mindenkivel pontosan egyszer jatszott.
Gyozelemért 3, dontetlenért 1, vereségért pedig 0 pont jart. A bajnoksag végén
megkérdeztiink harom csapatot, hogy hany pontot értek el. A véalaszok a kovetkezok voltak:
1,3¢ésT.

Hany pontot szerezhetett a negyedik csapat?

Biztos, hogy a 7 pontos csapat kétszer nyert, egyszer dontetlent jatszott,
mig az 1 pontos csapat egyszer dontetlen jatszott és kétszer veszitett.
(Méshogyan nem lehet szerezni 7, illetve 1 pontot.)

A 3 pontos csapat kétféleképpen gytijthette ossze pontjait:
(1) hérom dontetlent jatszott,
(2) egyszer nyert és kétszer veszitett.

Az (1) esetben az 1 pontos és a 7 pontos csapat is a 3 pontossal jaszotta egyetlen dontetlenjét.
Kovetkezésképpen, a negyedik csapat legyozte az 1 pontosat és kikapott a 7 pontostdl, igy
osszesen 4 pontot gyjtott.

A (2) esetben a 3 pontos csapat az 1 pontosat legyézte, mig a 7 pontostdl kikapott (hiszen
nem jatszott dontetlent). Igy a negyedik csapat ellen kellett a masik vereseégét elszenvednie.
Az 1 pontos és a 7 pontos csapat mérkédzése kétféleképpen érhetett véget:

(2a) a 7 pontos csapat legyézte az 1 pontosat,
(2b) dontetlen.
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A (2a) esetben 7 pontos és az 1 pontos csapat is a negyedik csapat ellen jatszotta az egyetlen
dontetlenjét. Igy ekkor a negyedik csapat 5 pontot gytijtott.

A (2b) esetben a negyedik csapat is legy6zte az 1 pontosat, és kikapott a 7 pontostdl. Ekkor
tehat a negyedik csapat 6 pontot gyijtott.

Ezzel minden lehetdséget megvizsgaltunk, a negyedik csapat 4, 5 vagy 6 pontot gytijthetett.

A megoldéas soran mindharom esetben megadtuk mind a hat meccs kimenetelét, konnyen
ellendrizhetd, hogy ezek tényleg a kivant pontszamokat szolgaltatjak.

Megjegyzés. Mindharom eset megvaldsulasara hozhaté példa az elmult évtized kontinentdlis
labdariugé-bajnoksagaibol.

Példa 6 pontos negyedik csapatra: a 2016-os Eurépa-bajnoksag D csoportja.

CRO ESP TUR CZE |Gy D V Gk P

Horvétorszég (CRO) - 221 10 222 1 0 +2 7
Spanyolorszdg (ESP) | 1-2 — 3-0 -0 2 0 1 43 6
Torokorszag (TUR) 0-1  0-3 - 2-0 1 0 2 -2 3
Csehorszég (CZE) 22 01 02 — o 1 2 -3 1

Példa 5 pontos negyedik csapatra: a 2016-os Eurdpa-bajnoksag A csoportja.

FRA SUI ALB ROM |Gy D V Gk P

Franciaorszag (FRA) | - 00 2-0  2-1 2 1 0 43 7

Svajc (SUT) 0-0 - 1-0 1-1 1 2 0 41 5

Albénia (ALB) 0-2 01 - 1-0 1 0 2 -2 3
Romaénia (ROM) -2 1-1  0-1 — 0o 1 2 -2 1
Példa 4 pontos negyedik csapatra: a 2013-as Afrikai nemzetek kupaja B csoportja.
GHA MAL COD NIG|Gy D V Gk P

Ghéna (GHA) — 1-0 22 30| 2 1 0 +4 7

Mali (MAL) 0-1 - 1-1 0,1 1 1 0 4

Kongé6i DK (COD) | 2-2 1-1 — 00| 0 3 0 0 3

Niger (NIG) 0-3 0-1 0-0 - 0O 1 2 —4 1

Masodik megoldas. A 4 csapat Osszesen 6 mérkézést jatszott le. Ha egy meccs eldélt (azaz
valamelyik csapat gy6zelmével ért véget), akkor 3 pontot osztottak ki a meccset vivé két
csapatnak Osszesen. Ha viszont egy meccs dontetlennel ért véget, akkor 2 pontot osztottak ki
a meccset vivo két csapatnak Osszesen. fgy ha az eld6lt meccsek szamanak haromszorosahoz
hozzaadjuk a dontetlenek szamanak kétszeresét, akkor megkaptjuk a négy csapatnak ossze-
sen kiosztott pontok szamat.

A 7 pontos csapatnak két gyozelme és egy dontetlenje van. fgy legalabb egy meccs dontetlen
lett. Az 1 pontos csapatnak van két veresége, melyek koziil az egyiket nem a 7 pontostol
szenvedte el, igy a 7 pontos gyozelmeivel egytitt legaldbb 3 meccs elddlt. Tehat a kovetkezo
esetek valamelyike all fenn:

e 5 eldolt és 1 dontetlen meccs. Ekkor 6sszesen 5 -3 + 1 -2 = 17 pont keriilt kiosztésra,
igy a negyedik csapatnak 17 — (1 + 3 4+ 7) = 6 pontja van.

e 4 elddlt és 2 dontetlen meccs. Ekkor 0sszesen 4 -3 + 2 -2 = 16 pont keriilt kiosztasra,
igy a negyedik csapatnak 16 — (1 + 3 4 7) = 5 pontja van.
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e 3 elddlt és 3 dontetlen meccs. Ekkor 0sszesen 3 -3 + 3 -2 = 15 pont keriilt kiosztasra,
igy a negyedik csapatnak 15 — (1 + 3 4 7) = 4 pontja van.

Ezen esetek mindegyikére megadhaté konstrukcid, példaul a fenti megjegyzésben lathato

modon. O

Egy 4 x 4-es tablazat sorait és oszlopait is megszamoztuk 1-t6l 4-ig. Ezutan pottyoket
tettiink néhany mezébe (egy mez6be akar tobbet is) gy, hogy minden sorban és minden
oszlopban 0sszesen pontosan annyi potty legyen, mint amennyi az adott sor, illetve oszlop
sorszama.

Hany mez6 maradhatott tiresen? Adj példat minden lehetséges értékre, és indokold meg,

hogy més érték miért nem lehetséges.

1 23 4

=~ W N =

Minden sorban van poétty, hiszen minden sorban pozitiv az Osszeg. Ezért legaldbb négy
mezon kell legyen potty, azaz legfeljebb tizenkét mez6 lehet iires.

Soronként 6sszeszamolva azt kapjuk, hogy hogy Osszesen 1+ 2 4+ 3 + 4 = 10 pottyot kell
elhelyezni a tablazat mezdin.

Ezért legfeljebb tiz mezore juthat potty, azaz legalabb 6 mezo tires.

Tehat az iires mezok szama legalabb hat és legfeljebb tizenketté. Ezen hatarok kozott
mindegyik eset lehetséges, amint az aldbbi példak mutatjak.

A példakban pottyoket nem rajzoltunk, ehelyett beirtuk az egyes mezokbe, hogy hany
pottyot tennénk oda.

1 1 1 1
2 111 1 1 171
3 3 2|1 1711
4 4 4 4
(12 {ires mezo) (11 {ires mezo) (10 {ires mezo) (9 {ires mezo)
1 1 1
1 1 1 1 111
2|1 1111 1111
21111 1121 171111

~—
~—

(6 tlires mez6

~—

(8 tires mez6 (7 tires mez6
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r—m Megyei fordulo

1. Héphaisztosz, Dioniiszosz és Poszeidon 0sszevesztek azon, hogy harmuk koziil ki a legszebb,
és ki a legokosabb. Az allaspontok a kovetkezdk voltak:

e Héphaisztosz: Poszeidon a legszebb. En vagyok a legokosabb.
e Dioniiszosz: Héphaisztosz a legszebb. En vagyok a legokosabb.
e Poszeidén: En vagyok a legszebb. Dioniiszosz a legokosabb.

Ki a legokosabb, és ki a legszebb valéjaban, ha tudjuk, hogy a legokosabb mindkét kérdésben
az igazsagnak megfeleléen nyilatkozott, mig a legszebbnek mindkét allitdsa téves volt?

A kérdésben megfogalmazott feltételbol kovetkezik, hogy a legszebb és a legokosabb két
kiilonbozo személy.

A legokosabb ember azt fogja mondani, hogy 6 maga a legokosabb. Ezért Poszeidon nem
lehet a legokosabb.

Ha Héphaisztosz lenne a legokosabb, akkor Poszeidén a legszebb, vagyis Poszeidén mindkét
allitasa hamis, de ez ellentmond annak, hogy Poszeidén a legszebb.

Csak az a lehetéség maradt, hogy Dioniiszosz a legokosabb, és igy allitdsa alapjan
Héphaisztosz a legszebb. Ez 6sszhangban van azzal, hogy a legszebb ember mindkét allitasa
hamis, hiszen Héphaisztosz mindkét allitasa ellentmond az eddig rogzitett tényeknek.

Tehat Dionitiszosz a legokosabb és Héphaisztosz a legszebb. o

2. Hany olyan 2020-nal kisebb pozitiv egész szam van, amelyben a szamjegyek szorzata 207

Fel kell bontanunk a 20-at legfeljebb négy darab egyjegyti szam szorzatara. Ha négy tényezot
hasznélunk, akkor legalabb az egyiknek egynek kell lennie, kiilonben nem tudnank 2020-nal
kisebb négyjegyii szamot Osszedllitani a szamokbol. Azt is lathatjuk, hogy a négyjegyt
megoldasoknak 1-essel kell kezdddnie.

Soroljuk fel a lehetséges felbontasokat, felhasznalva, hogy 20 = 22 - 5:

e 20 =54, a lehetséges szamok: 45, 54

e 20 =5-4-1, a lehetséges szamok: 145, 154, 415, 451, 514, 541

e 20=5-4-1-1, a lehetséges szamok: 1145, 1154, 1415, 1451, 1514, 1541
e 20 =5-2-2, alehetséges szamok: 225, 252, 522

e 20=5-2-2-1, a lehetséges szamok: 1225, 1252, 1522

Osszesen 20 pozitiv egész felel meg a feladat feltételeinek. o
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Az ABCD paralelogramma AB oldaldnak belsejében levé E pontra teljesiil, hogy AD =
DE, DC = EC és EB = BC'. Hatarozd meg a paralelogramma szogeit.

Készitsiink abrat és legyen DA%<I = a. c

A E B

AD = DFE miatt DEA< = a. Mivel DEA< és EDC'< valtoszogek, ezért EDC'<q = a.
DC = EC miatt DEC< = « is teljestl.

Végiill EB = BC miatt CEB< = ECB< = f3.

Az E pontndl egy egyenesszoget bontottunk hdarom részre, igy 2a + 5 = 180°.

Emiatt (hasznalva a haromszog bels6 szogeinek Gsszegére ismert értéket) ADE<t = DCE< =
B.

Most a paralelogramma szemkozti szogeinek egyenloségébdl o = 2.

Visszatérve az ismert 6sszegre 2a+ 3 = 180° = 45+ = 180°, innen 5 = 36°, ezért a = 72°.

Tehat a paralelogramma szogei: 72°, 108°, 72°, 108°, felhasznalva, hogy az azonos oldalon
fekvo szogek 180 fokra egészitik ki egymast. o

Egy 4 x 4-es tablazat sorait és oszlopait is megszamoztuk 1-t6l 4-ig. Ezutdn pottycket
tettiink néhdny mezébe (egy mez6be akar tobbet is) gy, hogy minden sorban és minden
oszlopban 0sszesen pontosan annyi potty legyen, mint amennyi az adott sor, illetve oszlop

sorszama.
Hany mez6 maradhatott tiresen? Adj példat minden lehetséges értékre, és indokold meg,
hogy més érték miért nem lehetséges.

1 2314

=~ W N

Minden sorban van poétty, hiszen minden sorban pozitiv az Osszeg. Ezért legaldbb négy
mezon kell legyen potty, azaz legfeljebb tizenkét mezo lehet tires.

Soronként 6sszeszamolva azt kapjuk, hogy hogy 6sszesen 1 + 2 4+ 3 + 4 = 10 pottyot kell
elhelyezni a tdblazat mezdin. Ezért legfeljebb tiz mezdre juthat potty, azaz legalabb 6 mezo
ures.

Tehéat az iires mezok szama legalabb hat és legfeljebb tizenketté. Ezen hatarok kozott
mindegyik eset lehetséges, amint az aldbbi példak mutatjak.
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A példakban pottyoket nem rajzoltunk, ehelyett beirtuk az egyes mezdkbe, hogy hany
pottyot tennénk oda.

1 1 1 1
2 171 1 1 171
3 3 2|1 1111
4 4 4 4
(12 {ires mezo) (11 {ires mezo) (10 tires mezo) (9 tires mezo)
1 1 1
1 1 1 1 111
211 1711 1711
2111 1121 1717111
(8 {ires mezo) (7 iires mezo) (6 iires mezo)

o

5. Egy pozitiv egész szamot wdltakozo osztosorozatinak neveziink, ha novekvo sorrendbe
irva az Osszes osztéjat, felvaltva kovetkeznek a paros és péaratlan szédmok. (Példaul a 42
valtakozé osztdésorozati, hiszen az osztéi névekvé sorrendben: 1,2,3,6,7,14,21,42.)

a) Adj meg egy véltakozd osztdsorozati szamot, amelynek legaldbb 12 kiilonbozé osztdja
van.

b) Van-e 1-nél nagyobb véltakozé osztésorozati négyzetszam?

Az (a) részre sokféle példa adhats. Példaul 486 = 2 - 3° megfelel§ szam. Ennek osztdi
nagysag szerinti sorrendben:

1<2<3<6<9<1I8<2T<bd <81 <162 < 243 < 486.

A konstrukecié 1ényege, hogy ha o < 486 egy paratlan osztd, akkor x < 2z < 3z, ahol 2x és
3z is 0sztd, és a 2z osztén kivil mas oszté nem esik z és 3x kozé.

A 486 = 2 - 3% szdmhoz hasonléan, minden 2 - 3% alakd szam (ahol k > 5), sét minden 2 - p*
alaki szdm (ahol k > 5 és p egy paratlan primszam) jé példat szolgéltat.

Egy maésik jo példa: 1806 = 42 - 43. Ennek osztdi nagysag szerinti sorrendben:
1,2,3,6,7,14,21,42,43, 86, 129, 258, 301, 602, 903, 1806.

Ezeb példa miikodésének kulcsa kovetkezd észrevétel: ha egy n paros szam valtakozo
osztésorozati, mig p egy n-nél nagyobb primszam, akkor p - n is valtakozé osztésorozatu
lesz. Ilyenkor ugyanis p - n osztéinak novekedd sorozata ugy allithato elo, hogy az n so-
rozatanak végére odairjuk mégegyszer ugyanezt a sorozatot, csak minden tagot p-szeresére
novelve.
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A két eddig bemutatott mdédszer 6tvozésével kaphatéak még kisebb valtakozd osztésorozati
szdmok is, amelynek legaldbb 12 osztéja van. Példaul a 342 = 2 - 32 - 19, ennek osztdéi:

1,2,3,6,9,18,19, 38,57, 114, 171, 342.
vagy a 294 = 2 - 3 - 72, ennek osztoi:

1,2,3,6,7,14,21,42, 49,98, 147, 204.

A (b) rész kérdésére a véalasz: nincs.

Indirekt bizonyitast alkalmazunk. Tegyiik fel, hogy létezik 1-nél nagyobb nagyobb valtakozo
osztosorozati négyzetszam, ezt jelolje n. Vilagos, hogy n paros szam kell legyen, kiilonben
az Osszes osztoja paratlan volna. Innen tobbféleképpen ellentmondashoz tudunk jutni:

(1. gondolatmenet) Mivel n paros és négyzetszam, ezért oszthatd 4-gyel is. n ndvekedd
osztésorozatanak a vége igy fog kinézni: ..., 2, n. Ezek kozott mar nem lehet egyéb oszto,
hiszen n-t vele elosztva a hanyados 1-nél nagyobb, de 2-nél kisebb lenne, nem lehetne egész.
Mivel n oszthaté 4-gyel igy 5 és n egyarant paros szamok, nem teljesiil a valtakozés. Ellent-
mondaés.

(2. gondolatmenet) Mivel n paros és négyzetszam, ezért oszthatd 4-gyel is. Ekkor minden
p paratlan osztdjahoz p paratlan osztéhoz hozzarendelhetjiik a 2p és 4p osztoit. fgy min-
den pératlan osztéhoz két paros osztét rendeltiink hozza (kiilonbozé paratlan szémokhoz
kiillonboz6 parosakat), igy legalabb kétszer annyi paros osztdja van n-nek, mint péaratlan.
Marpedig az 1-nél nagyobb véltakozd osztdsorozat szamoknak nem lehet tobb péaros osztéja,
mint paratlan, hiszen a novekvé sorozatban felvaltva jonnek a paratlan és a paros osztok,
és a sorozat els6 tagja paratlan. Ellentmondas.

(3. gondolatmenet) A négyzetszamoknak paratlan sok osztéjuk van. (Ez az allitds kozis-
mert, a versenyen elfogadjuk kiilon bizonyitas nélkiil. Megjegyezziik, hogy osztéparokkal a
bizonyitds sem nehéz.) Mivel az n legkisebb osztéja (az 1) paratlan és valtakozva kovet-
keznek, ezért a novekvo sorrendben péaratlanadik osztok mind paratlanok lesznek. De igy a
legnagyobb osztd, n maga is paratlan kell legyen. Ellentmondés.
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r—m Megyei fordulo

1. Hany olyan 2020-nal kisebb pozitiv egész szam van, amelyben a szdmjegyek szorzata 207

Fel kell bontanunk a 20-at legfeljebb négy darab egyjegyti szam szorzatara. Ha négy tényezot
hasznéalunk, akkor legalabb az egyiknek egynek kell lennie, kiilonben nem tudnank 2020-nal
kisebb négyjegyii szamot Osszedllitani a szamokbol. Azt is lathatjuk, hogy a négyjegyt
megoldasoknak 1-essel kell kezdddnie.

Soroljuk fel a lehetséges felbontdsokat, felhasznédlva, hogy 20 = 22 - 5:

e 20 =54, a lehetséges szamok: 45, 54

e 20 =5-4-1, a lehetséges szamok: 145, 154, 415, 451, 514, 541

e 20=5-4-1-1, a lehetséges szamok: 1145, 1154, 1415, 1451, 1514, 1541
e 20=5-2-2, alehetséges szamok: 225, 252, 522

e 20=5-2-2-1, a lehetséges szamok: 1225, 1252, 1522

Osszesen 20 pozitiv egész felel meg a feladat feltételeinek. o

2. Egy egyszintes lakéasrol a kovetkezoket tudjuk.
— A lakés és a szobak alaprajza téglalap alaka.
— Barmely két szoba kozott legfeljebb egy ajtod van.
— Barmely szobabdl legfeljebb egy ajté nyilik a lakason kiviilre.
— A lakdsban 6sszesen 15 ajto van.
(Az dbran egy 3-szobds 4-ajtos lakasra lathaté példa.)

i

Legkevesebb hany szoba lehet a lakasban? Rajzolj példat és indokold, hogy miért nem elég
kevesebb szoba.

Ha a lakasban legfeljebb négy szoba lenne, akkor a lakason kiviilre legfeljebb 4 ajto vezetne.
A lakdson beliil az ajték két szobahoz tartoznak, két szobat pedig legfeljebb 4 - 3/2 = 6 féle
modon lehet kivalasztani, azaz az ajtok szama legfeljebb 6. Ez osszesen legfeljebb 10 ajto.

Ha a lakasban 6t szoba lenne, akkor a lakason kiviilre legfeljebb 5 ajté vezethetne, a lakason
beliil pedig legfeljebb 5-4/2 = 10 ajt6 lehetne. fgy 15 ajtot csak gy kaphatnank, ha barmely
két szoba kozott lenne pontosan egy. Ez azonban lehetetlen. Valasszunk ki egy szobat, innen
négy ajtoé nyilna a négy masik szobdba. A négy ajté kozott van két nem szomszédos, az
ezeken at elérhet6 szobaknak viszont nem lehet kozos faluk, igy ajtajuk sem.

Hat szoba esetén elérhet6 a 15 ajto, példaul igy:
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3. Bergengdcia zészlaja (14sd az dbrat) 11 egyenld vastag vizszintes siavot tartalmaz, melyek
felvaltva sziirkék és fehérek, sziirkével kezdve. A zdszldé bal felsé sarkdban egy ot sav
magas, fekete szint, téglalap alakd mezében egy fehér kereszt talalhaté. A kereszt szarainak
vastagsaga megegyezik a savok vastagsagaval.

Tudjuk, hogy a zaszlé sziirke tertileteinek 6sszege pontosan az 6tszorose a fekete teriiletek
Osszegének. A zdszlé 175 cm hosszi és 55 cm széles. Hany cm? a z4szl6 fehér teriileteinek
Osszege?

Legyen egy fekete téglalap hosszisdga = cm, a szélességlik két sav vastagsagaval, azaz
55 : 11 -2 = 10 cm-rel egyezik meg. Ekkor a kereszt melletti savok hosszisiga (cm-ben)
175 — (22 4+ 5) = 170 — 2.

Igy a sziirke teriilet (cm*ben): 3-5- (170 — 2z) + 3 -5 - 175.

Mivel ez 6tszorose a fekete tertiletnek, igy

3-5-(1710 —22)+3-5-175=5-4-10-x
2550 — 30z + 2625 = 200z

5175 = 230x
5175 45
230 2

Innen a fehér tertilet:

2:5-24+2-5-10+5-5+2-5- (170 — 2x) + 3 -5 - 175 = 4225 cm”.
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4.

Egy pozitiv egész szamot wvdltakozo osztosorozatunak neveziink, ha novekvé sorrendbe
irva az Osszes osztéjat, felvaltva kovetkeznek a paros és péaratlan szédmok. (Példaul a 42
valtakozé osztdésorozatu, hiszen az osztéi névekvé sorrendben: 1,2,3,6,7,14,21,42.)

a) Adj meg egy valtakozd osztésorozati szamot, amelynek legaldbb 12 kiilonb6z6 osztdja
van.

b) Van-e 1-nél nagyobb véltakozd osztdsorozati négyzetszam?

Az (a) részre sokféle példa adhaté. Példdul 486 = 2 - 3° megfeleld szam. Ennek osztdi
nagysag szerinti sorrendben:

1<2<3<6<9<18 <27 <54 <81 <162 < 243 < 486.

A konstrukecié 1ényege, hogy ha o < 486 egy paratlan osztd, akkor x < 2z < 3z, ahol 2x és
3x is 0szto, és a 2x osztén kivill mas oszté nem esik x és 3x kozé.

A 486 = 2 - 3° szamhoz hasonléan, minden 2 - 3% alakii szam (ahol k > 5), sét minden 2 - p*
alaki szdm (ahol k > 5 és p egy paratlan primszam) jé példat szolgéltat.

Egy masik jo példa: 1806 = 42 - 43. Ennek osztdi nagysag szerinti sorrendben:
1,2,3,6,7,14,21,42,43, 86, 129, 258, 301, 602, 903, 1806.

Ezeb példa miikodésének kulcsa kovetkezd észrevétel: ha egy n paros szam valtakozo
osztésorozati, mig p egy n-nél nagyobb primszam, akkor p - n is valtakozé osztésorozatu
lesz. Ilyenkor ugyanis p - n osztéinak novekedo sorozata ugy allithato elo, hogy az n so-
rozatanak végére odairjuk mégegyszer ugyanezt a sorozatot, csak minden tagot p-szeresére
novelve.

A két eddig bemutatott modszer 6tvozésével kaphatdak még kisebb valtakozé osztdsorozati
szdmok is, amelynek legalabb 12 osztéja van. Példaul a 342 = 2 - 32 - 19, ennek osztdéi:

1,2,3,6,9,18,19,38,57, 114, 171, 342.
vagy a 294 = 2 -3 - 72, ennek osztoi:
1,2,3,6,7, 14,21, 42,49, 98, 147, 204.

A (b) rész kérdésére a véalasz: nincs.

Indirekt bizonyitast alkalmazunk. Tegyiik fel, hogy létezik 1-nél nagyobb nagyobb valtakozo
osztésorozati négyzetszam, ezt jelolje n. Vildgos, hogy n paros szam kell legyen, kiilonben
az Osszes osztoja paratlan volna. Innen tobbféleképpen ellentmondashoz tudunk jutni:

(1. gondolatmenet) Mivel n paros és négyzetszam, ezért oszthatd 4-gyel is. n ndvekedd
osztésorozatanak a vége igy fog kinézni: ..., 3, n. Ezek kozott mdr nem lehet egyéb oszto,
hiszen n-t vele elosztva a hanyados 1-nél nagyobb, de 2-nél kisebb lenne, nem lehetne egész.
Mivel n oszthaté 4-gyel igy 5 és n egyardnt pdros szamok, nem teljesiil a valtakozds. Ellent-

monda4s.

(2. gondolatmenet) Mivel n péaros és négyzetszam, ezért oszthaté 4-gyel is. Ekkor minden
p paratlan osztéjahoz p paratlan osztohoz hozzarendelhetjiik a 2p és 4p osztoit. Igy min-
den pératlan osztéhoz két paros osztét rendeltiink hozza (kiilonboz6 pératlan szémokhoz
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kiillonboz6 parosakat), igy legalabb kétszer annyi paros osztdja van n-nek, mint péaratlan.
Marpedig az 1-nél nagyobb véltakozd osztdsorozati szamoknak nem lehet tobb paros osztéja,
mint paratlan, hiszen a novekvé sorozatban felvaltva jonnek a paratlan és a paros osztok,
és a sorozat elso tagja paratlan. Ellentmondés.

(3. gondolatmenet) A négyzetszamoknak paratlan sok osztdjuk van. (Ez az allitds kozis-
mert, a versenyen elfogadjuk kiilon bizonyitas nélkil. Megjegyezziik, hogy osztoparokkal a
bizonyitds sem nehéz.) Mivel az n legkisebb osztéja (az 1) paratlan és valtakozva kovet-
keznek, ezért a novekvo sorrendben paratlanadik osztok mind paratlanok lesznek. De igy a
legnagyobb osztd, n maga is paratlan kell legyen. Ellentmondés.

5. Az egyenlo szarit ABC haromszog C-nél 1évo szoge 100°. Az A-bol huzott szogfelezo a BC
oldalt a D pontban metszi. Bizonyitsd be, hogy AD + DC = AB.

Elsé megoldas. Mivel C-nél tompaszog van, igy csak AC = BC' lehetséges. Emiatt
CAB< = CBA< =40°, igy CAD< = DAB< = 20°.

Jelolje a C pontnak az AD egyenesre vett tiikorképét E. Az AD szogfelezo tulajdonsdga
miatt K az AB egyenesre esik.

Hosszabbitsuk meg D-n til az AD szakaszt, és a meghosszabbitason vegytik fel az F' pontot
ugy, hogy DC' = DE = DF teljesiiljon. Ekkor AED< = 100°, CDE< = 360°—(100°+20°+
100°) = 120°, tovdbba a tiikkrozés miatt CDF< = EDF<, igy ezek a szogek is 120°-osak.
Mivel EDB< = 180° — 120° = 60°, a BC egyenes felezi az EDF' szoget.

C

A B

E

fgy DF = DFE miatt az F pont BC egyenesre vonatkozé tiikkorképe E, tehat DF B< =
DEB< = 180° — 100° = 80°, igy viszont FFBA< = 180° — (80° + 20°) = 80°. Tehat az ABF
haromszog egyenld szaru, igy AB = AF = AD + DF = AD + DC.
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Masodik megoldas.
Az 1. megoldashoz hasonléan megallapitjuk az ABC haromszog szogeinek nagysagat.
Vegyiik fel az AB oldalon a G pontot tgy, hogy AD = AG teljesiiljon. Az ADF egyenlo

szaru haromszog szogei 20°, 80°, 80° (az A, D és G csucsokndl).

C

Ae > B

E
fgy a BDG haromszog szogeit is ki tudjuk szdmolni: a G csiucsnal 100°-0s a szog, a B
cstcsndl 40°-os (az eredeti haromszoghdl), igy a D csticsnal is 40°-0s a sz0g.

Ezek alapjan a BDG héromszog egyenld szari, BG = DG. Azt kéne tehat még belatni,
hogy DG = DC'. Tiikrozzik a C pontot a szogfelezére, igy kapjuk az E pontot az AB
szakaszon. Az eddigiekhez hasonld egyszerii szogszamolassal meg lehet kapni, hogy a DEG
haromszog is egyenlo szaru, igy DE = DG, a tiikkrozés miatt pedig DE = DC, igy készen
vagyunk.
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1. Zoltannak harom lanya van: Anni, Bogi és Cili. Zoltan most éppen annyi id6s, mint a
hérom lanya életkora Osszeadva. 11 év milva méar csak Anni és Bogi (akkori) életkorat kell
osszeadni, hogy megkapjuk Zoltan életkorat. 13 év milva Anni és Cili életkorat Osszeadva
lehet majd megkapni Zoltan életkorat; 16 év mulva pedig Bogi és Cili életkorat osszeadva.
Hény éves most Zoltan?

Els6 megoldas.

A feladat feltételeibdl tudjuk, hogy
e /=A+B+C
o (Z+11)=(A+11)+ (B+11)
o (Z+13)=(A+13)+(C+13)
o (Z+16)=(B+16)+ (C+16)

Ha a harom jovébeli idépontban dsszeadjuk Zoltén életkorat (vagyis a 2.,3. és 4. egyenldség
bal oldalat), akkor mostani életkordnak haromszorosanal 40-nel (= 11 4 13 4 16) tobbet
kapunk: 37 + 40.

Ha ugyanezt a feltételekben szerepl lanyok életkoraval tessziik meg (vagyis a 2., 3. és 4.
egyenldség bal oldala), akkor minden lany jelenlegi életkora kétszer szerepel az dsszegben és
még 80 (= 11+ 11+ 13+ 13+ 16 + 16): 24 + 2B + 2C + 80.

Az els6 feltételbél miatt 24 + 28 + 2C + 80 = 27 + 80
Tehat 37 4+ 40 = 27 + 80, ami azt jelenti, hogy Zoltan 40 éves most.
Masodik megoldas.
A feladat feltételeibdl tudjuk, hogy
o /=A+B+C
(Z411) = (A+11)+ (B +11)
(Z413) =(A+13)+ (C+13)
(Z+16) = (B+16) + (C + 16)
Az els6 két feltételt Osszeadva: Z + (A4 11)+ (B+11)=A+B+C+ (Z +11)
Ebbdl kiszamolhato, hogy C' = 11
Az els6 és harmadik feltételt osszeadva: Z + (A+13) 4+ (C+13) = A+ B+ C + (Z + 13)
Ebbdl kiszamolhato, hogy B = 13

Az els6 és negyedik feltételt dsszeadva: Z + (B + 16) + (C'+16) = A+ B+ C + (Z + 16)
Ebbdl kiszamolhato, hogy A = 16
Mivel Z = A+ B+ C, ezért Zoltén 40 éves. O
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2. Egy keresztez6désben forgalomfelmérést tartottak. A vizsgalt idoszakban pontosan 100
auté haladt 4t a keresztezddésen, ezek kozil 10 balra és 27 jobbra kanyarodott, a tobbi
egyenesen ment at. A keresztezodés minden kifelé illetve befele mend savjaban egy-egy
miiszer mérte az elhaladé auték szamat. Sajnos a nyolc miiszerbdl csak négy miikodott, az
ezek altal szamolt autok szamat az abra mutatja. Hatarozd meg a négy hianyzé értéket.

Els6 megoldas.  Mivel oOsszesen 100 auté szerepelt a mérésben, az abran ,balrol”
100 — (16 4+ 48 + 21) = 100 — 85 = 15 autd érkezett.

Vizsgaljuk meg, hogy az abran ,,jobbrél” érkezo 48 auté merre hagyhatta el a keresztezddést.
Legfeljebb 11 mehetett egyenesen, mert ,,balra” annyi hagyta el a keresztezddést. Azt is
tudjuk, hogy legfeljebb 10 + 27 = 37 auté kanyarodhatott valamerre. Ezen szdmok Osszege
éppen 48, igy minden irdnyba pontosan a fenti darabszamu auté ment. Vagyis a ,,jobbrél”
jovo autok kozil 27 jobbra kanyarodott, 11 egyenesen athaladt, 10 pedig balra kanyarodott.

gy viszont az Gsszes tobbi auté egyenesen haladt &t a keresztezddésen, igy egyszerfl
osszegzéssel megkapjuk a hidnyzo értékeket.

Maésodik megoldas. Mivel 6sszesen 100 auté szerepelt a mérésben, | balrél” 100 — (16 + 48 +
21) = 100 — 85 = 15 auté érkezett.

Mivel balra 10, jobbra pedig 27 auté kanyarodott, ezért a fennmaradé 100 — 10 — 27 = 63
autd egyenesen haladt at.

Ezen egyenesen athaladé autdk koziil, a megadott szamok alapjan, az abran ,,fentrél” legfel-
jebb 16, ,,balrél” 15, | lentrol” 21 érkezett, ,,jobbrél” pedig legfoljebb 11, mert ennyi hagy-
hatja csak el a keresztezodést ,,balra”’. Ezen szamok Osszege épp 63, tehat a fenti iranyokbdl
pontosan ennyi aut6 haladt at egyenesen.

Innentol a hianyzo értékeket egyértelmiien ki tudjuk tolteni.
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3. A labdafalvi focicsapatnak 11 tagja van, és 1-tél 11-ig szamozott mezeket hasznalnak. A
polén és a nadragon is szerepel a mezszam. A mai edzés el6tt azonban a szertaros Ossze-
keverte a nadragokat, igy minden jatékosnak mas szdm van a nadragjan, mint a pdéléjan.
Minden jatékos Osszeadta a pdlojan és a nadragjan szerepl6 szamot.

a) Lehetséges-e, hogy mind a 11 jatékos paratlan szamot kapott Osszegként?
b) Lehetséges-e, hogy senki nem kapott 3-mal oszthaté szdmot Gsszegként?

a) Nem lehetséges.
1-t6l 11-ig ot paros és hat paratlan szam van.

A hat paratlan szamu polé koziil legfeljebb 6t olyan lehet, amelyikhez paros szamu nadragot
parositottak. Ezért lesz legalabb egy olyan jatékos, akinek a péléjan és a nadragjan egyarant
paratlan szam all.

Mivel két paratlan szam Osszege biztosan paros, igy ez a jatékos nem kaphatott paratlan
szamot Osszegként.

b) Igen, lehetséges. Példdul:

nadrag | 1| 4 | 7 |10[2]| 5 | 8 |11 3|6 |9
péld [3]6 | 9|1 |58 1124|710
Gsszeg |4 [ 10 [ 16 [ 11 |7 |13 [19 13 [7[13] 19
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Anna mindegyik haromjegyi pozitiv egész szam esetén kiszamolta a szamjegyek szorzatat,
és az igy kapott 900 darab eredményt leirta egymas utan egy sorba.
Hényszor fordul el6, hogy két szomszédos eredmény kozott 36 a kiilonbség?

Két esetet kiilonboztetiink meg aszerint, hogy a szomszédos szamok koziil a kisebbik 9-re
végzodik-e, vagy nem.

e Ha a kisebbik szam 9-re végzodik, akkor a rdkovetkezo nullara, igy a szamjegyszorzatok
kiilonbsége megegyezik a kisebbik (9-re végz6dé) szam jegyeinek szorzataval. Akkor lesz
ez 36, ha az elsé két jegy szorzata négy. Ez harom esetben fordul el6: 149, 229, 419.

e Ha a kisebbik szdm utolsé jegye 9-nél kisebb (mondjuk c), akkor a rékovetkez6 utolsé
jegye c+ 1. Az els6 két jegy ilyenkor azonos, és a szamjegyszorzatok kiilonbsége éppen
az elsé két jegy szorzata (példdul 267 — 268 =2-6-8—-2-6-7=2-6-1).

Két szamjegy szorzata az alabbi esetekben lehet 36: 4 -9, 6 -6, 9-4. A kisebbik szam
utolsé jegye pedig 9-t6l kiilonbozik, tehdt a {0, 1,2,3,4,5,6,7,8} halmaz eleme.

Ez 6sszesen 3 -9 = 27 lehet6ség. (490,491,. .., 498, 660, 661,...,668,940,941,. .., 948)

Tehat oOsszesen 3 + 27 = 30 esetben fordul el6, hogy a szomszédos szamok
szamjegyszorzatanak kiilonbsége 36. o

Egy 3 cm élhosszisagu tomor kockat szeretnénk olyan téglatestekbdl felépiteni, amelyeknek
minden élhosszisaga cm-ben mérve egész szam. Ezt gy szeretnénk megtenni, hogy a
téglatestek kozott semelyik ketté ne legyen egyforma alaku.

Fel tudjuk-e a kockat épiteni

a) 6 db

b) 7 db téglatestbdl, ezen szabdlyok betartdséval?

a) Lehetséges. A kovetkezo téglatesteket hasznaljuk: 1 x1x 1, 1x1x2, 1 x1x3,1x2x2,
2x2x2 1x3x3. (Ettdl 1ényegében kiilonb6zé megoldds nem 1étezik.)

b) Nem lehetséges. A kovetkezd téglatestek johetnek széba:

a b c | térfogat (cm?) a b c | térfogat (cm?)
1 1 1 1 1 3 3 9
1 1 2 2 2 2 2 8
1 1 3 3 2 2 3 12
1 2 2 4 2 3 3 18
1 2 3 6 3 3 3 27

1+24+3+4+6+8+4+9=33.
Ez t6bb, mint a kocka térfogata (27). (1)

A hét legkisebb lehetséges téglatest térfogatanak Osszeg

@
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1. Egy keresztezddésben forgalomfelmérést tartottak. A vizsgalt idészakban pontosan 100
auté haladt 4t a keresztezddésen, ezek kozil 10 balra és 27 jobbra kanyarodott, a tobbi
egyenesen ment at. A keresztezodés minden kifelé illetve befele mend savjaban egy-egy
miiszer mérte az elhaladé auték szamat. Sajnos a nyolc miiszerbdl csak négy miikodott, az
ezek altal szamolt autok szamét az dbra mutatja. Hatarozd meg a négy hianyzé értéket.

16! 2
I
48
?

¢:T
|
LT

Els6 megoldas.  Mivel oOsszesen 100 auto szerepelt a mérésben, az abran ,balrol”
100 — (16 4+ 48 4+ 21) = 100 — 85 = 15 aut6 érkezett.

Vizsgaljuk meg, hogy az abran ,,jobbrél” érkezo 48 auté merre hagyhatta el a keresztezddést.
Legfeljebb 11 mehetett egyenesen, mert ,,balra” annyi hagyta el a keresztezddést. Azt is
tudjuk, hogy legfeljebb 10 + 27 = 37 auté kanyarodhatott valamerre. Ezen szédmok Osszege
éppen 48, igy minden irdnyba pontosan a fenti darabszamu auté ment. Vagyis a ,,jobbrél”
jovo autok koziil 27 jobbra kanyarodott, 11 egyenesen athaladt, 10 pedig balra kanyarodott.

fgy viszont az Osszes tobbi autd egyenesen haladt at a keresztezddésen, igy egyszert
osszegzéssel megkapjuk a hianyzé értékeket.

Masodik megoldds. Mivel 6sszesen 100 auté szerepelt a mérésben, , balrél” 100 — (16 + 48 +
21) = 100 — 85 = 15 auté érkezett.

Mivel balra 10, jobbra pedig 27 aut6é kanyarodott, ezért a fennmarad6 100 — 10 — 27 = 63
autd egyenesen haladt at.

Ezen egyenesen athaladé autdk koziil, a megadott szamok alapjan, az abran ,,fentrél” legfel-
jebb 16, ,,balrél” 15, | lentrol” 21 érkezett, ,,jobbrdél” pedig legfoljebb 11, mert ennyi hagy-
hatja csak el a keresztezddést ,,balra”. Ezen szamok Osszege épp 63, tehat a fenti irdanyokbol
pontosan ennyi auté haladt at egyenesen.

Innentol a hianyzo értékeket egyértelmiien ki tudjuk tolteni.
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A Szazmez6s Pagony az abra szerint fel van osztva 10 x 10 mezére. A délnyugati sa-
rokmezoben lakik egy varazsmand, a tobbi 99 mezében egy-egy kincs van, melyek koziil
a mand szeretne minél tobbet Osszegytjteni. Délelottonként nyugatrdl fiij a szél, ilyenkor
léghajojaval 2 vagy 5 mezovel keletebbre tud leszallni. Délutanonként déli irdnybdl fij a
sz¢€l, ha ilyenkor szall fel, akkor léghajdéjaval 3 vagy 4 mezovel északabbra tud eljutni. Nem
kell mindkét napszakban felszéllnia. (Az dbran bejeloltiik azt a nyolc mez6t, ahové egy
nap alatt el tud jutni). A vardzsmandé léghajéval nyugati vagy déli irdnyba nem tud utazni,
de ha néhdny napnyi utazas utén csettint egyet, akkor egybdl visszakeriil (a léghajdjaval
egylitt) a bal alsé mezdbe.

Legfeljebb hany kincset tud a mané igy Osszegytijteni?

Bszak

I
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Mivel a mané donthet gy, hogy csak délelétt vagy csak délutan szall fel, ezért elég kiilon-
kiilon megnézni, hogy melyik o oszlopokba, és melyik s sorokba tud eljutni. Ha ezt mar
tudjuk, akkor ezekbdl alkothaté Gsszes rendezett (o, s) par olyan mez6t ir le, ahova a mané
el tud jutni, és csak ezek a mezok érhetok el.

Az elérhet6 oszlopok sorszama (balrdl jobbra szamozva) 1 4+ a -2+ b - 5 alakd, ahol a és b
nemnegativ egész. a legfeljebb 4, b legfeljebb 1. Az Gsszes eset konnyen végignézheto, az
elérheté oszlopok sorszéama: {1,3,5,6,7,8,9,10}.

Az elérhetd sorok sorszama (alulrdl felfelé szamozva) 1+ ¢ -3 + d - 4 alakd, ahol 0 < ¢ < 3

és 0 < d < 2 egészek. Az eseteket végignézve kapjuk, hogy az elérheto sorok sorszama:
{1,4,5,7,8,9,10}.

A bevezetd megjegyzés alapjan a 8 elérhetd oszlop és a 7 elérhetd sor Osszesen 8 - 7 = 56
elérhet6 mezot jelent, de a bal alsé mez6é nem rejt kincset, ezért a mand osszesen 55 kincset
tud Osszegytjteni. o
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Az 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8 9 szamok kozil kivalasztottunk hetet, és beirtuk cket egy-egy
karikaba. Minden beirt szamra igaz, hogy a két szomszédos karikaba irt szam szorzatat
maradék nélkiil eloszthatjuk vele. Hanyféleképpen tolthettiik ki az abrat?

Az 5 és a 7 nem szerepelhet benne, mert 1-t0l 9-ig csak egyetlen szamot osztanak, ezért
nem osztoi semelyik masik két szamjegy szorzatanak.

A hét karikaba tehat az 1, 2, 3, 4, 6, 8, 9 szamokat kell beirni valamilyen sorrendben.
A 9 csak a 3 és a 6 kozott lehet, mert mas parok esetén a szorzat nem oszthatéd 9-cel.

A 8-as szdmnak egyik oldalan a 4-esnek kell allnia, a masik oldaldn a 2-esnek vagy a 6-osnak.
fgy harom paros szam egymas mellett van, ezért a negyedik paros szamnak ezek mellett kell
helyet foglalnia, vagyis a harom paratlan szam is egymas mellett van. Ahhoz, hogy az 1, 3
és 9 egyméas mellett legyen, valamint a 9-es a 3-as és a 6-os kozott legyen, a négy szdmnak
1, 3, 9, 6 sorrendben kell egymast kovetnie.

Szamoljuk meg elOszor azokat a megoldédsokat, amelyekben az 1-es szerepel a fels6 karikdban.

Tegyiik fel, hogy a 3 az 1 bal szomszédja az abran, és irjuk be 9-et és a 6-ot is.

Ezutdn mér csak azt kell garantalni, hogy a 8 egyik szomszédja a 4 legyen, a mésik szomszédja
pedig paros. Igy harom megoldast kapunk:

Ha a 3 az 1 jobb szomszédja, akkor az el6z6 megoldasok tiikorképeit kapjuk. fgy Osszesen
hat olyan kitoltés van, amelyben az 1-es all a fels6 karikdban.

Végiil vegyiik észre, hogy:
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e egy helyes kitoltés 6 (6nmagaval egyiitt 7) ,elforgatottja” is helyes megoldds (és ezek
egymastdl kiillonbozo kitoltések)

e minden helyes kitoltés megkaphato igy.
[gy dsszesen 6 - 7 = 42 j6 kitoltés létezik. (1)

Egy 6rdanak harom mutatéja van (kis-, nagy- és masodpercmutatd), amelyek folyamatosan
jarnak. Az éraban 1évé elem kezd lemertilni, ezért az ora lelassul, ha valamelyik mutatéja
emelkedik. Ha csak egy mutatd emelkedik, akkor az éra az eredeti sebességének felével jar,
ha két mutatd emelkedik, akkor az eredeti sebesség negyedével jar, ha pedig mindharom
mutaté emelkedik, akkor az eredeti sebesség nyolcadaval jar az éra. (Egy mutaté akkor
emelkedik, ha a hatost mér elhagyta, de a tizenkettest még nem érte el.)

Kezdetben mindharom mutato legfeliil, a tizenkettesen all. Legkorabban hany éra milva
all el6 Gjra ugyanez a helyzet?

Els6 megoldas. A méasodpercmutaténak 60 - 12 = 720 kort kell megtennie, hogy a mutatok
visszatérjenek eredeti helyzetiikbe, mert 60 kor egy ,,6raval” mozditatja el a nagymutatot
és ezt 12-szer kell megismételni. (Az idézéjeles ,,6ra” itt a nagymutaté dltal megtett egy
teljes kort jelent.)

Azt fogjuk nézni, hogy a kismutatd és a nagymutatd helyzetétol fiiggden hany masodperc
alatt tesz meg egy kort a méasodpercmutatd. Felhasznéljuk, hogy a masodpercmutatéd egy
teljes kore alatt az nem véltozik, hogy a mésik két mutaté | felfele” vagy ,,lefele” mozog.

Amikor a nagymutaté és a kismutatd is lefele megy, akkor a masodpercmutaté az elso félkort
lefelé teszi meg, tehat ,,valodi” idében, 30 mp alatt végez vele. A méasodik félkorben felfele
megy, ezért fele olyan gyors, igy ehhez 60 mp kell. Igy kapjuk 6sszesen a 90 mp-es koridot.

Ha nagymutato és a kismutaté koziil az egyik lefele, a masik felfele megy, akkor 180 mp
alatt ér a masodpercmutaté korbe. Ha pedig mindkét mutato felfele megy, akkor 360 mp.

Az hogy a nagy- és a kismutatoé lefele menjen, az 6 ,,6raban” fordul eld, és minden ,,éranak”
az els6 30 ,,percében”. Vagyis 180 korben fog mindkét mutaté lefele menni. Ugyanigy
kiszamolhato, hogy 180 korben megy mindkét mutaté felfelé. A maradék 360 korben az
egyik mutato lefele, a masik felfele fog menni.

Foglaljuk téablazatba a kiilonbozd eseteket:

kismutaté és nagymutaté korok szama a méasodpercmutaté egy korének ideje

le, le 180 90 mp
fel, le 180 180 mp
le, fel 180 180 mp
fel, fel 180 360 mp

()sszességében 180 - (90 4 180 4 180 + 360) masodperc telik el, amig a mutatdk visszatérnek
eredeti helyzetiikbe.

Ez 3- (90 + 180 + 180 + 360) perc, tehdt 3 - (2 + 3 + 3 + 6) = 40,5 ra.
Tehat 40 és fél 6ra utan all vissza az eredeti allapot.

Masodik megoldas. A mutatok egymashoz képest ugyaniugy mozognak, mint egy pontosan
jaré éranal. Legkozelebb akkor lesz mindhdrom mutaté a 12-esen, ha a kismutatd egyszer
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korbeért. Ez haromszor annyi id6, mint amennyi alatt leér a 6-osig, hiszen a tav masik felén
minden fele akkora sebességgel torténik.

Ahhoz, hogy a kismutaté leérjen a 6-oshoz, a nagymutaténak 6 teljes kort kell megtennie.
Egy ilyen koér haromszor annyi id6, mint amennyi alatt a nagymutaté leér a 6-osig — a
fentiekhez hasonldan.

Ahhoz, hogy a nagymutato leérjen a 6-osig, a masodpercmutaténak 30 teljes kort kell meg-
tennie. Egy ilyen kor 3 - 30 masodperc (a kis- és nagymutatok még lefelé haladnak).

Tehét a korbeéréshez sziikséges id6 3 -6 -3 - 30 - 3 - 30 = 145800 méasodperc, azaz 40,5 ora.

Megjegyzés. A feladat mélyén a kovetkezo észrevétel rejlik: mindegyik mutaté a mozgdsa
soran az Ut egyik felét fele olyan lassan teszi meg, mint a mésikat, igy a mozgasa masfélszer
olyan hosszu ideig tart, mint normalisan. Mivel a mutatok mozgéasa egymastoél |, fliggetlen”,
és a mutatok egymast is lassitjak, igy ezek a masfélszeres szorzok osszeszorzdédnak, tehat a
korbeééréshez sziikséges id6 az eredeti 1,5 - 1,5+ 1,5 = 27/8-szorosa, ami végeredményként
12-27/8 = 81/2 = 40,5 érat ad. (1)

5. Egy 3 cm élhosszisagi tomor kockat szeretnénk olyan téglatestekre felbontani, amelyek-
nek minden élhosszisdga egész. Ezt ugy szeretnénk megtenni, hogy a téglatestek kozott
semelyik ketté ne legyen egyforma alaku.

Legfeljebb hany téglatestre tudjuk felbontani a kockéat ezen szabélyok betartdasaval?

Eloszor megmutatjuk, hogy 6 téglatestre fel tudjuk bontani.

A kovetkez6 téglatesteket hasznaljuk: 1 x 1 x 1, 1 x1x2, 1 x1x3,1x2x2,2x2x2,
1 x 3 x 3. (Ett6l lényegében kiilonb6zé konstrukeié nem létezik.)

Most pedig lassuk be, hogy 7 téglatestre nem lehet felbontani. A kovetkezd téglatestek
johetnek széba:

a b c | térfogat (cm?) a b c | térfogat (cm?)
1 1 1 1 1 3 3 9
1 1 2 2 2 2 2 8
1 1 3 3 2 2 3 12
1 2 2 4 2 3 3 18
1 2 3 6 3 3 3 27

A hét legkisebb lehetséges téglatest térfogatanak osszege 1 +2+3+4+ 6+ 8 +9 = 33.
Ez t6bb, mint a kocka térfogata (27). (1)
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r—m Orszagos donto

1. A Szazmez6s Pagony az dbra szerint fel van osztva 10 x 10 mezore. A délnyugati sa-
rokmezoben lakik egy varazsmand, a tobbi 99 mezében egy-egy kincs van, melyek koziil
a mand szeretne minél tobbet Osszegytjteni. Délelottonként nyugatrdl fij a szél, ilyenkor
léghajojaval 2 vagy 5 mezovel keletebbre tud leszallni. Délutanonként déli irdnybdl fij a
sz€l, ha ilyenkor szall fel, akkor léghajdjaval 3 vagy 4 mezovel északabbra tud eljutni. Nem
kell mindkét napszakban felszallnia. (Az abréan bejeldltiik azt a nyole mezdt, ahova egy nap
alatt el tud jutni). A vardzsmané léghajéval nyugati vagy déli irdnyba nem tud utazni, de
ha csettint egyet, akkor egybél visszakeriil (a léghajdjaval egyiitt) a bal als6 mez6be.
Legfeljebb hany kincset tud a mané igy Osszegytijteni?
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Mivel a mané donthet gy, hogy csak délelétt vagy csak délutan szall fel, ezért elég kiilon-
kiilon megnézni, hogy melyik o oszlopokba, és melyik s sorokba tud eljutni. Ha ezt mar
tudjuk, akkor ezekbdl alkothaté Gsszes rendezett (o, s) par olyan mez6t ir le, ahova a mand
el tud jutni, és csak ezek a mezok érhetok el.

Az elérhet6 oszlopok sorszama (balrdl jobbra szamozva) 14 a -2+ b -5 alakd, ahol a és b
nemnegativ egész. a legfeljebb 4, b legfeljebb 1. Az Osszes eset konnyen végignézheto, az
elérheté oszlopok sorszéama: {1,3,5,6,7,8,9,10}.

Az elérhet sorok sorszdma (alulrdl felfelé szamozva) 1+ ¢ -3 + d - 4 alakd, ahol 0 < ¢ < 3

és 0 < d < 2 egészek. Az eseteket végignézve kapjuk, hogy az elérheté sorok sorszama:
{1,4,5,7,8,9,10}.

A bevezetd megjegyzés alapjan a 8 elérhetd oszlop és a 7 elérhetd sor Osszesen 8 - 7 = 56
elérhet6 mezot jelent, de a bal alsé mez6é nem rejt kincset, ezért a mano osszesen 55 kincset
tud osszegytjteni. o
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Egy haromszog egy magassagvonalat nagyrandtinek nevezzik, ha legalabb 10 cm hosszu.
Mi egy olyan haromszog teriiletének legkisebb lehetséges értéke, amelynek két nagyrandtt
magassagvonala is van?

Legyen a két nagyranott magassagvonal hossza m, > 10 és my; > 10.

Egy tetszoleges haromszogben b > m,, ¢ > m,, a > my, ¢ > my. Ez abbdl kovetkezik, hogy
egy adott csicshoz legkozelebb esé pontja a vele szemkozt 16vo oldalegyenesnek az, amellyel
az Oket 0sszekoto szakasz merdleges az egyenesre.

Innenazmb210:>T:%Zloéﬁ:f)()cm?

Az alsé becslés éles, megvalésul abban a derékszogii haromszogben, amelynek mindkét be-
fogéja 10 cm hosszu.

Tehat a legkisebb lehetséges teriilet 50 cm 2. o

Egy 6réanak harom mutatéja van (kis-, nagy- és masodpercmutatd), amelyek folyamatosan
jarnak. Az oraban 1évé elem kezd lemertilni, ezért az ora lelassul, ha valamelyik mutatéja
emelkedik. Ha csak egy mutat6 emelkedik, akkor az 6ra az eredeti sebességének felével jar,
ha két mutatd emelkedik, akkor az eredeti sebesség negyedével jar, ha pedig mindharom
mutaté emelkedik, akkor az eredeti sebesség nyolcadaval jar az déra. (Egy mutaté akkor
emelkedik, ha a hatost mér elhagyta, de a tizenkettest még nem érte el.)

Kezdetben mindharom mutaté legfeliil, a tizenkettesen all. Legkorabban hany 6ra miilva
all el Gjra ugyanez a helyzet?

Els6 megoldas. A masodpercmutaténak 60 - 12 = 720 kort kell megtennie, hogy a mutatok
visszatérjenek eredeti helyzetiikbe, mert 60 kor egy ,,6rdval” mozditatja el a nagymutatét
és ezt 12-szer kell megismételni. (Az idézdjeles ,,6ra” itt a nagymutatd altal megtett egy
teljes kort jelent.)

Azt fogjuk nézni, hogy a kismutaté és a nagymutato helyzetétol fiiggden hany masodperc
alatt tesz meg egy kort a masodperc mutatd. Felhasznaljuk, hogy a méasodpercmutatd egy
teljes kore alatt az nem valtozik, hogy a masik két mutato ,.felfele” vagy ,lefele” mozog.

Amikor a nagymutaté és a kismutato is lefele megy, akkor a masodpercmutatd az elso félkort
lefelé teszi meg, tehat ,,valodi” idében, 30 mp alatt végez vele. A méasodik félkérben felfele
megy, ezért fele olyan gyors, igy ehhez 60 mp kell. Igy kapjuk Osszesen a 90 mp-es koridot.

Ha nagymutato és a kismutaté koziil az egyik lefele, a masik felfele megy, akkor 180 mp
alatt ér a masodpercmutaté korbe. Ha pedig mindkét mutato felfele megy, akkor 360 mp.

Az hogy a nagy- és a kismutatoé lefele menjen, az 6 ,,6raban” fordul eld, és minden ,,éranak”
az els6 30 ,,percében”. Vagyis 180 korben fog mindkét mutatd lefele menni. Ugyanigy
kiszamolhato, hogy 180 korben megy mindkét mutaté felfelé. A maradék 360 korben az
egyik mutato lefele, a masik felfele fog menni.

Foglaljuk tablazatba a kiilonboz6 eseteket:

kismutaté és nagymutaté korok szama a masodpercmutatd egy korének ideje

le, le 180 90 mp
fel, le 180 180 mp
le, fel 180 180 mp

fel, fel 180 360 mp
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Osszességében 180 - (90 + 180 4 180 + 360) masodperc telik el, amig a mutatdk visszatérnek
eredeti helyzetiikbe.

Ez 3 - (90 4 180 + 180 + 360) perc, tehat 3 - (% +3+3+6)=40,5 6ra.
Tehat 40 és fél 6ra utan all vissza az eredeti allapot.

Masodik megoldas. A mutatok egymaéshoz képest ugyantigy mozognak, mint egy pontosan
jaré éranal. Legkozelebb akkor lesz mindhdrom mutaté a 12-esen, ha a kismutatd egyszer
korbeért. Ez haromszor annyi id6, mint amennyi alatt leér a 6-osig, hiszen a tav masik felén
minden fele akkora sebességgel torténik.

Ahhoz, hogy a kismutaté leérjen a 6-oshoz, a nagymutaténak 6 teljes kort kell megtennie.
Egy ilyen kor haromszor annyi id6, mint amennyi alatt a nagymutato leér a 6-osig — a
fentiekhez hasonl6an.

Ahhoz, hogy a nagymutaté leérjen a 6-osig, a masodpercmutaténak 30 teljes kort kell meg-
tennie. Egy ilyen kor 3 - 30 masodperc (a kis- és nagymutatok még lefelé haladnak).

Tehat a korbeéréshez sziikséges id6 3 -6 -3 - 30 - 3 - 30 = 145800 méasodperc, azaz 40,5 ora.

Megjegyzés. A feladat mélyén a kovetkez6 észrevétel rejlik: mindegyik mutaté a mozgésa
soran az Ut egyik felét fele olyan lassan teszi meg, mint a méasikat, igy a mozgasa masfélszer
olyan hosszu ideig tart, mint normalisan. Mivel a mutatok mozgasa egymastol | fiiggetlen”,
és a mutatdk egymast is lassitjak, igy ezek a masfélszeres szorzdk Gsszeszorzddnak, tehat a
korbeééréshez sziikséges id6 az eredeti 1,5 - 1,5+ 1,5 = 27/8-szorosa, ami végeredményként
12-27/8 = 81/2 = 40,5 6rét ad.

Ot kiilonboz6 pozitiv egész szamot ordégi otosnek neveziink, ha igaz rajuk a kovetkezd
tulajdonsdg: akarhogyan is valasztunk ki az 6t szam koziil kettot, ezek szorzata mindig
osztdja a maradék harom szam szorzatdanak. Adj meg egy 6rdogi 6tost gy, hogy abban a
legnagyobb szam a lehet6 legkisebb legyen!

Megoldasként elegendo egy jo ordogi 6tost megadnod, nem kell szovegesen indokolnod, hogy
tényleg 6rdogi 6tost alkotnak. Azonban javasoljuk, hogy magadnak alaposan ellendrizd az
oszthatosagi feltétel teljestilését, mert csak valédi 6rdogi otosre kaphatsz pontokat.

Minél kisebb az 6rdogi 6tos legnagyobb szama, annél tobb pontot érhet a megoldasod. Nincs
sziikség annak indoklasédra, hogy a legnagyobb szam értéke tovabb mar nem csokkentheto.

Néhany lehetséges konstrukcio:
o 24 =16, 2° =32, 26 = 64, 27 = 128, 28 = 256, legnagyobb szdm: 256.

©2-3-5=30,2-3-7=42,2-5-7T=70,3-5-7=135,2-3-5-7 = 210, legnagyobb
szam: 210.

22.3=12,22.32=24,23.3=236,23-3% =172, 2% . 3% = 144, legnagyobb szam: 144.

©22.3=1222.5=20,2-3-5=230,32-3-5=060,2%-3-5 =120, legnagyobb szdm:
120.

© 22.3=12,2=16,2%-3=24,2%.3 =148, 2°-3 = 96, legnagyobb szam: 96.

Ellencérizhetd, hogy az utolsé konstrukcio lesz a legjobb konstrukcid, erre a konstrukciora
jart a maximalis pontszam. o
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5.

A fonok munkdja soran négy dossziét hasznal, melyeket A, B, C és D jelol. A foncknek van
egy irdasztala, melynek egy fiékja van. A nap kezdetén a dossziék koziil néhany a fiokban,
néhany pedig az asztalon van egymaéson. (Az iréasztalon és a fickban a négy dosszién kiviil
nincs semmi.) A dossziékat csak a fénok titkarndje mozgathatja. Amikor a f6nok kimondja
valamelyik dosszié nevét, akkor a titkarno a kovetkezot teszi azzal a dossziéval:

e ha a dosszié nem legfeliil van az irdasztalon vagy a fiokban van, akkor ezt a dossziét
az irdéasztalon legfeliilre helyezi,

e ha pedig a dosszié az irdasztalon legfeliil van, akkor beteszi a dossziét a fiokba.

A fonok azt szereti, ha a nap végén mindegyik dosszié a fiockban van. Ehhez szeretne egy
olyan betiisorozatot kitalalni, melyet végigmondva az Osszes dosszié a fiokba kertil, fligget-
leniil attél, hogy kezdetben hogy voltak elrendezve a dossziék. Létezik-e ilyen betiisorozat?

Elsé megoldas. Az ABAA sorozat beteszi A-t a fidkba. Ennek igazolasahoz kovessiik végig,
mi a helyzet az egyes utasitasok utan. Az elsé lépésben A vagy feliilre vagy (ha mar eleve
ott volt) a fickba keriilt. A mésodik 1épés utédn biztos, hogy nem A van felil. Emiatt az
utolsé két 1épés elébb feliilre, majd a fiékba teszi A-t.

Az el6bb leirt | algoritmus” segitségével még B-t és C-t is be tudja a fondk tenni a fiokba:

ABAABCBBCDCC

A 12 1épés utan két lehetséges allapot van. Vagy minden dosszié a fiokba keriilt vagy egyediil
D van az asztalon (és igy egyben legfeliil).

A befejezés lehetséges példaul a kovetkezo parancsokkal:

ADDA

Itt eloszor A feliilre kertilt, majd D feliilre keriilt, aztan D és A a fiékba.

Tehat létezik j6 betlisorozat, példaul:

ABAABCBBCDCCADDA

Masodik megoldas. Az ABCDABCDDC BA sorozat megfeleld.

A maésodik A utan az A dosszié legfeliill van az asztalon. Ha ugyanis az elsé A fiékba
tette, akkor a masodik értelemszertien feliilre teszi. Ha viszont az elsé A utan feliilre keriilt,
akkor a kovetkezo 1épés rahelyez egy mésikat (B-t), ami nem is keriilhet le réla (hiszen nem
ismétlodik a kovetkezd A-ig), igy a mésodik A ismét feliilre fogja helyezni.

Ugyanez a gondolatmenet mutatja, hogy a masodik B utdn B, a masodik C' utan C, a
masodik D utan D lesz legfeliil az asztalon. Tehat ABCDABCD utan minden dosszié az
asztalon van, alulrdl felfelé A, B, C, D sorrendben. Innen a DC BA sorozat mindent elpakol
a fickba. O
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r—m Orszagos donto

1. Az abran lathaté médon harom egyforma szabdlyos hatszoget rajzoltam egy téglalapba.
Mekkora egy hatszog teriilete, ha a téglalap teriilete 80 cm??

Kifejezziik a téglalap teriiletét a hatszog T teriiletével. Ehhez osszuk fel a téglalapot az
abran lathaté részekre. A harom hatszogon kivil még haromféle részt kaptunk: két
derékszogli haromszoget, harom egyenld szari haromszoget és két hurtrapést.

A hurtrapézrél vilagos, hogy a hatszog tertiletének a fele.

A derékszogii haromszog félszabalyos, melybol kettot osszeillesztve a hosszabb befogdjuknal
egy szabdlyos haromszoget kapok, melynek oldalhossza megegyezik a szabalyos hatszog ol-
dalhosszaval. Az vilagos, hogy egy szabalyos hatszoget hat ilyen szabalyos haromszogre
lehet felbontani, tehat a szabdlyos haromszog teriilete a hatoda a hatszog teriiletének, a
félszabalyos haromszog teiilete pedig a 1/12 része.

Az egyenld szari haromszog felbonthaté két ilyen derékszogli haromszogre, annak a tertilete
igy 1/6 része a hatszog teriiletének.

fgy végiil a keresett teriilet:

1 1 1 2 14 120
80=T-(3-1+2-2+3-242-— | =T 45=T - — =T =—
( Terg et 12) 37
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2.

A sakktabla Osszes mez6jét szeretnénk egy bastyaval bejarni, minél kevesebb lépéssel.
Ehhez kezdetben a bastyaval egy altalunk vélasztott mezore, majd minden lépésben egy
olyan mezdre 1éphetiink, amely az el6z6 mez6vel megegyezd sorban vagy oszlopban van.
Hany 1épés kell az Osszes mezo bejarasahoz? Egy mezot bejartnak tekintiink, ha arra a
bastyaval raléptink vagy egy 1épés soran felette athaladtunk.

Els6 megoldas. Ha minden sorban tesz legalabb egy 1épést a bastya, az legalabb 8 vizszintes
lépés. Koztiik legalabb hétszer sort kell valtani, ami legaldbb 7 fliggdleges 1épés.

Ugyanigy, ha minden oszlopban tesz legaldbb egy 1épést a bastya, akkor az legalabb 8
fliggbleges, és koztiik legalabb 7 vizszintes 1épés.

Ha lenne olyan sor és oszlop is, amelyben nem tesz lépést a bastya, akkor az ezek
metszéspontjaban 1évé mezére nem léphetne ra, és felette elhaladni sem tudna, ez tehat
lehetetlen.

fgy mindenképp kell legalabb 15 1épés, ami elég is:

s

__________ b @

Masodik megoldas. 15 1épés elég (1d. el6z6 megoldas).

Megmutatjuk, hogy ennél kevesebb 1épés nem elég. Még akkor sem, ha tébb kozvetleniil
egymds utan megtett vizszintes 1épést egyetlen 1épésnek szamolunk (és hasonléan a szom-
szédos fliiggbleges 1épéseket is dsszevonjuk).

Mostantdl tehat feltehetjiik, hogy mondjuk felvaltva fliggbleges és viszintes 1épések kovetik
egymast.

Jellemezziink egy allast két nyolc hosszi listaval. Az elsé listaban szereplo szamok azt irjak
le, hogy oszloponként hany olyan mez6 maradt amin / ami felett még nem jartunk. A
méasodik lista azt tartalmazza, hogy soronként hany olyan mez6 maradt amin / ami felett
még nem jartunk.

A kezdo allapotban mindkét lista 8 darab nyolcast tartalmaz.
Egy fliggdleges 1épés hatasa a kovetkezo:

e Az elso listaban egyetlen szam tetszoéleges pozitiv egész értékkel csokken.
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e A masodik listdban minden szam legfeljebb eggyel csokken és legaldbb egy pontosan
eggyel.
Egy vizszintes 1épés hatasa hasonld, csak a két lista szerepe felcserélodik. Akkor van vége
a bejarasnak, ha mindkét lista csupa nullat tartalmaz. Tegyiik fel, hogy fiiggdleges 1épéssel
kezdiink, és kovessiik, mit tartalmazhat az elsé lista.

Az elso 1épés utan legaldbb 7 érték legalabb 8.

A maésodik (vizszintes) 1épés utdn 7 érték legaldabb 7.
A harmadik 1épés utan 6 érték legalabb 7.

A negyedik 1épés utan 6 érték legalabb 6.

Az otodik 1épés utan 5 érték legalabb 6.

A hatodik 1épés utan 5 érték legalabb 5.

A tizenharmadik 1épés utan 1 érték legalabb 2.

A tizennegyedik 1épés utan 1 érték legalabb 1.
Teh4t 14 1épés nem elegendd. (1)

3. Ot kiilonbozé pozitiv egész szamot orddgi dtosnek neveziink, ha igaz rajuk a kovetkezd
tulajdonsdg: akarhogyan is valasztunk ki az 6t szam koziil kettot, ezek szorzata mindig
osztéja a maradék harom szam szorzatanak. Adj meg egy 6rdogi 6tost ugy, hogy abban a
legnagyobb szam a leheté legkisebb legyen!

Megoldasként elegendo egy jo ordogi 6tost megadnod, nem kell szévegesen indokolnod, hogy
tényleg 6rdogi 6tost alkotnak. Azonban javasoljuk, hogy magadnak alaposan ellendrizd az
oszthatosagi feltétel teljestilését, mert csak valédi 6rdogi otosre kaphatsz pontokat.

Minél kisebb az 6rdogi 6tos legnagyobb szama, annél tobb pontot érhet a megoldasod. Nincs
sziikség annak indoklasdra, hogy a legnagyobb szam értéke tovabb mar nem csokkentheto.

Néhéany lehetséges konstrukeio:
e 1. konstrukcié: 2* = 16, 2° = 32, 26 = 64, 27 = 128, 2% = 256
Legnagyobb szam: 256
2. konstrukcié: 2-3-5=30,2-3-7=42,2-5-7=70,3-5-7=135,2-3-5-7 =210
Legnagyobb szam: 210
3. konstrukcié: 22-3 =12,22.32=24,23.3=236,2%-32=172,2%-32 =144

Legnagyobb szam: 144
4. konstrukcié: 22-3=12,22.5=20,2-3-5=30,3%-3-5=60,2%-3-5=120

Legnagyobb szam: 120
5. konstrukcié: 22-3 =12,2*=16,2%-3=24,2*.3=48,2°-3 =96
Legnagyobb szam: 96

Ellenérizhet6, hogy az utolsé konstrukcio lesz a legjobb konstrukcid, erre a konstrukciora
jart a maximalis pontszam. o
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Egy haromszog egy magassagvonalat nagyrandtinek nevezzik, ha legalabb 10 cm hosszu.
Mi egy olyan haromszog teriiletének legkisebb lehetséges értéke, amelynek mindharom ma-
gassagvonala nagyranétt?

Els6 megolddas. A célunk annak megmutatasa, hogy a haromszog valamelyik oldalanak
hossza legaldbb 20/4/3 cm. Ez azt jelenti, hogy a héromszog teriilete legalabb (10 -
20/4/3)/2 = 100/+/3 ecm? (hiszen mindegyik oldalhoz legaldbb 10 cm hosszii magassag tar-
tozik), és ez meg is valésul anndl a szabalyos haromszognél, melynek magassaga 10 cm.

Tekintsiik a haromszog legnagyobb szogét. Az ebbdl indulé magassagvonal mindenképpen
a haromszog belsejében halad, és ezt a szoget két részre vagja, igy az igy keletkezo két szog
koziil az egyik nagysaga legaldbb 30°.

309

B C

Vizsgédljuk meg a magassdgvonal behizasa utan létrejott két derékszogli haromszog koziil
azt, melyben az el6bb emlitett, 30°-nal nem kisebb szog szerepel. Ennek a haromszognek
az egyik befogéja (az eredeti haromszog magassdgvonala) legaldbb 10 cm, és az ezen fekvo
hegyesszog legalabb 30°. Ekkor konnyen lathatéan az atfogdja legalabb olyan hosszi, mint
annak a félszabdlyos haromszognek az atfogéja, melynek a hosszabbik befogdja 10 cm, és
ez éppen 20/v/3 cm (lasd dbra: a vizsgalt derékszogli haromszoghbe belerajzoltuk azt a
félszabalyos héromszoget, melynek hosszabb befogéja 10 cm hosszisagi: AD hossza 10
cm, AE hossza 20/4/3 cm, és az ABE haromszogben E-nél tompaszig van, tehat AE a
leghosszabb oldala).

Masodik megoldas. A valasz: % cm? — ez éppen egy olyan szabalyos hdromszog teriilete,

amelynek mindharom magassagvonala 10 cm hosszu.

Legyen ugyanis ABC' egy olyan haromszog, amelynek mindharom magassiagvonala nagy-
ran6tt. Az altaldanossag korlatozasa nélkiil felteheto, hogy a > b > ¢. Elegendd belatnunk,
hogy a > \2/—% cm, hiszen ekkor a haromszog teriilete (cm?-ben mérve):

1 20 100v/3
—Z.q. —. 210 = .
2 2 V3 3

Huzzunk egy parhuzamost az A csiicson keresztiil az a oldal egyenesével. Tiikrozziik erre
a C pontot. C'A = CA =0, igy BAC" egy b+ ¢ hosszi torottvonal B és C' kozott, tehat
BC' <b+c¢<2a.
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s )

BCC" egy derékszogii haromszog, melyben BC befogd
hossza a, CC" befogé hossza 2m4 mig a BC” édtfogordl
azt tudjuk, hogy legfeljebb 2a hosszi. Igy a Pitagorasz-

’
- i tétel szerint:
A
| (2a)> > BC? =a>+ (2ma)?
3 3a®> > 4m’
\ 20
I a Z = =

3 E s

Harmadik megoldas. Legyen az ABC haromszognek minden magassagvonala nagyrandtt.
Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjik, hogy a > b > ¢, amibdl m, < my, < m, is
kovetkezik, tovabba az, hogy az A csicsnal 16v6 belsd szog legalabb 60°-0s.

Ha b = ¢, akkor az m, magassag a b és a c oldallal is ugyanakkora, méghozza legalabb
30°-0s szoget zar be, igy az ABC haromszog teljes egészében tartalmaz egy olyan szabalyos
haromszoget, amelynek magassaga m,,. fgy Tapc > m_g > % cm?. Egyenl6ség akkor és
csak akkor teljestil, ha az A csicsnal 1évo szog 60°-0s, azaz az ABC haromszog szabalyos,

és m, = 10 cm.

A tovabbiakban b > c¢. A célunk most annak a megmutatdsa, hogy a haromszogiinkbe
beledarabolhaté egy olyan egyenloszari haromszog, melynek magassédga megegyezik m,-val,
szarszoge pedig az A csucsnal 1évé szoggel.

Legyen az m, magassag talppontja T'. Tiikrozziik a B csucsot az AT egyenesre, a kapott B
pont a T'C' szakasz belsé pontja lesz, hiszen b > ¢ miatt T'C' > T'B. Huzzuk meg a B1AC<K
szogfelez6jét, ennek BiC-vel valé metszéspontja legyen S. Tikrozziikk a By pontot az AS
egyenesre, az igy kapott By pont az AC' oldal bels6é pontja.
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A titkrozések miatt az ABT és AB,T haromszogek, valamint az AB1S és AB,S haromszogek
egybevagdak, igy az ABsS haromszoget az ABT haromszog mellé illesztve megkapjuk a
kivént egyenldszari haromszoget, és igy a feladatot visszavezettiik az el6z6 (b = ¢) esetre.

Ezzel belattuk, hogy az ABC haromszog tertiletének legkisebb értéke 1—\%) cm?, amelyet a

10 cm magassagu szabdalyos haromszog esetén (és csakis akkor) vesz fel.

Megjegyzés. A 3. megoldas szamolassal is befejezheto:

T T T T
Tars = Tap,r +Taps = AQB = A321532 = ABQSBQ AQBC.

A T AS szog fele akkora, mint a BAC' szog, igy legalabb 30°-o0s. Ezért a T'AS haromszog teljes
egészében tartalmazza azt a T'AS” haromszoget, ahol S” a T'S szakasz pontja és T AS'<t = 30°.

Igy

m?2

a 100 2
azaz TABC>ﬁZ%Cm . o
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A fonok munkdja soran négy dossziét hasznal, melyeket A, B, C és D jelol. A f6noknek van
egy irdasztala, melynek egy fiékja van. A nap kezdetén a dossziék koziil néhany a fiokban,
néhany pedig az asztalon van egymaéson. (Az iréasztalon és a fickban a négy dosszién kiviil
nincs semmi.) A dossziékat csak a fénok titkarndje mozgathatja. Amikor a f6nok kimondja
valamelyik dosszié nevét, akkor a titkarno a kovetkezot teszi azzal a dossziéval:

e ha a dosszié nem legfeliil van az irdasztalon vagy a fiokban van, akkor ezt a dossziét
az irbéasztalon legfeliilre helyezi,

e ha pedig a dosszié az irdasztalon legfeliil van, akkor beteszi a dossziét a fiokba.

A fonok azt szereti, ha a nap végén mindegyik dosszié a fiockban van. Ehhez szeretne egy
olyan betisorozatot kitalalni, melyet végigmondva az Osszes dosszié a fiokba kertil, fligget-
leniil attél, hogy kezdetben hogy voltak elrendezve a dossziék. Létezik-e ilyen betiisorozat?

Elsé megoldas. Az ABAA sorozat beteszi A-t a fidkba. Ennek igazolasahoz kovessiik végig,
mi a helyzet az egyes utasitdsok utdn. Az els6 lépéesben A vagy feliilre vagy (ha mér eleve
ott volt) a fickba keriilt. A mésodik 1épés utdn biztos, hogy nem A van felil. Emiatt az
utolsé két 1épés elébb feliilre, majd a fiékba teszi A-t.

Az el6bb leirt | algoritmus” segitségével még B-t és C-t is be tudja a fondk tenni a fiokba:

ABAABCBBCDCC

A 12 1épés utan két lehetséges dllapot van. Vagy minden dosszié a fiokba keriilt vagy egyediil
D van az asztalon (és igy egyben legfeliil).

A befejezés lehetséges példaul a kovetkez6 parancsokkal:

ADDA

Itt eloszor A feliilre kertilt, majd D feliilre keriilt, aztan D és A a fiékba.

Tehat létezik j6 betlisorozat, példaul:

ABAABCBBCDCCADDA

Masodik megoldas. Az ABCDABCDDC BA sorozat megfeleld.

A maésodik A utan az A dosszié legfeliill van az asztalon. Ha ugyanis az elsé A fiékba
tette, akkor a masodik értelemszertien feliilre teszi. Ha viszont az elsé A utan feliilre keriilt,
akkor a kovetkezo 1épés rahelyez egy mésikat (B-t), ami nem is keriilhet le réla (hiszen nem
ismétlodik a kovetkezd A-ig), igy a mésodik A ismét feliilre fogja helyezni.

Ugyanez a gondolatmenet mutatja, hogy a masodik B utdn B, a masodik C' utan C, a
masodik D utan D lesz legfeliil az asztalon. Tehat ABCDABCD utan minden dosszié az
asztalon van, alulrdl felfelé A, B, C, D sorrendben. Innen a DC BA sorozat mindent elpakol
a fickba. O
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1. Tolts ki egy 4 x 4-es tablazatot 1-es és 2-es szamjegyekkel gy, hogy a balrdl jobbra és fentrol
lefele kiolvashaté négyjegyi szamok kozott a lehet6 legtobb kiilonbo6zo legyen.

1121111

211122 Példaul, az abran ldthato kitoltésbol ot kilonbozo négyjeqyt szam
212112 olvashato ki: 1211, 1212, 1221, 2122, 2212.

112121

A megoldds leirdsokor elegendd eqy kitoltott tabldazatot megadnod és felsorolnod az ebbdl ki-
olvashato négyjegyt szamokat. Nem kell indokolnod, hogy mds kitoltésbol nem lehet ennél
tobbféle négyjegyt szamot kiolvasni. o

2. Nyolc egyforma téglalapbdl és hat egyforma négyzetbdl egy nagy téglalapot épitettem, az
abran lathaté elrendezésben.

Mekkora a nagy téglalap teriilete, ha a négyzetek teriilete egyenként 4 cm?? o

3. a) Van-e olyan szadm, amelyet fel lehet {rni ketté darab haromjegyl pozitiv egész szam
szorzataként is, és harom darab haromjegyl pozitiv egész szam szorzataként is?
b) Van-e olyan szam, amelyet fel lehet irni harom darab haromjegyli pozitiv egész szam
szorzataként is, és négy darab haromjegyi pozitiv egész szam szorzataként is?
Megengedett, hogy eqy szorzatban tobbszor szerepeljen ugyanaz a szorzotényezo. °
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4. Anna, Béla, Csaba és Dora kozott kisorsoltak egy-egy csokival toltott dobozt. A dobozok
1-t6l 4-ig vannak megszamozva, és az egyik dobozban 1, a mésikban 2, a harmadikban 3
és a negyedikben 4 tabla csoki van. Miutan a gyerekek megtudtdk, hogy ki melyik dobozt
kapta és benne hany tabla csoki volt, a kovetkezo igaz kijelentéseket tették:

e Anna: Dora eggyel tobb tabla csokit kapott, mint én.
e Béla: Anna eggyel kisebb sorszamu dobozt kapott, mint én.
e Csaba: Anna és Béla Gsszesen annyi tabla csokit kaptak, mint én.

e Dora: Egyik dobozban sem volt ugyanannyi csoki, mint ahanyas szamot a dobozra
irtak.

Ki melyik dobozt kapta, és melyik dobozban hény tabla csoki volt?

©

5. Van egy autém, amely kozponti zarral van felszerve. Ez haromféle éllapotban lehet: (Z)
allapotban zéarva, (Ny) allapotban nyitva van az Osszes zar; mig (C's) allapotban a csomag-
tarto nyithaté, de az utastér nem. A zarhoz taviranyité is tartozik, melyen egyetlen gomb
van. Ennek megnyomaésaval a kozponti zar (Ny) allapotbdl (C's)-be, (Cs)-bol (Z)-be mig
(Z)-bdl (Ny)-be kapcsol. Tovabbd, ha a zar (Ny) allasban van és egy teljes percig nem
torténik gombnyomads, akkor a kézponti zar automatikusan (C's) allasba kapcsolja magat.

N » (Cs > (Z
Ny —— )

Sajnos nem emlékszem, hogy bezartam-e az autét, amikor a haz el6tt hagytam. Nincs
kedvem visszamenni a kocsihoz, de szerencsére a taviranyité az ablakbdl is miikodik. Ho-
gyan tudom elérni a lehetd legkevesebb gombnyoméssal, hogy a koézponti zar biztosan (Z)
allapotba keriiljon?

Az auto kezdetben bdrmelyik dllapotban lehet és az ablakbol nézve nem lehet megkiilonboztetni

az dllapotokat. o
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L. verseny 2020—-2021.

r—m Megyei fordulo

1. Egy utca két oldalan hat haz all, melyek az dbran lathaté mdédon meg vannak 1-t6l 6-ig
szamozva. A hat hazban lakik: Anna, Béla, Csaba, Dora, Endre, Fanni. A kovetkezo
allitasokat tudjuk réluk:

e Mindenki kiillonboz6 hizban lakik.

e Minden fitval szemben egy lany lakik.

e Anna és Endre hazszamainak 0sszege Dora hazszamaval egyenld.

e Dora és Béla hazszamainak 0sszege Fanni hazszdamaval egyenlo.
Ki melyik hézban lakik? 2 4 6

©

2. Nyolc egyforma téglalapbdl és négy egyforma négyzetbol egy nagy téglalapot épitettem, az
abran lathaté elrendezésben.

Tudjuk, hogy a nagy téglalap kertilete 42 cm. Hatarozd meg a nagy téglalap teriiletét. o

3. a) Van-e olyan szam, amelyet fel lehet {rni harom kiilénb6z6 héaromjegyti pozitiv egész szam
szorzataként is, és négy kiilonb6z6 haromjegyl pozitiv egész szam szorzataként is?
b) Van-e olyan szam, amelyet fel lehet irni hdrom kiilénb6z6 négyjegyti pozitiv egész szam
szorzataként is, és négy kiillonbo6zo négyjegyi pozitiv egész szam szorzataként is? o
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4. Van egy autém, amely kézponti zarral van felszerve. Ez héromféle allapotban lehet: (Z2)
allapotban zéarva, (Ny) allapotban nyitva van az Gsszes zar; mig (C's) allapotban a csomag-
tarto nyithaté, de az utastér nem. A zarhoz taviranyité is tartozik, melyen egyetlen gomb
van. Ennek megnyomadsaval a kozponti zar (Ny) allapotbdl (C's)-be, (Cs)-bol (Z)-be mig
(Z)-b6l (Ny)-be kapcsol. Tovabbé, ha a zar (Ny) allasban van és egy teljes percig nem
torténik gombnyomads, akkor a kozponti zar automatikusan (C's) allasba kapcsolja magat.

N » (Cs > (Z
Ny (C)——1 7)

Sajnos nem emlékszem, hogy bezartam-e az autét, amikor a haz el6tt hagytam. Nincs
kedvem visszamenni a kocsihoz, de szerencsére a tavirdanyitd az ablakbdl is miikodik. Ho-
gyan tudom elérni a lehetd legkevesebb gombnyoméssal, hogy a koézponti zar biztosan (Z2)
allapotba kertiljon?

Az auto kezdetben bdrmelyik dllapotban lehet és az ablakbol nézve nem lehet megkilonboztetni

az dllapotokat. o

5. Egy robot lépked egy téablazat mezdin. A lépései felvaltva a kovetkezdk:
e cgy olyan mezore 1ép at, amely az elozével oldalszomszédos
e cgy olyan mezore 1ép at, amely az elozével csucsszomszédos, de nem oldalszomszédos

A robot szeretne egy olyan korsétat tenni a tdblazaton, amely a tablazat Osszes mezdjét
pontosan egyszer tartalmazza, és végil visszalép a kiindulasi mezére. Meg tudja-e tenni a

bot, ha a tabldzat
robon, fia A tablasa a) 3 X 4-es, b) 4 x 4-es?

A robot tetszédleges mezon kezdheti a sétdt, és a kezddlépés tipusdt is megudlaszthatja.

©
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r—m Megyei fordulo

1. 12 egyforma téglalapbdl és 14 egyforma négyzetbdl egy nagy téglalapot épitettem, az dbran
lathato elrendezésben.

Milyen hosszt a kis négyzetek oldala, ha a nagy téglalap keriilete 840 cm? o
2. Miki, Niki és Viki kozt 10 egyforma szelet csokit osztunk ki. A kiosztds utdn mindenki
mondott harom &llitast, melybdl kett6 igaz, egy pedig hamis volt.

e Miki: , Niki és Viki is tobb csokit kapott, mint én. Niki 3 csokit kapott. Szeretem a
csokit.”

e Niki: ,,Nem kapott senki se kevesebb csokit, mint én. Nem kapott senki se tobb csokit,
mint én. Mindenki kapott legalabb 1 szelet csokit.”

e Viki: ,,En kettovel kevesebb csokit kaptam, mint Niki. Mindenki kiilonb6z6 szamu
csokit kapott. Miki 3 csokit kapott.”

Ki hany szelet csokit kapott? O

3. Hatarozd meg az aldbbi egyenlet Gsszes megoldédsat a pozitiv egész szamok korében:

1 2 3
S+t =4
a b ¢
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4. Egy robot lépked egy tablazat mezoin. A lépései felvaltva a kovetkezok:
e cgy olyan mezore 1ép at, amely az elozével oldalszomszédos
e cgy olyan mezore 1ép at, amely az elozével csucsszomszédos, de nem oldalszomszédos

A robot szeretne egy olyan sétat tenni a tablazaton, amely a tablazat 0sszes mezGjét pontosan
egyszer tartalmazza. Meg tudja-e tenni a robot, ha a tablazat

a) 3 x 4-es, b) 4 x 4-es?

A robot tetszdleges mezon kezdheti a sétdt, és a kezddlépés tipusdat is megualaszthatja.
Nem sziikséges a séta végén a kezddémezdre visszaérnie.

5. Pirossal megjeloltiik az ABCDFEF szabélyos hatszog cstcsait.
Hény olyan haromszog van a sikon, amelyre teljesiil, hogy mind a hat piros ponton dtmegy
a haromszog valamelyik oldalegyenese?
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r—w Megyei fordulo

1. Az dbran lathaté 6tszognek A-nél, B-nél és C-nél derékszoge van, a maradék két szoge pedig
135°-0s. Tudjuk tovabba, hogy AB = BC' = DE = 12 egység. Hatdrozd meg az 6tszog
tertiletét.

Teljes pontszamhoz a vdlasz legegyszeribb alakjdt kell megadnod.

E D
A C

B

©

2. Hatarozd meg az aldbbi egyenlet Gsszes megoldasat a pozitiv egész szamok korében:

1 2 3
S+ =4
a b ¢

©

3. Pirossal megjeloltiikk az ABC'DEF szabélyos hatszog cstcsait.
Hény olyan haromszog van a sikon, amelyre teljesiil, hogy mind a hat piros ponton dtmegy
a haromszog valamelyik oldalegyenese?

4. Egy 4 x 4-es tablazatot 1-es és 2-es szamjegyekkel kitoltottiink. A tablazatbdl balrdl jobbra,
jobbrol balra, fentrdl lefele és lentrol felfele is kiolvashatok négyjegyii szamok.
Legfeljebb hany kiilonbozo6 lehet az igy kiolvashaté 16 db négyjegyli szam kozott?

1121111

2|2 Példdul, az abrdn lathato kitoltésbol 8 kilonbozo négyjeqyis szdm °
112 olvashato ki: 1121, 1211, 1212, 1221, 2122, 2121, 2212, 2211.
2|1

211
2|2
112

5. Bizonyitsd be, hogy 99 darab egész szam koziil, melyek nem adnak csupa egyforma ma-
radékot 100-zal osztva, ki lehet valasztani néhanyat (esetleg csak egyet), melyek Osszege

oszthato 100-zal. °
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r—m Orszagos donto

1. Kornél az 1,2, 3,...,21 szamok kozil bekarikdzott néhanyat gy, hogy ne legyen két szom-
szédos szam bekarikazva, de minden be nem karikazott szamnak be legyen karikazva vala-
melyik szomszédja.

Hany szamot karikazhatott be? Minden lehetséges értékre mutass példat!
Nem kell bebizonyitani, hogy mds érték nem lehet. o

2. 10 todikes focizik, 5 az 5 ellen. Koziiliik 6ten jarnak fociedzésre, 6ten nem. Odén nem jar
fociedzésre, de olyan csapatkiosztast szeretne csindlni, hogy az 6 csapataban tobben jarjanak
fociedzésre, mint az ellenfél csapatban. Hanyféle ilyen csapatkiosztas van?

3. Rajzold meg az 6sszes olyan kiilonbozo négyszoget, amelynek cstcsai kivalaszthatoak az
alabbi 4 x 4-es pontracsbdl gy, hogy minden sorbdl és minden oszlopbdl egy-egy csicsot
valasztunk ki.

A forgatdssal és tikrozéssel eqgqymasba vihetd négyszogeket nem tekintjik kilonbozonek.
Nem kell bebizonyitani, hogy az dltalad taldlt négyszogeken kivil nincs mds. o
° ° ° °

4. Van 8 egységkockdm, melyek mindegyike a kovetkezoképpen van kifestve: két lapja piros, két
lapja kék és két lapja zold, méghozza gy, hogy mindig a szemkozti lapok azonos szintiek.
A 8 egységkockdbdl Osszeépitettem egy 2 x 2 x 2-es kockat. A nagy kockat letettem az
asztalra, gy most hdrom (paronként szomszédos) lapjat ldtom. Ezeken &sszesen 5 piros, 4
kék és 3 zold kiskockalap latszik. Hany piros kiskockalap lehet lathaté a masik harom lapon
osszesen’? o

A

5. Egy iskola fekvOotamaszversenyt rendez. Az elsé forduléban 8 gyerek all fel egy korben.
Minden forduléban 1 perc alatt kell minél tobb fekvotamaszt megesindlni. Aki mindkét
szomszédjanal kevesebb fekvétamaszt csinal, annak a fordulé végén ki kell allnia a korbol.
Viszont ha egy fordulé végén két szomszédos gyerek egyikének sem kell kidllnia a korbol,
akkor a két gyerek kozé egy ujabb gyereket allitanak.

a) Hany gyerek &llhat a korben a mésodik forduléban? Minden lehetséges esetre mutass
példat, azaz add meg, hogy az els6 forduloban hany fekvétamaszt csinalt a nyolc gyerek!
Azt nem kell indokolni, hogy mds eset nem lehetséges.

b) Tudjuk, hogy a verseny egyik forduldjaban 20 gyerek allt a korben.
Lehetséges-e, hogy a rakovetkezo forduloban 36-an allnak majd a kérben? o
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r—m Orszagos donto

1. 12 hatodikos focizik, 6 a 6 ellen. Koziiliik 6ten jarnak fociedzésre, heten nem. Hanna nem jar
fociedzésre, de olyan csapatkiosztast szeretne csindlni, hogy az 6 csapataban tobben jarjanak
fociedzésre, mint az ellenfél csapatban. Hanyféle ilyen csapatkiosztas van?

2. Megadhaté-e 6 egyenes a sikon ugy, hogy semelyik hdrom ne menjen at egy ponton, és a
metszéspontok szama pontosan 11 legyen?

3. Van 8 egységkockam, melyek mindegyike a kovetkezoképpen van kifestve: két lapja piros, két
lapja kék és két lapja zold, méghozza gy, hogy mindig a szemkozti lapok azonos szintiek.
A 8 egységkockdbdl Osszeépitettem egy 2 x 2 x 2-es kockat. A nagy kockat letettem az
asztalra, igy most harom (paronként szomszédos) lapjat latom. Ezeken Osszesen 5 piros, 4
kék és 3 zold kiskockalap latszik. Hany piros kiskockalap lehet lathaté a masik harom lapon
Osszesen?

A

©

4. Karolina bekarikazott az 1,2,3,4,...,20 szamok koziil 11-et gy, hogy ne legyen koztiik
ketto, amelyek koziil az egyik kétszerese lenne a méasiknak. Lujza ranézett a bekarikézott
szamokra, és megéllapitotta: ,,Akdarmelyiket is karikdznam be a maradék 9 szam koziil, mar
lenne két bekarikazott szam, amelyek koziil az egyik kétszerese a mésiknak.”

a) Bekarikdzhatta-e Karolina az 1-et?
b) Bekarikdzhatta-e Karolina a 20-at? ()

5. a) Adj meg egy olyan hétjegyii szdmot, melynek értéke megfelezodik, ha a szamjegyeit
novekvo sorrendbe allitjuk!
b) Adj meg minél tobbféle 11-jegyli szamot, melynek értéke megfelezédik, ha a szamjegyeit
novekvo sorrendbe allitjuk!

A 0 szamjegy egyik esetben sem haszndlhato.
Elegendd a szdmokat megadni, indokldst nem kérink. o
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r—m Orszagos donto

1. 14 hetedikes focizik, 7 a 7 ellen. Koziiliik heten jarnak fociedzésre, heten nem. Henrik jar
fociedzésre, és olyan csapatkiosztast szeretne csindlni, hogy az & csapataban (vele egytitt)
tobben jarjanak fociedzésre, mint az ellenfél csapatban. Hanyféle ilyen csapatkiosztas van?

©

2. Megadhaté-e 7 egyenes a sikon ugy, hogy semelyik hdrom ne menjen at egy ponton, és a
metszéspontok szama pontosan 16 legyen?

3. Anndnak van 16 doboza négy szinben (sarga, piros, kék, zold) és méretben (kicsi, kozepes,
nagy, 6rids). Ezeket négyesével egymasba pakolja gy, hogy minden négyes csoportban
minden szinbdl és méretbol pontosan egy szerepeljen. Miutan minden dobozt becsukott,
megérkeziink, és szeretnénk megtudni, hogy a négy érids doboz koziil melyik tartalmazza
a kicsi sarga dobozt. Allapl’tsd meg minél kevesebb doboz kinyitdsaval, hogy melyik orids
dobozban van a kicsi sarga doboz!

Ahhoz, hogy egy dobozt kinyithass, mindegyik ndla nagyobb, 6t tartalmazo dobozt ki kell
nyitnod. A kicsi sdrga dobozt tartalmazd dobozt nem muszdj ténylegesen kinyitni. Nem kell
indokolni, hogy az dltalad taldlt megoldas a lehetd legkevesebb kinyitasbol dll. o

4. Bergengociaban kétféle fizetéeszkoz van: garas és tallér. A bergengdc nemzeti bank minden
reggel kiirja a két fizetGeszkoz kozti véaltds aznapi aranyat (pl: 7 garas = 3 tallér). Andrasnak
1100 garasa és 400 tallérja, Bélanak 200 garasa és 1700 tallérja, Csabanak 800 garasa és 900
tallérja van.

a) Bizonyitsd be, hogy a bank kifrhat olyan valtdsi aranyt, amelynél Csaba vagyona
értékesebb Andrasénal és Bélaénal is.

b) Csaba a huganak adott 100 tallért, Andras és Béla vagyona nem valtozott. Kiirhat-e
most a bank olyan valtasi aranyt, amelynél harmuk koziil még mindig Csaba vagyona a
legértékesebh?

5. Az 1,23, ..., 32 szamok koziil szeretnék néhanyat bekarikdzni ugy, hogy egyszerre teljesiiljon
a kovetkezo két feltétel:
(i) nincs a bekarikdzott szamok kozt kettd, melyek koziil az egyik 2-szerese a masiknak.

(ii) nem tudok ujabb szdmot bekarikdzni gy, hogy ne legyen a bekarikdzott szdmok kozt
ketto, amelyek koziil az egyik 2-szerese a masiknak.

Hanyféleképpen tehetem ezt meg? °
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r—w Orszagos donto

1. 16 nyolcadikos focizik, 8 a 8 ellen. Koziiliik heten jarnak fociedzésre, kilencen nem. Néri jar
fociedzésre, és olyan csapatkiosztést szeretne csindlni, hogy az 6 csapataban (vele egyiitt)
tobben jarjanak fociedzésre, mint az ellenfél csapatban. Hanyféle ilyen csapatkiosztas van?

©

2. Annénak van 16 doboza négy szinben (sérga, piros, kék, zold) és méretben (kicsi, kozepes,
nagy, 6rids). Ezeket négyesével egymasba pakolja gy, hogy minden négyes csoportban
minden szinbdl és méretbol pontosan egy szerepeljen. Miutan minden dobozt becsukott,
megérkeziink, és szeretnénk megtudni, hogy a négy érias doboz kozil melyik tartalmazza
a kicsi sarga dobozt. Allapitsd meg minél kevesebb doboz kinyitasaval, hogy melyik orias
dobozban van a kicsi sarga doboz!

Ahhoz, hogy egy dobozt kinyithass, mindegyik ndla nagyobb, 6t tartalmazo dobozt ki kell
nyitnod. A kicsi sarga dobozt tartalmazo dobozt mem muszdj ténylegesen kinyitni. Nem kell
indokolni, hogy az dltalad taldlt megoldas a lehetd legkevesebb kinyitasbol dll.

3. Bergengocidban kétféle fizetoeszkoz van: garas és tallér. A bergengdc nemzeti bank minden
reggel kiirja a két fizet6eszkoz kozti véaltas aznapi ardanyat (pl: 7 garas = 3 tallér). Andrasnak
1100 garasa és 400 tallérja, Bélanak 200 garasa és 1700 tallérja, Csabanak 800 garasa és 900
tallérja van.

a) Bizonyitsd be, hogy a bank kifrhat olyan valtdsi ardanyt, amelynél Csaba vagyona
értékesebb Andrasénal és Bélaénal is.

b) Csaba a huganak adott 100 tallért, Andras és Béla vagyona nem valtozott. Kiirhat-e
most a bank olyan valtasi aranyt, amelynél harmuk kozil még mindig Csaba vagyona a
legértékesebh?

4. Két kor érint két egyenest és a két egyenest 6sszekotd AB szakaszt. Az AB szakasz merOleges
az A pontot tartalmazo egyenesre. Bizonyitsd be, hogy a két kor sugaranak osszege egyenld
az AB szakasz hosszaval!

A

5. Egy iskola fekvétamaszversenyt rendez. Az elsé forduléban 8 gyerek &ll fel egy korben.
Minden forduléban 1 perc alatt kell minél tobb fekvotamaszt megesindlni. Aki mindkét
szomszédjanal kevesebb fekvétamaszt csinal, annak a fordulé végén ki kell allnia a korbol.
Viszont ha egy forduld végén két szomszédos gyerek egyikének sem kell kidllnia a korbol,
akkor a két gyerek kozé egy ujabb gyereket allitanak. A versenynek vége van, ha egy forduld
utan legfeljebb 3 gyerek all a korben.

Lehet-e olyan fordul6 a verseny folyamén, amelyben pontosan

(a) 11 (b) 12
gyerek all a korben? o
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r—m Megyei fordulo

1. Tolts ki egy 4 x 4-es tablazatot 1-es és 2-es szamjegyekkel 1igy, hogy a balrdl jobbra és
fentrdl lefele kiolvashaté négyjegyli szamok kozott a leheto legtobb kiilonbozo legyen.

NN =
DN DN —
=N DN —

N DO —| DN

Példdul, az abrdn lathato kitoltésbol ot kulonbozo négyjeqyi szam

olvashato ki: 1211, 1212, 1221, 2122, 2212.

A megoldds leirdsokor elegendd eqy kitoltott tabldzatot megadnod és felsorolnod az ebbdl
kiolvashato négyjeqyti szamokat. Nem kell indokolnod, hogy mds kitoltésbol nem lehet ennél
tobbféle négyjeqyii szamot kiolvasni.

Nyolc kiillonboz6 négyjegyti szam elérheto, példaul az alabbi kitoltéssel:

11111
211122
212112
212121
Itt a kiolvashatd négyjegyt szamok: 1111, 1122, 1212, 1221, 1222, 2122, 2212, 2221.
Tobb nyilvan nem lehet, hiszen 4 sor és 4 oszlop van. o

2. Nyolc egyforma téglalapbdl és hat egyforma négyzetbdl egy nagy téglalapot épitettem, az
abran lathato elrendezésben.

Mekkora a nagy téglalap teriilete, ha a négyzetek teriilete egyenként 4 cm??

Mivel a négyzetek teriilete egyenként 4 cm?, ezért oldalhosszuk 2 cm.

Az abran latszik, hogy ot ilyen négyzetoldal éppen olyan hosszi, mint a kiilsé téglalapok
hosszabbik oldalanak kétszerese. Ezért a téglalapok hosszabbik oldala 5 cm.

Az is vilagos az abrardl, hogy a téglalapok révidebb oldala éppen egy négyzetoldallal, azaz
2 cm-rel rovidebb a hosszabbiknal. Tehat a rovidebb oldal hossza 3 cm.

fgy a nagy téglalap hosszabb oldala 54+ 5+ 5 4 3 = 18 c¢m, a rovidebb oldala 54+ 3 = 8 cm,
igy a teriilete 18 - 8 = 144 cm?.




Megoldasok

L. verseny 2020—-2021.

3. a) Van-e olyan szam, amelyet fel lehet irni ketté darab héromjegyl pozitiv egész szam
szorzataként is, és harom darab haromjegyi pozitiv egész szam szorzataként is?
b) Van-e olyan szam, amelyet fel lehet {rni harom darab haromjegyl pozitiv egész szam
szorzataként is, és négy darab haromjegyti pozitiv egész szam szorzataként is?
Megengedett, hogy eqy szorzatban tobbszor szerepeljen ugyanaz a szorzotényezo.

a) Nincs. Egy haromjegyti szdm legaldbb 100 és kevesebb, mint 1000. Ezért két haromjegyti
szém szorzata legalabb 10000 és kevesebb, mint 1000 - 1000 = 1000000 (egymilli6).

Viszont harom haromjegyti szam szorzata legalabb 100 - 100 - 100 = 1000000, ami tébb, mint
a legnagyobb lehetséges kéttényezos szorzat.

b) Van ilyen szdm. Példdul, a 100000000 (szazmillid) eléall négy darab haromjegyii és harom
darab haromjegyi szam szorzataként is:

100000000 = 100 - 100 - 100 - 100 = 400 - 500 - 500

Erdekességképp megjegyezzilk, hogy olyan példa is van, amelyben a szorzétényezok csupa
kiilonboz6 szamok, példaul:

100 - 101 - 102 - 103 = 404 - 510 - 515,

hiszen
(4-5-5)-101-102-103 = (4-101) - (5-102) - (5 - 103).

o

4. Anna, Béla, Csaba és Dora kozott kisorsoltak egy-egy csokival toltott dobozt. A dobozok
1-t6l 4-ig vannak megszamozva, és az egyik dobozban 1, a méasikban 2, a harmadikban 3
és a negyedikben 4 tabla csoki van. Miutéan a gyerekek megtudtak, hogy ki melyik dobozt
kapta és benne hany tabla csoki volt, a kovetkezo igaz kijelentéseket tették:

e Anna: Dora eggyel tobb tabla csokit kapott, mint én.
e Béla: Anna eggyel kisebb sorszamu dobozt kapott, mint én.
e Csaba: Anna és Béla 6sszesen annyi tabla csokit kaptak, mint én.

e Dora: Egyik dobozban sem volt ugyanannyi csoki, mint ahédnyas szamot a dobozra
irtak.

Ki melyik dobozt kapta, és melyik dobozban hény tabla csoki volt?

Anna és Béla Osszesen annyi csokit kapott, mint Csaba, aki ezért 3 vagy 4 tabla csokit
kapott. Ha 3 tabla csokit kapott volna, akkor Doéra kapta volna a 4 tablat, de ekkor nem
lenne igaz, hogy Déra egy tablaval tobbet kapott Annéndl. Tehat Csaba 4 tablat kapott,
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amely csak 143 alakban all el¢ 6sszegként, igy Dora 2 tablat, Anna eggyel kevesebbet,
tehat 1 tablat, Béla 3 tablat kapott.

A sorszamokat tekintve Anna és Béla két egymast kovetd szamot kapott, amely nem lehet
az 1 és 2 (hiszen ekkor Anna dobozénak sorszdma megegyezne a csoki mennyiségével), sem a
2 és 3 (ekkor meg Béla sorszama és csokimennyisége lenne egyenld), tehat csak 3 és 4 lehet.
Mivel Doréaé nem lehet 2-es sorszamu, ezért 6vé az l-es, és Csabaé a 2-es. Ekkor valoban
minden a négy kijelentés igaz.

Sorszam Csoki

Anna 3 1
Béla 4 3
Csaba 2 4
Déra 1 2

o

Van egy autém, amely kozponti zarral van felszerve. Ez haromféle allapotban lehet: (Z)
allapotban zarva, (Ny) allapotban nyitva van az 0sszes zar; mig (C's) allapotban a csomag-
tarté nyithato, de az utastér nem. A zarhoz taviranyité is tartozik, melyen egyetlen gomb
van. Ennek megnyomadsaval a kozponti zar (Ny) dllapotbdl (C's)-be, (C's)-bél (Z)-be mig
(Z)-b6l (Ny)-be kapcsol. Tovabbé, ha a zar (Ny) éallasban van és egy teljes percig nem
torténik gombnyomads, akkor a kézponti zar automatikusan (C's) allasba kapcsolja magat.

N » (Cs > (Z
NY—F(C)—— ()

Sajnos nem emlékszem, hogy bezartam-e az autdt, amikor a haz elott hagytam. Nincs
kedvem visszamenni a kocsihoz, de szerencsére a taviranyité az ablakbdl is miikodik. Ho-
gyan tudom elérni a leheté legkevesebb gombnyomadssal, hogy a kézponti zar biztosan (Z)
allapotba keriiljon?

Az auto kezdetben barmelyik dllapotban lehet és az ablakbol nézve nem lehet megkiilonboztet-
ni az dllapotokat.

3 gomnyoméssal garantalni lehet, hogy a zar (Z) éllapotba keriil, amennyiben az elsé
gombnyomas elott, illetve a masodik és harmadik gombnyomaés kozott is varunk egy-egy
percet.

Miért biztos, hogy ennek a végén (Z) éllapotban lesz a zér?

Miutan az elején véartunk 1 percet, a zar biztosan (C's) vagy (Z) allapotban lesz. Ezutan
kétszer egymds utdn megnyomjuk a gombot, ezzel a zar (Ny) vagy (C's) éllapotba keriil,
tehat tovabbi 1 perc varakozés utén biztosan (C's) dllapotba keriil. Ha az 1 perc mar biztosan
letelt, akkor megnyomjuk még egyszer a gombot, és igy (Z) allapotban lesz a zar.
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Tehat 3 gombnyomassal megoldhato a feladat. Most gondoljuk meg, hogy kevesebb gomb-
nyomdas miért nem elég. Erre kétféle gondolatmenetet is mutatunk.

Nyilvén kell legalabb egy gombnyomas, kiilonben (C's) &llapotbdl nem tudnank kimozdulni.

1. gondolatmenet. Ha csak egyszer nyomjuk meg a gombot, és kezdetben a zar (Z) allapotban
volt, akkor a gombnyomds utan (Ny) allapotba keriil, onnan 1 perc utédn (C's)-be, de tovabb
mar nem valtozik. Nem jutottunk el (Z)-be.

Ha kétszer nyomjuk meg a gombot, és a zar kezdetben (C's) allapotban volt, akkor az elsé
gombnyomas utan (Z) allapotba keriil, a masodik gombnyomads utén pedig (Ny)-be. Ezeket
a valtozasokat nem befolyasolja az, hogy a gombnyomasok kozott varakozunk-e. Innen 1
perc utdn automatikusan (C's)-be fog keriilni, de tovdbb mér nem valtozik. Tehat nem
jutottunk el (Z)-be.

2. gondolatmenet. Nézziik meg, hogy a (Z) allapot esetén hény gombnyomads kell ahhoz,
hogy wjra (Z) éllapotba keriiljon a kocsi. Kénnyen lathaté, hogy 3-néal kevesebb gombnyomés
esetén csak 0 vagy 2 nyomassal oldhaté meg.

Ezzel szemben, ha kezdetben (C's) allapotban voltunk, akkor csak pontosan 1 nyoméssal
juthatunk a zarva allapotba. Vagyis nem lehetséges 3-nal kevesebb nyomasbdl biztosan
bezarni az ajtot. O
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1. Egy utca két oldalan hat haz all, melyek az abran lathaté médon meg vannak 1-t0l 6-ig
szamozva. A hat hazban lakik: Anna, Béla, Csaba, Déra, Endre, Fanni. A kdvetkezd
allitasokat tudjuk réluk:

e Mindenki kiilonboz6 hazban lakik.
e Minden fitival szemben egy lany lakik.
e Anna és Endre hazszamainak 0sszege Dora hazszamaval egyenld.

e Dora és Béla hézszamainak Osszege Fanni hazszamaval egyenlo.

Ki melyik hazban lakik? 2 4 6

Ha lakdék nevének kezdobetiijével jeloljik a hazszamukat, akkor A+ E =D és D+ B = F,
ahonnan A+ E+ B = F. Mivel a harom legkisebb lehetséges hazszdam Osszege 1+ 2+ 3 = 6,
azaz a lehetséges legnagyobb hazszam, ezért csak az lehet, hogy F' = 6,

tovabba A, FE és B az 1, 2,3 szamu hazban lakik, valamilyen sorrendben.

Anna nem lakhat 3-ban, mert akkor Béla és Endre egymassal szemben lakna.

Béla sem lakhat a 3-ban, mert akkor A + E = 3 miatt Dérdanak is ott kellene laknia. Tehat
a 3-as hazban Endre lakik.

Béla az 1-esben sem lakhat, mert akkor D+ B = F miatt Déra és Fanni egymassal szemben
laknénak, igy valamelyik fiival szemben is fiinak kellene.

Tehat Béla lakik a 2-esben, Anna az 1-esben, Déra az 143 = 4-esben, és Csabanak marad
az 5-0s. Ekkor valamennyi allitas igaz.

2B 4D 6F

1A 3E 5C
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Nyolc egyforma téglalapbdl és négy egyforma négyzetbol egy nagy téglalapot épitettem,
az abran lathaté elrendezésben.

Tudjuk, hogy a nagy téglalap kertilete 42 cm. Hatarozd meg a nagy téglalap teriiletét.
Legyen a nyolc egyforma tégalap rovidebb oldala r, hosszabb oldala h hosszusagu.

A h hosszusag éppen egy négyzetoldallal tobb az r-nél, igy 2h két négyzetoldallal tobb
2r-nél, viszont 2h éppen harom négyzetoldallal egyezik meg. FEzért 2r megegyezik egy
négyzetoldallal.

A nagy téglalap oldalai 2r-rel hosszabbak, mint a belsd, 4 négyzetbdl allé téglalap oldalai.
Igy a nagytéglalap hosszabbik oldala 5, rovidebbik oldala 2, keriilete 14 négyzetoldal.

Mivel a keriilet 42 cm, igy egy négyzetoldal 3 cm, a nagy téglalap oldalai 5-3 = 15 cm és
2.3 =6 cm, teriilete 15 - 6 = 90 cm?. (4)

a) Van-e olyan szdm, amelyet fel lehet {rni hdrom kiilonb6z6 héromjegyt pozitiv egész
szam szorzataként is, és négy kiillonb6z6 haromjegyl pozitiv egész szam szorzataként is?
b) Van-e olyan szam, amelyet fel lehet irni harom kiilonb6zé négyjegyt pozitiv egész szam
szorzataként is, és négy kiilonbozo négyjegyii pozitiv egész szam szorzataként is?

a) Van. A hirom tényezé megtaldlasdhoz ,nagy” haromjegyii szdmokkal érdemes
kisérletezni. Egy lehetséges megoldas:

900 - 800 - 700 = 100 - 120 - 140 - 300 = 504000000.

De ezenkiviil sok mas megoldas is talalhato. Egy lehetséges modszer a megoldéas keresésére,
ha megnézziik a szamok primtényezos felbontasat:

990-960-930 = (2-3-3-5-11)-(2-2-2-2-2-2-3-5)-(2-3-5-31) =2%.3".5%.11-31

A fenti primfelbontasban szereplo tényezdket fel lehet osztani négy csoportra ugy, hogy
minden csoportban haromjegyti legyen a szamok szorzata:

124-125-176-324 = (2-2-31) - (5-5-5) - (2-2-2-2-11)-(2-2-3-3-3-3) = 2%.3%.5%.11-31.

Tehat a 990 - 960 - 930 = 883872000 szam megfelel a feltételnek.

b) Nincs. Harom négyjegyii szam szorzata kevesebb, mint
10000 - 10000 - 10000 = 1000000000000 = 10*2.

Négy négyjegyll szam szorzata viszont legaldbb 1000* = 10*2. O
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Van egy autém, amely kozponti zarral van felszerve. Ez haromféle allapotban lehet: (Z)
allapotban zarva, (Ny) allapotban nyitva van az 0sszes zar; mig (C's) allapotban a csomag-
tarté nyithatd, de az utastér nem. A zarhoz taviranyité is tartozik, melyen egyetlen gomb
van. Ennek megnyomaésaval a kozponti zar (Ny) allapotbdl (C's)-be, (Cs)-bél (Z)-be mig
(Z)-b8l (Ny)-be kapcsol. Tovabbé, ha a zar (Ny) élldsban van és egy teljes percig nem
torténik gombnyomads, akkor a kézponti zar automatikusan (C's) allasba kapcsolja magat.

N > (C's > (Z
YYy—— ) —— )

Sajnos nem emlékszem, hogy bezartam-e az autét, amikor a héz elétt hagytam. Nincs
kedvem visszamenni a kocsihoz, de szerencsére a taviranyité az ablakbdl is miikodik. Ho-
gyan tudom elérni a leheté legkevesebb gombnyomassal, hogy a kézponti zar biztosan (Z)
allapotba keriiljon?

Az auto kezdetben barmelyik dllapotban lehet és az ablakbol nézve nem lehet megkiilonboztet-
ni az dllapotokat.

3 gomnyomédssal garantalni lehet, hogy a zar (Z) éllapotba keriil, amennyiben az elsé
gombnyomads elott, illetve a masodik és harmadik gombnyomés kozott is varunk egy-egy
percet.

Miért biztos, hogy ennek a végén (Z) éllapotban lesz a zér?

Miutdn az elején vartunk 1 percet, a zar biztosan (C's) vagy (Z) édllapotban lesz. Ezutan
kétszer egymds utdn megnyomjuk a gombot, ezzel a zar (Ny) vagy (C's) allapotba keriil,
tehat tovabbi 1 perc vérakozas utan biztosan (C's) allapotba keriil. Ha az 1 perc mar biztosan
letelt, akkor megnyomjuk még egyszer a gombot, és igy (Z) allapotban lesz a zar.

Tehat 3 gombnyomadssal megoldhaté a feladat. Most gondoljuk meg, hogy kevesebb gomb-
nyomas miért nem elég. Erre kétféle gondolatmenetet is mutatunk.

Nyilvan kell legalabb egy gombnyomas, kiilonben (C's) allapotbdl nem tudnank kimozdulni.

1. gondolatmenet. Ha csak egyszer nyomjuk meg a gombot, és kezdetben a zar (Z) allapotban
volt, akkor a gombnyomés utan (Ny) éllapotba kertil, onnan 1 perc utan (C's)-be, de tovabb
mar nem valtozik. Nem jutottunk el (Z)-be.

Ha kétszer nyomjuk meg a gombot, és a zar kezdetben (C's) allapotban volt, akkor az elsé
gombnyomés utan (Z) allapotba keriil, a masodik gombnyomads utén pedig (Ny)-be. Ezeket
a valtozasokat nem befolyasolja az, hogy a gombnyomaéasok kozott varakozunk-e. Innen 1
perc utan automatikusan (C's)-be fog keriilni, de tovabb mdar nem véltozik. Tehét nem
jutottunk el (Z)-be.
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2. gondolatmenet. Nézziik meg, hogy a (Z) allapot esetén hény gombnyomads kell ahhoz,
hogy wjra (Z) éllapotba keriiljon a kocsi. Kénnyen lathaté, hogy 3-nal kevesebb gombnyomas
esetén csak 0 vagy 2 nyomadssal oldhaté meg.

Ezzel szemben, ha kezdetben (C's) allapotban voltunk, akkor csak pontosan 1 nyoméssal
juthatunk a zarva allapotba. Vagyis nem lehetséges 3-nal kevesebb nyomasbol biztosan
bezarni az ajtot. o

Egy robot lépked egy tablazat mezoin. A lépései felvaltva a kovetkezok:
e cgy olyan mezore 1ép at, amely az elozével oldalszomszédos
e cgy olyan mezore 1ép at, amely az elozével csucsszomszédos, de nem oldalszomszédos

A robot szeretne egy olyan korsétat tenni a tablazaton, amely a tablazat Osszes mezGjét
pontosan egyszer tartalmazza, és végiil visszalép a kiindulasi mezore. Meg tudja-e tenni a

robot, ha a tablazat
a) 3 x 4-es, b) 4 x 4-es?

A robot tetszéleges mezon kezdheti a sétdt, és a kezddlépés tipusdt is megualaszthatja.

a) Nem lehetséges. Vegyiik az egyik sarkot és nézziik meg, hogy melyik az a két mez6,
amely a korsétan szomszédos ezzel a sarokkal. Mivel minden méasodik 1épés atldésan tortént,
ezért az egyik szomszédja az tton ettol a mez6tol atldsan helyezkedik el. Mivel egy saroknak
csak egy atlos szomszédja van, ezért muszaj, hogy az a mez6 az iton szomszédja legyen a
saroknak.

Ekkor a kozéps6 sor masodik mez6jébdl két 1t is atlésan indul ki, vagyis lenne benne két
egymas utani atlés 1épés, ami nem lehetséges.

b) Lehetséges, példaul:
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1. 12 egyforma téglalapbdl és 14 egyforma négyzetbol egy nagy téglalapot épitettem, az dbran
lathat6 elrendezésben.

Milyen hosszi a kis négyzetek oldala, ha a nagy téglalap keriilete 840 cm?

Legyen a 12 egyforma téglalap rovidebb oldala r, hosszabb oldala h, a négyzetek oldalhossza
n.

A nagy téglalap rovidebb oldala: 2r + h = 2h + 2n. Innen 2r — 2n = h.

A nagy téglalap hosszabb oldala: 4r + h = 2h + Tn. Innen 4r — Tn = h.

A fentiek alapjan 2r — 2n = 4r — Tn, azaz 5n = 2r, és igy h = 5n — 2n = 3n.
A nagy téglalap keriilete:

2-(2r4+h)+2-(4r+h)=2-8n+2-13n = 42n = 840.
Innen a négyzetek oldala n = 20. o

2. Miki, Niki és Viki kozt 10 egyforma szelet csokit osztunk ki. A kiosztas utdn mindenki
mondott harom allitast, melybdl ketto igaz, egy pedig hamis volt.

e Miki: | Niki és Viki is tobb csokit kapott, mint én. Niki 3 csokit kapott. Szeretem a
csokit.”

e Niki: ,,Nem kapott senki se kevesebb csokit, mint én. Nem kapott senki se tobb csokit,
mint én. Mindenki kapott legalabb 1 szelet csokit.”

o Viki: ,,En kettovel kevesebb csokit kaptam, mint Niki. Mindenki kiilonb6z6 szamu
csokit kapott. Miki 3 csokit kapott.”

Ki hany szelet csokit kapott?

Els6 megoldas. Nézziik Vikinek az els6é és harmadik allitasat. Ha mindketto igaz, akkor
Niki és Viki ésszesen 7 csokit kapott, de ekkor Viki nem kaphatott kettovel kevesebb csokit,
mint Niki. Igy Viki masodik allitasanak igaznak kell lennie.

Niki els6 és masodik allitasa koziil legalabb az egyik igaz. Mivel mindenki kiillonb6z6 szamu
csokit kapott, ezért Niki vagy a legtobb, vagy a legkevesebb csokit kapta.
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Mikinek az az allitasa, hogy Niki 3 csokit kapott, nem lehet igaz, mivel ha ¢ kapta volna a
legtobbet, akkor max 342+ 1 = 6 csokit, ha a legkevesebbet, akkor legalabb 3+ 445 = 12
csokit kaptak volna.

fgy Mikinek az els6 allitdsa igaz, vagyis Miki kapta a legkevesebb csokit. fgy pedig Niki
kapja a legtobb csokit, emiatt neki legalabb 5 csokit kell kapnia. (Ha csak 4-et kapna, akkor
legfeljebb 4+3+2=9 csokit kaphatndnak Gsszesen.)

Miki nem kaphatott 3 csokit, mivel akkor legalabb 3 + 4 + 5 = 12 csokit kaptak volna
osszesen. Igy Vikinek az els6 két allitasa igaz.

Ha Niki legaldbb 6 csokit kapna, akkor Viki legalabb 4-et, és ekkor Mikinek nem jutna csoki.
Ez pedig nem lehet, mivel akkor Nikinek két allitasa lenne hamis.

Vagyis Niki 5, Viki 3, Miki pedig 2 csokit kapott, és ezek megfelelnek a feladat feltételeinek.

Masodik megoldas. Ha Niki els6 két allitasa lenne igaz, akkor mindenki ugyanannyi csokit
kapott volna, mint Niki, de ez nem lehetséges, mert 10 nem oszthaté 3-mal. Emiatt Niki
hamis allitasa az els6 ketto kozil keriil ki. Viszont a masik az elsé két allitasa kozil igaz,
tehat vagy senki nem kapott nala tobbet, vagy senki nem kapott nala kevesebbet.

Miki mésodik allitasa, hogy Niki 3 csokit kapott nem lehet igaz, mert ez ellentmondésa vezet
Niki els6 és masodik allitasaval is:
e Ha Niki 3 csokit kapott és barki méas is legfeljebb ennyit, akkor Gsszesen legfeljebb
34 3+ 3 =9 csoki keriilt volna kiosztasra.

e Ha Niki 3 csokit kapott és mindenki mas is legalabb ennyit, akkor mégvalaki 3-at kapott,
hiszen 3+4+4 > 10. fgy nem lehet igaz Viki masodik allitasa, hogy mindenki kiilonb6z6
szamu csokit kapott. Ezért Viki elsé és harmadik allitasa kell hogy igaz legyen, Miki
harom csokit kapott és Viki kettovel kevesebbet, mint Niki. De ez ellentmond annak,
hogy Nikinél senki nem kapott kevesebbet.

Tehat Miki mésodik allitdsa hamis, az els6 és a harmadik igaz. Ebbdl az is kovetkezik
(Miki elsé allitdsa alapjan), hogy Miki kapta a legkevesebb csokit. Azt is tudjuk mér, hogy
mindenki legalabb egy csokit kapott, mert Niki hamis allitasa az els6 ketto koziil kertil ki.

Most ratérink annak vizsgalatara, hogy melyik lehet Viki hamis allitasa. Ha a kozépso
lenne a hamis allitas, akkor az elsé és a harmadik igaz. Ebbdl az kévetkezne, hogy Miki 3
csokit kapott, Niki ennél tobbet, vagyis senki nem kapott Nikinél tobbet, és Viki Nikinél
kettovel kevesebbet. De ez nem lehetséges, mert ha Niki és Viki azonos paritdsi szamu
csokit kapott, akkor nekik Gsszesen paros szamu csoki jutott, amit Miki harom csokija nem
tud 10-re kiegésziteni. Tehat nem lehet Viki els6 és harmadik &llitasa egyszerre igaz, amibol
az is kovetkezok, hogy a kozépso igaz, mindenki kiilonb6z6 szamu csokit kapott.

Ha mindenki kiilonboz6é szamu csokit kapott, akkor mivel Miki kapta a minimalis szamu
csokit, igy Nikinek csak a masodik allitasa lehet igaz az elso kettobdl, miszerint nala tobbet
senki nem kapott.

Az utolsé nyitott kérdés, hogy Vikinek az els6 vagy a harmadik allitasa hamis.

Ha az els6 hamis, akkor a harmadik igaz, ezért Miki 3 csokit kapott volna. de mivel mindenki
kiilonboz6 szamu csokit kapott, ezért ekkor legaldbb 3 +4 4+ 5 > 10 lennek a csokik szdma.
Vagyis csak Viki harmadik allitdsa lehet hamis.
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Miki kapta a legkevesebb csokit, vagyis legfeljebb 3-at kapott, és azt is tudjuk, hogy legalabb
1 esoki jutott neki. Mivel Viki Nikinél kettével kevesebb csokit kapott, ezért (a korabbiakhoz
hasonléan) Miki csak paros sok csokit kaphatott, vagyis 2 csokit. Innen pedig azonnal adédik,
hogy Niki 5, Viki 3 csokit kapott. o

Hatarozd meg az aldbbi egyenlet 0sszes megoldasat a pozitiv egész szamok korében:

1 2 3
S+ 4+i=4
a b ¢
Els6 megoldas. Ha a,b,c > 2, akkor
1+2+3<1+2+3<6<4
a b ¢~ 2 2 272

Tehét az ismeretlenek legalabb egyike csak 1 lehet.

2 3
e a=1= 7 + — = 3. Innen 2¢ + 3b = 3bc, amibdl az kovetkezik, hogy ¢ oszthaté 3-mal.
c

Ha ¢ = 3, akkor b = 1. Ha ¢ > 6, akkor nincs megoldas.
1 3 1
e b=1=-—+-=2 Ttt c <4, mert ; <1.
a c
A harom lehetséges ¢ érték kiprobalasa egy 1j megoldast ad: a = ¢ = 2.
I 2 - I 2
° c:lﬁ——l—g:l. Itt ha a > 1, akkorb§4,kulonben——|—g<1.
a a

Végignézve b lehetséges értékeit két 1j megoldast kapunk: a =2,b=4és a = 3,b= 3.

Tehét a kovetkezé négy (a, b, ¢) szamharmas a megoldas: (2; 1; 2), (1; 1; 3), (2, 4, 1), (3, 3,

1).
Masodik megoldas. A harom Osszeadandé legalabb egyikének nagyobbnak kell lennie 1-nél.

Az els6 tag nem lehet ilyen. Ha % > 1, akkor b =1. Ha % > 1, akkor ¢ =1 vagy ¢ = 2.

° bzleseténi—i-%’:z innenéﬁlmia’ct%Zl. ¢ =1 nem jo, ¢ = 2 esetén a = 2,
c = 3 esetén pedig a = 1, més lehetdség nincs.

° c:leseténi%—%:l. a=1nem jo,a =2 esetén b =4, a = 3 esetén b = 3.
Ha i—t tovabb csokkentenénk, %—t novelni kellene, de b = 2 mar til nagy értéket ad.

2_

7-nek 1-nél nagyobbnak kell lennie, ezt mdr az elsé

e ¢ = 2 esetén i—k% = g, ekkor
esetben vizsgéltuk.

Tehat a megoldasok: (2;1;2), (1;1:3), (2,4,1), (3,3,1). O
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4. Egy robot lépked egy tablazat mezdin. A 1épései felvaltva a kovetkezok:
e cgy olyan mezore 1ép at, amely az elozével oldalszomszédos
e cgy olyan mezore 1ép at, amely az elozdével csucsszomszédos, de nem oldalszomszédos

A robot szeretne egy olyan sétat tenni a tablazaton, amely a tablazat Osszes mezojét pon-
tosan egyszer tartalmazza. Meg tudja-e tenni a robot, ha a tdblazat

a) 3 X 4-es, b) 4 x 4-es?

A robot tetszoleges mezon kezdheti a sétdt, és a kezddlépés tipusdt is megudlaszthatja.
Nem sziikséges a séta végén a kezdomezdre visszaérnie.

a) Nem lehetséges.

Egy atlos 1épés egyik végpontja mindig a kozépso négyes ,,oszlopba” esik. Mivel az atlés és
nem atlés 1épések valtogatjak egymast, két atlos 1épésnek nincs kozos végpontja.

A 12 mez6 bejarasahoz 11 lépésre van sziikség, ebbdl legalabb 6t atlds. De ez azt jelentené,
hogy a kozépso oszlopba legaldabb 6tszor 1éptiink, ami nem lehetséges, hiszen minden mezot
pontosan egyszer kell meglatogatni.

b) Lehetséges, példaul: ><

o

5. Pirossal megjeloltiik az ABC' DEF szabalyos hatszog cstcsait.
Hény olyan haromszog van a sikon, amelyre teljestil, hogy mind a hat piros ponton atmegy
a haromszog valamelyik oldalegyenese?

A hat piros pont koziil semelyik harom nem esik egy egyenesre, ezért egy haromszog harom
oldalegyenese csak gy mehet 4t mind a haton, ha minden oldalegyenes pontosan két piros
pontra illeszkedik.

A keresett haromszog oldalegyenesei ezek szerint a hatszog csucsait harom parba soroljak.

Megforditva: ha a hatszog csicsait harom olyan kételemii csoportba osztjuk szét, amelyekre
teljesiil, hogy (a) a parok altal kijelélt harom egyenes nem megy &t egy ponton; tovabba (b) a
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parok altal kijelolt egyenesek kozott semelyik ketté nem parhuzamos, akkor ez a csoportositas
egy j6 haromszoget definial.

Egy parban szerepl6 két piros pont haromféle lehet:

Egy j6é haromszog oldalegyenese nem mehet at a hatszog kozéppontjan, mert akkor a masik
két egyenesre vagy az igaz, hogy 6k is atmennek a kozépponton, vagy az, hogy parhuzamosak,
és mindkét lehetéséget kizartuk.

Tehat egy jo haromszog egy oldalegyenese vagy a hatszog egyik oldalegyenese, vagy a hatszog
masodszomszédos csiicsait 6sszekoto atlo egyenese. Jeloljiik az elso tipusu egyenest O-val, a
masodikat M-mel.

Ha egy jo haromszog két oldala O tipusi, akkor a harmadiknak is O tipusinak kell lennie.
Ha egy jo haromszog két oldala M tipusu, akkor a harmadiknak O tipusinak kell lennie.
Tehat csak kétféle j6 haromszog létezhet, OOO tipusi és M MO tipusu.

/@\ /@\

Ezutan mar egyszertien megszamolhatjuk a jo haromszogeket.

e 00O tipustubdl van kettd, mert hdrom nem szomszédos hatszogoldal csak kétféle modon
vélaszthat6 ki: {AB,CD, EF} vagy {BC,DE, FA}.

e M MO tipusubdl van hat, aszerint, hogy a hatszog melyik oldala jeloli ki a haromszog
O tipusu oldalegyenesét.

Osszesen tehdt 2 + 6 = 8 megfeleld hdromszog van a sikon. o
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r—m Megyei fordulo

1. Az abran lathaté otszognek A-nal, B-nél és C-nél derékszoge van, a maradék két szoge
pedig 135%-0s. Tudjuk tovabba, hogy AB = BC' = DE = 12 egység. Hatarozd meg az
0tszog tertiletét.

Teljes pontszamhoz a vdlasz legeqyszeribb alakjdt kell megadnod.

E D
AVC
B

Els6 megoldas. Az AE és C'D félegyenesek metszéspontja legyen F'.

F
E /\ D
B
Az ABCF négyszog egy 12 egység oldalhosszisédgu négyzet, hiszen minden szoge derékszog,
tovabba AB = BC'. Teriilete 122 = 144 egység.

Az EDF héaromszog derékszogii és egyenloszari, mert AE = DC, igy FE = 12 — AE =
12 — DC = FD. Teriilete megkaphaté az atfogd felének négyzeteként, mert az atfogéhoz
tartozé magassiga egyenld az atfogéd felével. Tehdt Trpr = 6% = 36 egység.

Az Otszog teriiletét megkapjuk, ha az ABCFE négyzet tertiletébol levonjuk az EDF
héromszog teriiletét:

TABCDE = TABCF — TEDF =144 — 36 = 108 (egység).

Masodik megoldas. Bontsuk fel az 6tszoget az ABC' haromszogre és az AC DFE négyszogre.

Az ABC haromszog derékszogt, teriilete a két befogd szorzatanak fele: 122& = T2 egység.
E D
m m
A C
F G
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Rajzoljuk meg az AFFE és CGD egyenlészart derékszogii haromszogeket. A befogdikat
(egyben az ACDE trapéz magassagat) jelolje m.

Ekkor az AC és DFE hosszénak kiilonbsége egyrészt 2m, masrészt 12v/2 — 12, azaz m =
6v/2 — 6.

Ezutan fel tudjuk frni az ACDE négyszog teriiletét is, hiszen az trapéz, és ismerjik az
alapjait (12v/2 és 12) és a magassigat (m = 6v/2 — 6). Tehét az ACDE négyszog teriilete

(12 4+ 12v/2) - (6v/2 — 6)
2

ami a zardjel felbontdsa és az Osszevondsok utan végiil (144 — 72)/2 = 36 egység.

Tehat a négyszog teriilete 72 + 36 = 108 egység.

Harmadik megoldas. Egészitsik ki az otszoget egy egyenl6szaru derékszogi BM N
haromszoggé az E'D egyenes illetve a BA és BC' félegyenesek meghosszabbitasaval, és legyen
az AE, DC' szakaszok hossza x.

M V2 12 N

B

Az AMFE és DCN haromszogek derékszogii és egyenloszart haromszogek,
AM = AE = CD = CN =z, tovébbd ME = DN = 2v/2.

E két haromszog egy x oldalhosszisagu négyzetté illeszthetd ossze, egyiittes teriiletiik 2,
ezért

12 + 2)?
TapcpE = % — 2%

x megjaphaté az M BN derékszogi haromszog M N atfogdjanak kétféle felirasabol:

(124 2)V2=124+2-2v2 = x:%\ﬁ_lz:&@—\/ﬁ).

T — (12_*—6.(2_\/5))2—(6'(2—\/5))2:36~ ((4_2\/5)2 _(2_\/§)Q> —

A teriiletre adott formuldba visszahelyettesitve:

2
=36+ (9-4v2— (6 4v2)) =363 = 108,
()
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3.

Hatarozd meg az aldbbi egyenlet 6sszes megoldasat a pozitiv egész szamok korében:

1 2 3
-+ -+-=4
a b ¢
Els6 megoldas. Ha a,b,c > 2, akkor
1+2+3<1+2+3<6<4
a b ¢ 2 2 272

Tehat az ismeretlenek legaldbb egyike csak 1 lehet.

2 3
e a=1= 7 + — = 3. Innen 2¢ + 3b = 3bc, amibdl az kovetkezik, hogy ¢ oszthaté 3-mal.
c

Ha ¢ = 3, akkor b = 1. Ha ¢ > 6, akkor nincs megoldas.
° b—1:>2+§—2. Ittc<4,mert%§1.
A harom lehetséges ¢ érték kiprobalasa egy 1j megoldast ad: a = ¢ = 2.
° c:1:>é—l—%:1. Itt ha a > 1, akkorb§4,kﬁ16nben%+%<1.
Végignézve b lehetséges értékeit két 1j megoldast kapunk: a = 2,0 =4 és a = 3,b = 3.
A kovetkezé négy (a, b, ¢) szamharmas a megoldés: (2; 1; 2), (1; 1; 3), (2, 4, 1), (3, 3, 1).
Masodik megoldas. A harom Osszeadandd legalabb egyikének nagyobbnak kell lennie 1-nél.
Az els6 tag nem lehet ilyen. Ha % > 1, akkor b = 1. Ha % > 1, akkor ¢ = 1 vagy ¢ = 2.
° bzleseténé—l—%:Q, innenéﬁlmiatt%kl. ¢ = 1nem jo, c = 2 esetén a = 2,
¢ = 3 esetén pedig a = 1, més lehetGség nincs.

e c=1lesetén : +2 =1 a=1nemjo, a=2esetén b =4, a =3 esetén b = 3.
Ha é—t tovabb csokkentenénk, %—t novelni kellene, de b = 2 mar tul nagy értéket ad.

e ¢ = 2 esetén i + % = g, ekkor %—nek 1-nél nagyobbnak kell lennie, ezt mar az elso
esetben vizsgéltuk.
Tehat a megoldasok: (2;1;2), (1;1:3), (2,4,1), (3,3,1). O

Pirossal megjeloltiik az ABC'DEF szabalyos hatszog csucsait.
Hany olyan haromszog van a sikon, amelyre teljesiil, hogy mind a hat piros ponton dtmegy
a haromszog valamelyik oldalegyenese?

A hat piros pont koziil semelyik harom nem esik egy egyenesre, ezért egy haromszog harom
oldalegyenese csak gy mehet 4t mind a haton, ha minden oldalegyenes pontosan két piros
pontra illeszkedik.

A keresett haromszog oldalegyenesei ezek szerint a hatszog csucsait harom parba soroljak.

Megforditva: ha a hatszog cstcsait harom olyan kételemii csoportba osztjuk szét, amelyekre
teljesiil, hogy (a) a parok dltal kijel6lt harom egyenes nem megy &t egy ponton; tovabba (b) a
parok altal kijelolt egyenesek kozott semelyik ketté nem parhuzamos, akkor ez a csoportositas
egy jo haromszoget definial.
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Egy parban szerepld két piros pont haromféle lehet:

Egy j6 haromszog oldalegyenese nem mehet at a hatszog kozéppontjan, mert akkor a masik
két egyenesre vagy az igaz, hogy 6k is atmennek a kozépponton, vagy az, hogy parhuzamosak,
és mindkét lehetéséget kizartuk.

Tehat egy jo haromszog egy oldalegyenese vagy a hatszog egyik oldalegyenese, vagy a hatszog
masodszomszédos csicsait 0sszekoto atlo egyenese. Jeldljiik az elso tipusi egyenest O-val, a
masodikat M-mel.

Ha egy j6 haromszog két oldala O tipusu, akkor a harmadiknak is O tipustunak kell lennie.
Ha egy jo haromszog két oldala M tipusi, akkor a harmadiknak O tipusiinak kell lennie.
Tehat csak kétféle j6 haromszog létezhet, OOO tipusi és M MO tipusi.

Q /@\

Ezutdn mar egyszertien megszamolhatjuk a jé haromszogeket.

e 00O tipusibdl van ketto, mert harom nem szomszédos hatszogoldal csak kétféle modon
vélaszthat6 ki: {AB,CD, EF} vagy {BC,DE, FA}.

e M MO tipusibdl van hat, aszerint, hogy a hatszog melyik oldala jeloli ki a haromszog
O tipust oldalegyenesét.

Osszesen tehdt 2 + 6 = 8 megfelel haromszog van a sikon. O

4. Egy 4 x4-es tablazatot 1-es és 2-es szamjegyekkel kitoltottiink. A tablazatbdl balrdl jobbra,
jobbrol balra, fentrdl lefele és lentrol felfele is kiolvashatok négyjegyii szamok.

Legfeljebb hany kiilonboz6 lehet az igy kiolvashatd 16 db négyjegyli szam kozott?
11211
211|122 Példaul, az abran ldthato kitoltésbol § kiulonbozo négyjegyid szam
21212 olvashato ki: 1121, 1211, 1212, 1221, 2122, 2121, 2212, 2211.
112121

14 kiilonbozo négyjegyi szam elérhetd, példaul az alabbi kitoltéssel:

111122
212|122
1111112
11221

Ebbdl minden kiolvashaté, kivéve az 1111 és a 2112.

Elvileg lehetséges négyjegyii szambol 2 -2 -2 -2 = 16 van. Olyan szambol, amely elérefele
és hatrafelé kiolvasva is ugyanaz, négy darab van (1111, 1221, 2112, 2222). Ha ezekbdl
legfeljebb ketto szerepel a kiolvasott szamok koziil, akkor legfeljebb 14 szamot lehet kiolvasni.
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Ha viszont legaldbb kettd, akkor ezek kiolvasasanal ugyanazt a szamot olvassuk ki, tehat a
16 lehetséges kiolvasasbdl legalabb ketto-ketté ugyanaz, igy legfeljebb 14 lesz kiilonbo6z6. o

5. Bizonyitsd be, hogy 99 darab egész szam koziil, melyek nem adnak csupa egyforma ma-
radékot 100-zal osztva, ki lehet vélasztani néhdnyat (esetleg csak egyet), melyek Osszege
oszthaté 100-zal.

Jelolje a 99 szamot ay, as, ..., agg. Feltehetjiik, hogy a; és as 100-as maradéka kiillonbozik
egymastol. Tekintsiik most a kovetkezé 100 darab Osszeget:

ai, ag, a1+a2, CL1+CL2+CL3, ...,CL1+CL2+...+CL99.

Ha ezek csupa kiilonboz6 maradékot adnak 100-zal osztva, akkor van koztiik 100-zal oszthato,
igy kijott a bizonyitand6. Ha pedig nem fordul el6 mind a 100-féle maradék, akkor kell koztiik
lennie két egyforma maradéktunak. FEz feltevésiink alapjan nem lehet a; és as, viszont minden

mas esetben a két Gsszeg kiilonbsége is néhany a; 6sszege, és ez a kiilonbség pedig oszthato
100-zal.

T Otsubits) dButs

1. Kornél az 1,2, 3,...,21 szamok koziil bekarikazott néhanyat gy, hogy ne legyen két szom-
szédos szam bekarikazva, de minden be nem karikazott szamnak be legyen karikazva vala-
melyik szomszédja.

Hany szamot karikazhatott be? Minden lehetséges értékre mutass példat!
Nem kell bebizonyitani, hogy mds érték nem lehet.

Kornél 7, 8, 9, 10 vagy 11 szamot karikazhatott be. Példak:

o 7 karikdzott szdm: 1(2)34(5)67(8) 910 (11) 12 13 (14) 15 16 (17) 18 19 (20) 21
o 8 karikézott szam: (1)2(3)4(5)67(8)9 10 (11) 12 13 (14) 15 16 (17) 18 19 (20) 21

9 karikdzott szém: (1)2 (3) 4 (5) 6 (7) 8 (9) 10 (11) 12 13 (14) 15 16 (17) 18 19 (20)

[ J
21

e 10 karikézott szém: (1)2(3)4(5)6(7) 8 (9)10(11) 12 (13) 14 (15) 16 (17) 18 19 (20)
21

e 11 karikizott szam: (1)2(3)4(5)6 (1) 8 (9) 10 (11) 12 (13) 14 (15) 16 (17) 18 (19)

20 (21)

Megjegyzés. Barmely harom szomszédos szam koziil valamelyiket be kell karikazni, kiillonben
a kozéps6 (karikdzatlan) szdmnak nem lenne karikdzott szomszédja. Ezért nem lehet 7-nél
kevesebb karikazott szam. Mivel barmely két szomszédos szam koziil legfeljebb egy lehet
karikazott, ezért 11-nél tobb karikdzott szam sem lehet.
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10 6todikes focizik, 5 az 5 ellen. Koziiliik 6ten jarnak fociedzésre, oten nem. Odon nem
jar fociedzésre, de olyan csapatkiosztast szeretne csinalni, hogy az 6 csapatdban tébben
jarjanak fociedzésre, mint az ellenfél csapatban. Hanyféle ilyen csapatkiosztas van?

Odénnek vagy négy edzésre jaré, vagy hdrom edzésre jaré és egy edzésre nem jard csa-
pattarsra van sziiksége. Az elsO esetben oOtféleképpen oszthatjuk el az edzésre jarokat
(egyvalaki keriil a méasik csapatba), az edzésre nem jardk elosztdsa egyértelmii.

A masodik esetben 10-féleképpen oszthatjuk el az edzésre jardkat, és négyféleképp az edzésre
nem jarokat. Ez 10 -4 = 40 lehetoség.

Osszesen tehdt 5 + 40 = 45 megfelels csapatkiosztds van.

o

Rajzold meg az 6sszes olyan kiilonboz6 négyszoget, amelynek csicsai kivélaszthatoak az
alabbi 4 x 4-es pontracsbol 1gy, hogy minden sorbdl és minden oszlopbdl egy-egy csucsot
valasztunk ki.

A forgatdssal és tiukrozéssel eqgqymasba vihetd négyszogeket nem tekintjik kilonbozonek.
Nem kell bebizonyitani, hogy az dltalad taldlt négyszogeken kivil nincs mads.
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4. Van 8 egységkockam, melyek mindegyike a kovetkezoképpen van kifestve: két lapja piros,
két lapja kék és két lapja zold, méghozza gy, hogy mindig a szemkozti lapok azonos
szintiek. A 8 egységkockabdl dsszeépitettem egy 2 x 2 x 2-es kockat. A nagy kockat letettem
az asztalra, igy most hdarom (paronként szomszédos) lapjat latom. Ezeken Gsszesen 5 piros,
4 kék és 3 zold kiskockalap latszik. Hany piros kiskockalap lehet lathaté a mésik harom
lapon Osszesen?

Mindegyik kis kockanak pontosan harom, paronként szomszédos lapja lathato a nagy kocka
valamelyik lapjan. Ezek minden egyes kis kockan egy-egy piros, kék és zold lapot jelentenek,
hiszen szomszédos lapokon nem lehet azonos szin. Tehdt a nagy kocka hat lapjan osszesen 8
piros (tovabba 8 kék és 8 zold) kiskockalap lathato. fgy ha a felénk es6 harom lapon 5 piros
kiskockalap lathato, akkor a masik harom lapon Gsszesen 3 piros lapnak kell latszodnia. o

5. Egy iskola fekv6tamaszversenyt rendez. Az elsé forduloban 8 gyerek all fel egy korben.
Minden forduléban 1 perc alatt kell minél tobb fekvétamaszt megesindlni. Aki mindkét
szomszédjandl kevesebb fekvétdamaszt csindl, annak a forduld végén ki kell allnia a korbol.
Viszont ha egy forduld végén két szomszédos gyerek egyikének sem kell kidllnia a korbol,
akkor a két gyerek kozé egy ujabb gyereket allitanak.

a) Hény gyerek dllhat a korben a méasodik forduléban? Minden lehetséges esetre mutass
példat, azaz add meg, hogy az els6 forduléban hany fekvétamaszt csinalt a nyolc gyerek!
Azt nem kell indokolni, hogy mds eset nem lehetséges.

b) Tudjuk, hogy a verseny egyik forduldjaban 20 gyerek allt a korben.

Lehetséges-e, hogy a rakovetkezd forduloban 36-an dllnak majd a kérben?

a) A masodik forduléban 4, 7, 10, 13 vagy 16 gyerek vehet részt. Az aldbbi dbrdkon ka-
rikazva jeloljiik a kies6 gyerekeket és nyillal azokat a poziciékat, ahova 1ij gyerek fog belépni.
A szamérték azt mutatja, hogy hany fekvOtamaszt csindlt az adott forduléban az adott
pozicion 1évo gyermek.

4 gyerek 7 gyerek 10 gyerek

(1) Vo2 o PR
2 2 2 2
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13 gyerek 16 gyerek
V2o Vo2 Y
2 2 2 2
~ ~ —
2 @ 2 2
o = *~
2 2 2 2
72N 72N

b) Ha a 20 résztvevos forduléban senkinek nem kell kiallnia, akkor barmely két szomszédos
gyerek kozé beall még egy, igy 40-en lesznek a kovetkezod korben. Ha egyetlen gyereknek kell
kiallnia, akkor mellé nem all be kétoldalt egy-egy 1jabb gyerek, tehat 37-en lesznek ezutan.
Ha pedig legalabb két gyereknek ki kell allnia, akkor ¢k nem lehetnek szomszédosak, igy
legalabb négy helyre nem fog bedllni 1j gyerek, tehat legfeljebb 34-en lesznek. fgy nem
lehetséges, hogy pontosan 36-an versenyezzenek a kovetkezo forduléban.

Megjegyzés. Altaléban, ha egy korben n résztvevé van, akkor a kovetkezében maximum 2n
résztvevo lehet. Ha k gyereknek kell kidllnia, akkor pedig csak 2n — 3k résztvevd lesz, ahol

kE<n/2. 0
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r—m Orszagos donto

1. 12 hatodikos focizik, 6 a 6 ellen. Koziiliik 6ten jarnak fociedzésre, heten nem. Hanna nem
jar fociedzésre, de olyan csapatkiosztast szeretne csinalni, hogy az 6 csapatdban tobben
jarjanak fociedzésre, mint az ellenfél csapatban. Hanyféle ilyen csapatkiosztas van?

Hannanak vagy 6t edzésre jaro, vagy négy edzésre jaro és egy edzésre nem jaro, vagy harom
edzésre jaro és két edzésre nem jard csapattarsra van sziiksége.

Az els6 esetben egyértelmi a csapatkiosztds, Hannédnak az 0t edzésre jaré gyerek lesz a
csapattarsa.

A masodik esetben az edzésre jardk kozil 6tféleképp valaszthatjuk azt az egyet, aki a masik
csapatba keriil (avagy azt a négyet, aki Hanna csapattarsa lesz). Az edzésre nem jarék koziil
pedig hatféleképp valaszthatjuk azt az egyet, aki Hanna csapattarsa lesz. Ez 5-6 = 30
lehetoség.

A harmadik esetben az edzésre jarok koziil tizféleképp vélaszthatjuk azt az egyet, aki a
masik csapatba keriil (avagy azt a harmat, aki Hanna csapattérsa lesz). Az edzésre nem
jarok koziil pedig 15 kiilonbozé mdédon valaszthatjuk azt a kettot, akik Hanna csapattarsai
lesznek. Ez 10 - 15 = 150 lehetdség.

Osszesen 1+ 30 + 150 = 181 megfelel csapatkiosztés van. o

2. Megadhaté-e 6 egyenes a sikon gy, hogy semelyik harom ne menjen at egy ponton, és a
metszéspontok szama pontosan 11 legyen?

Igen, megadhaté. Vegyiink harom egymaéssal parhuzamos egyenest, tovabbd kettot, amelyek
egymassal parhuzamosak, de az elézoekkel nem, és végiil a hatodik egyenes egyik korabbival
se legyen parhuzamos.

\
\\
AN

AN
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Van 8 egységkockam, melyek mindegyike a kovetkezoképpen van kifestve: két lapja piros,
két lapja kék és két lapja zold, méghozza gy, hogy mindig a szemkozti lapok azonos
szintiek. A 8 egységkockabdl dsszeépitettem egy 2 x 2 x 2-es kockat. A nagy kockat letettem
az asztalra, igy most harom (paronként szomszédos) lapjat latom. Ezeken Gsszesen 5 piros,
4 kék és 3 zold kiskockalap latszik. Hany piros kiskockalap lehet lathaté a mésik harom
lapon Osszesen?

Mindegyik kis kockanak pontosan harom, paronként szomszédos lapja lathato a nagy kocka
valamelyik lapjan. Ezek minden egyes kis kockan egy-egy piros, kék és zold lapot jelentenek,
hiszen szomszédos lapokon nem lehet azonos szin. Tehdt a nagy kocka hat lapjan osszesen 8
piros (tovabba 8 kék és 8 zold) kiskockalap lathato. fgy ha a felénk es6 harom lapon 5 piros
kiskockalap lathato, akkor a masik harom lapon Gsszesen 3 piros lapnak kell latszodnia. o

Karolina bekarikazott az 1,2,3,4,...,20 szamok koziil 11-et ugy, hogy ne legyen koztiik
kettd, amelyek koziil az egyik kétszerese lenne a masiknak. Lujza ranézett a bekarikazott
szamokra, és megallapitotta: ,, Akarmelyiket is karikdznam be a maradék 9 szam koziil,
mar lenne két bekarikazott szam, amelyek koziil az egyik kétszerese a masiknak.”

a) Bekarikdzhatta-e Karolina az 1-et?
b) Bekarikdzhatta-e Karolina a 20-at?

a) Lehetséges, hogy Karolina bekarikazta az 1-et, példdul igy:

123450 @@ ©(10)(11) 12 (13) 14 (15) 16 (17) 18 (19) 20

A bekarikazottak koziil egyik sem kétszerese a mésiknak. A 3-nak, a 4-nek és az 5H-nek
szerepel a kétszerese, a 2-nek, 12-nek, 14-nek, 16-nak, 18-nak és 20-nak pedig a fele, igy
Lujza megallapitasa is teljestil.

b) Lujza megallapitasdbol kévetkezik, hogy a 11, 13, 15, 17, 19 szdmok mind be vannak
karikazva, hiszen kiilonben barmelyiket hozzavehetnénk a mar bekarikazott szamokhoz. Ha-
sonl6 okbdl az 1-2, 3-6, 5-10, 7-14, 8-16, 9-18 szamparok valamelyik tagja is biztosan be van
karikazva. Vagyis a fenti szamok koziil 5 + 6 = 11-et biztosan bekarikaztunk. fgy a 20-as
szam bekarikdzasa mar 546+ 1 = 12 darab bekarikazott szamot jelentene. Tehat a 20 nem
lehet bekarikézott szam. (1)
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a) Adj meg egy olyan hétjegyii szdmot, melynek értéke megfelezddik, ha a szdmjegyeit
novekvo sorrendbe allitjuk!
b) Adj meg minél tobbféle 11-jegyii szamot, melynek értéke megfelezodik, ha a szdmjegyeit
névekvé sorrendbe allitjuk!

A 0 szamjegy egyik esetben sem haszndlhato.

Elegendd a szdmokat megadni, indokldst nem kérink.

a) Ilyen hétjegyli szdm a
2491578 = 1245789 - 2.

b) Ilyen 11-jegyii szamok:

24669133578 = 12334566789 - 2
24691357998 = 12345678999 - 2
24915799998 = 12457899999 - 2

Megjegyzés. Hogyan lehet ezeket a szdmokat megtalalni? Szorozzuk meg a szamjegyeket
novekvo sorrendben tartalmazéd 123456789 szamot irasban 2-vel:

123456789 - 2
246913578

Megfelel6 szamot kapunk, de kilencjegytit. Eszrevehetb’, hogy a 3-as és 6-os szamjegyek
parban allnak, igy ezek elhagyasaval megfelel6 hétjegyi szamot kapunk. Az is latszik, hogy
9-esek, valamint egyenlo szamu 3-as és 6-os betoldasaval novelhetjiik a jegyek szamat, igy
eljuthatunk a 11-jegyi megoldasokhoz. Bizonyithatd, hogy a fentebb megadott szamokon
kiviil més szam nem felel meg a feltételeknek.
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r—m Orszagos donto

1. 14 hetedikes focizik, 7 a 7 ellen. Koziiliik heten jarnak fociedzésre, heten nem. Henrik jar
fociedzésre, és olyan csapatkiosztdst szeretne csinédlni, hogy az 6 csapataban (vele egyiitt)
tobben jarjanak fociedzésre, mint az ellenfél csapatban. Hanyféle ilyen csapatkiosztas van?

Henrik 1gy tud kialakitani edzésre jard tobbséget a csapataban, ha maga mellé még hat,
ot, négy vagy harom olyan tagot valaszt, akik szintén jarnak edzésre.

Henriken kiviil még hat ember jar edzésre és hét nem. Nevezziik az els6 csoportot E hal-
maznak, a masodikat N halmaznak és szamoljuk meg a lehetséges kiosztasokat kiilon-kiilon
a fentebb felsorolt esetekben.

e Henrik 6 embert valaszt E-bol és nem valaszt N-bdl. Ez egyetlen médon teheté meg.

e Henrik 5 embert véalaszt E-bol és 1-et N-bol. A hatelemtit £ halmazbdl 5-6t hatféle
modon vélaszthatunk (aszerint, hogy ki marad ki) és a hételemii N-bol egyvalakit
hétféle modon valaszthatunk. Ezek a valasztasok tetszolegesen kombindlhatdk, ezért
most Osszesen 6 - 7 = 42 lehetdséget kaptunk.

e Henrik 4 embert véalaszt E-bol és 2-t N-bdl. Hatbol négyet valasztani ugyanannyiféle
modon lehet, mint hatbdl kettot. Altaldban n elembél kettét kivalasztani W—féle
modon lehetséges, mert az els6 valasztas n-féle lehet, a masodik méar csak (n—1)-féle és
a parban a sorrend nem szamit, ezért még osztani kell kettével. Ebben az esetben igz
N-bdl % = 15 médon vélaszthatd négy, és N-bol 7'76 = 21 médon vélaszthatd ketto.
Ez osszesen 15 - 21 = 315 lehet6ség.

e Henrik 3 embert vélaszt E-bél és 3-at N-bSl. Altaldban n elembdl harmat w-
féle médon valaszthatunk ki. Az indoklas a fentihez hasonld, csak most mar hat le-
hetséges sorrendje van egy kivalasztott harmasnak, ezért kellett novelni a nevezot.
Ebben az esetben tehat % . % = 20 - 35 = 700 lehetdséget kaptunk.

C)sszegezve 1442+ 315+ 700 = 1058-féle moédon tud Henrik kedve szerinti csapatkiosztést
valasztani.

Megjegyzés. A megoldas tomorebb formaban is felirhaté, ha mér ismerjik a binomidlis
egyiitthatok fogalmat.

= (- ()0 () (-0 () () rrva e
()

2. Megadhaté-e 7 egyenes a sikon gy, hogy semelyik harom ne menjen at egy ponton, és a
metszéspontok szdma pontosan 16 legyen?

Ha a hét egyenes altaldnos helyzetii lenne, vagyis barmely ketto metszené egymast és seme-
lyik harom nem menne at egy ponton, akkor osszesen % = 21 metszéspontot hatdroznanak
meg. Ehhez a maximumomhoz képest egy olyan elrendezést kell keresiink, ahol ottel
kevesebb a metszéspontok szama.

Mivel semelyik harom egyenes nem mehet at egy ponton, csak azzal tudjuk csokkenti a
metszéspontok szaméz (a maximumhoz képest), hogy bizonyos egyeneseket parhuzamosan
rajzolunk.
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Ha van a darab parhuzamos egyenes és b darab mésik egymassal parhuzamos, de az eredeti a

darabot metsz6 egyenes, akkor ez az Osszesen a + b darab egyenes egyiitt a - b metszéspontot
ad Kki.

Hasonléan ha harom ,,parhuzamossagi osztalyunk” van, amelyek mérete a, b és ¢, akkor
osszesen a - b+ a - c+ b - c metszéspont keletkezik.

Ha elkezdjiik felsorolni az 0sszes lehetséges médot, ahogy hét egyenes néhany parhuzamossagi
osztalyba sorolhaté, az deriil ki, hogy a 2, 2, 3 felosztas 16 metszésponthoz vezet.

parhuzamossagi osztalyok mérete | metszéspontok szama
7 (minden egyenes parhuzamos) | 0

1,6 6=1-6

2,5 10=2-5

3,4 12=3-4

1,1,5 11=1-54+1-5+1-1
1,2, 4 14=1-24+1-4+2-4
1,3,3 15=1-34+1-3+3-3
2,23 16=2-3+2-3+2-2

Y
s
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Megjegyzés. A jé konstrukcié megtalalasahoz nem sziikséges felsorolni a kiillonb6zo eseteket.
Ervelhetiink ugy is, hogy a maximumhoz viszonyitott csokkenést 3 4+ 1 + 1 alakban allitjuk
el6. Harmat csokkent a maximumon ha harom egyenest parhuzamosnak rajzolunk és egyet
csokkent, ha két egyenest parhuzamosnak rajzolunk.

3. Anndnak van 16 doboza négy szinben (sérga, piros, kék, zold) és méretben (kicsi, kdzepes,
nagy, 6rids). Ezeket négyesével egymdsba pakolja gy, hogy minden négyes csoportban
minden szinbol és mérethdl pontosan egy szerepeljen. Miutan minden dobozt becsukott,
megérkeziink, és szeretnénk megtudni, hogy a négy érias doboz koziil melyik tartalmazza
a kicsi sarga dobozt. Allapitsd meg minél kevesebb doboz kinyitasaval, hogy melyik oérias
dobozban van a kicsi sarga doboz!

Ahhoz, hogy eqy dobozt kinyithass, mindegyik ndla nagyobb, 6t tartalmazo dobozt ki kell
nyitnod. A kicsi sarga dobozt tartalmazo dobozt nem muszdj ténylegesen kinyitni. Nem kell
indokolni, hogy az dltalad taldlt megoldds a lehetd legkevesebb kinyitdsbol all.

Mutatunk egy olyan modszert, amely harom doboz kinyitasaval kideriti, melyik orias do-
bozban van a kicsi sarga doboz.

Eldszor tegyiik félre az érids sarga dobozt, annak belsejében mér nem lehet masik (kisebb)
sarga doboz. Most nyissuk ki a piros és a kék 6rids dobozt. (Ez iddig két nyitds.) Most mér
latjuk a benniik 1évo két nagy doboz szinét.
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Két eset lehetséges: vagy latunk egy nagy sarga dobozt, vagy nem.

e Ha nem latunk nagy sarga dobozt, akkor biztosak lehetiink, hogy az a masik érintetlen
(a z6ld) érids dobozban van, és abban kisebb sérga doboz nem lehet, ezért tegyiik azt
is félre. A keresett kicsi sarga doboz vagy a kék vagy a piros 6rids dobozban van.

e Ha latunk egy nagy sdrga dobozt, akkor az 0t tartalmazo orias dobozt is tegytik félre.
Most a keresett kicsi sarga doboz vagy az éritetlen zold érias dobozban van, vagy a
részben mar kinyitott és még félre nem tett dobozban.

Mindkét esetben sikeriilt két orias dobozra sziikitentink a lehetoségeket, raadasul e két doboz
koziil legaldbb az egyiket mar kinyitottuk.

Végiil a megmaradt két doboz koziil vegyiik az egyik nyitottat (ha csak egy nyitott van, akkor
azt) és nyissuk ki az abban 1év6 nagy dobozt is. Ha most egy sarga kozepes dobozt pillantunk
meg, akkor tudjuk, hogy a kicsi sarganak a masik megmaradt dobozban kell lennie, és ahhoz
mar nem kell nytdlnunk. Ha pedig egy nem sarga kozepes dobozt latunk, akkor a maésik
megmaradt dobozban kell lennie a sarga kozepesnek (hiszen a kordbban félretett dobozok
kozott van a nagy és az 6ridsi sarga), és akkor a kicsi srgdnak abban az 6rids dobozban kell
lennie, amiben pont most nyitottuk ki a nagy dobozt. o

4. Bergengociaban kétféle fizetGeszkoz van: garas és tallér. A bergengéc nemzeti bank min-
den reggel kiirja a két fizetGeszkoz kozti valtas aznapi ardnyat (pl: 7 garas = 3 tallér).
Andréasnak 1100 garasa és 400 tallérja, Bélanak 200 garasa és 1700 tallérja, Csabanak 800
garasa és 900 tallérja van.

a) Bizonyitsd be, hogy a bank kifrhat olyan valtasi ardnyt, amelynél Csaba vagyona
értékesebb Andraséndl és Bélaénal is.

b) Csaba a higdnak adott 100 tallért, Andras és Béla vagyona nem valtozott. Kiirhat-e
most a bank olyan valtasi ardnyt, amelynél harmuk koziil még mindig Csaba vagyona a
legértékesebb?

Az egyszerliség kedvéért szamoljunk forintban és legyen 100 garas g forint, 100 tallér pedig
t forint (megengedve, hogy ¢ és t nem feltétlentil egész szam, de feltéve, hogy mindkettd
pozitiv). A harom fiu vagyona forintban kifejezve: A = 1lg + 4t, B = 2g + 17t és
C =8g+ 9t.

a) Ha Csaba a leggazdagabb, akkor C' > A és C' > B is teljesiil. Nézziik meg, mit jelent ez
g-re és t-re vonatkozdan.

C':89+9t>Azllg+4t:>5t>Bg:>§t>g.
C’:8g+9t>B:29+17t:69>8t:g>%t.

A kapott feltételrendszer egy megoldasa t = 2,9 = 3, mert ekkor C' = 8¢ + 9t = 4200,
A=11g+ 4t =4100 és B = 2g + 17t = 4000 és tényleg C' a legnagyobb.

Atvaltasi aranyként megfogalmazva ez azt jelenti, hogy két garas egyenl6é harom tallérral.
b) Elsé megoldds. Most az el6zé feltételek egy kicsit médosulnak.

_ _ 4
C=8g+8t>A=1lg+4t =4t > 39 = 3t > g.
C=8g+8 >B=29+ 17t =69 > 9 =g > %t. Ez azt jelentené, hogy

PR
3t 797 5%
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ami nem lehetséges, hiszen % < % és feltettiik, hogy t pozitiv, vagyis a pénzeknek van értéke.

Tehét a b) feltételnek megfeleld atvéltasi ardny nem létezik.
Masodik megoldas. Tegyiik fel, hogy Csaba vagyona a legértékesebb, azaz C' > A, és C' > B.

Ekkor az is igaz, hogy 3C' > 2A + B, ami azt jelentené, hogy 2400 garas +2400 tallér > 2400
garas +2500 tallér, ami nem lehetséges. o

5. Az 1,2,3,...,32 szamok koziil szeretnék néhényat bekarikazni tgy, hogy egyszerre tel-
jestiljon a kovetkezo két feltétel:

(i) nincs a bekarikazott szamok kozt kett6, melyek koziil az egyik 2-szerese a masiknak.

(ii) nem tudok ujabb szamot bekarikdzni gy, hogy ne legyen a bekarikazott szdmok kozt
ketto, amelyek koziil az egyik 2-szerese a masiknak.

Hényféleképpen tehetem ezt meg?

Nevezziik lancnak az x, 2z, 4z, . ..alaku sorozatokat, ahol 1 < x < 31 egy paratlan egész
szam. Az 1,2 3,...,32 szamhalmaz felbonthaté 16 lanc unidjara:

1, 2, 4, 8, 16, 32 (6 szam); 3, 6, 12, 24 (4 szam); 5, 10, 20 (3 szam); 7, 14, 28 (3 szdm); 9,
18 (2 szam); 11, 22 (2 szam); 13, 26 (2 szdm); 15, 30 (2 szdm); és tovabbi 8 egyelemi lanc,
a 17, ..., 31 paratlan szamok. Ez a felbontas azért hasznos, mert a kérdéses szamok koziil
csak ugy lehet egy dupldja egy mésiknak, ha mindketten ugyanahhoz a lanchoz tartoznak.

Emiatt elég minden lancra kiilon-kiilon megszamolni a helyes karikazasok szamét, és a kapott
értékek szorzata lesz az Osszes lehetOség szama, mert két lanc helyes karikazéasai tetszolegesen
kombinalhaték egymaéssal.

Az is konnyen lathatd, hogy egy lancon beliil csak a szomszédos elemekre kell figyelni:
nem lehet két szomszédos karikazas, és minden karikazatlannak kell lennie karikazott szom-
szédjanak. Tehat csak az érdekes, hogy a lanc hany elemi, az nem, hogy konkrétan melyik
szamok alkotjat.

Vegyiik sorra a kiilonboz6 hosszisigi lancokat és jeldlje f(n) az n hosszisdgu lanc helyes
karikazasainak szamat.

n = 1. Kotelez$ bekarikdznunk az egyetlen elemet az (ii) feltétel miatt. f(1) =1

n=2. A két elem kozil pontosan az egyiknek kell bekarikazva lennie, de az szabadon
véalaszthatd, hogy melyiknek. f(2) =2

n = 3. Két j6 karikdzds van tehat f(3) = 2:
.—@—. @—.—@

n = 4. Harom j6 karikézas van tehat f(4) = 3:

n = 5. (A teljesség kedvéért, ilyen ldncunk nincs.) Négy jé karikazéas van, tehat f(5) = 4:

L o S —))|
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n = 6. Ot j6 karikdzds van, tehat f(6) = 5

@—0—@—0—@—0@—0—@—0—0—@
(&—e— (65— (o
(oo (60— —(9) e—{o6—o e —{(o—

A helyes karikazasok egy lehetséges jellemzése: barmely két karikdzott kozott pontosan egy
vagy két karikdzatlan lehet, tovabba a lanc két szélén legfeljebb egy karikazatlan lehet.

Most mar oOssze tudjuk szamolni az eseteket. Van egy hatelemi, egy négyelemii, két
héaromelemii és négy kételemii ldncunk (a maradék nyolc egyelemii lancnél nincs vélasztasi
lehetdséglink), ezért a helyes karikdzasok szama

f6)-f(4)- f(3)*- f(2)*=5-3-22.2* = 1564 = 960

Megjegyzés. Bizonyithatd, hogy n > 2 esetén f(n) = f(n —2) + f(n — 3). o

\ J

M Orszagos donto

1. 16 nyolcadikos focizik, 8 a 8 ellen. Koziiliikk heten jarnak fociedzésre, kilencen nem. Nori jar
fociedzésre, és olyan csapatkiosztdst szeretne csindlni, hogy az § csapataban (vele egyiitt)
tobben jarjanak fociedzésre, mint az ellenfél csapatban. Hanyféle ilyen csapatkiosztas van?

Nandi ugy tud kialakitani edzésre jaré tobbséget a csapataban, ha maga mellé még hat, ot,
négy vagy harom olyan tagot valaszt, akik szintén jarnak edzésre. Néandin kivil még hat
ember jar edzésre és kilenc nem. Nevezziik az els6 csoportot E halmaznak, a masodikat N
halmaznak. Nandinak Gsszesen hét csapattarsat kell valasztania ugy, hogy E-bol legalabb
harmat valaszt.

A jo eseteket az alabbi tablazat sorolja fel:

E-bol valasztott jatékosok szama | N-bol valasztott jatékosok szama
6 1
5 2
4 3
3 4
Altaldban egy n clemii halmazbdl & kilonbszs elem ) = M= (n=k+1) f0

k 1-2-...-k
modon valaszthato ki. Ha E-bol x-féle médon tudunk valasztani, N-bol pedig y-féle modon,
akkor ez Osszesen x -y lehetOség, mert az edzésre jarok és edzésre nem jarok csoportja
tetszolegesen parosithatd, amennyiben a csoportok mérete rogzitett.

A fentiek alapjan Nandi lehet6ségeinek szama:

O R N N R —

o
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Annédnak van 16 doboza négy szinben (sdrga, piros, kék, zold) és méretben (kicsi, kozepes,
nagy, 6rids). Ezeket négyesével egymdsba pakolja ugy, hogy minden négyes csoportban
minden szinbdl és méretbol pontosan egy szerepeljen. Miutdan minden dobozt becsukott,
megérkeziink, és szeretnénk megtudni, hogy a négy orias doboz koziil melyik tartalmazza
a kicsi sarga dobozt. Allapl’tsd meg minél kevesebb doboz kinyitasaval, hogy melyik 6rias
dobozban van a kicsi sarga doboz!

Ahhoz, hogy eqy dobozt kinyithass, mindegyik ndla nagyobb, 6t tartalmazo dobozt ki kell
nyitnod. A kicsi sdrga dobozt tartalmazo dobozt nem muszdj ténylegesen kinyitni. Nem kell
indokolni, hogy az dltalad taldlt megoldds a lehetd legkevesebb kinyitdsbol dll.

Mutatunk egy olyan modszert, amely harom doboz kinyitasaval kideriti, melyik 6rias do-
bozban van a kicsi sarga doboz.

Eldszor tegyiik félre az dérids sarga dobozt, annak belsejében mér nem lehet mésik (kisebb)
sarga doboz. Most nyissuk ki a piros és a kék érids dobozt. (Ez iddig két nyitds.) Most mér
latjuk a benniik 1évo két nagy doboz szinét.

Két eset lehetséges: vagy latunk egy nagy sarga dobozt, vagy nem.

e Ha nem latunk nagy sarga dobozt, akkor biztosak lehetiink, hogy az a masik érintetlen
(a zold) érids dobozban van, és abban kisebb sérga doboz nem lehet, ezért tegyiik azt
is félre. A keresett kicsi sarga doboz vagy a kék vagy a piros orids dobozban van.

e Ha latunk egy nagy sdrga dobozt, akkor az 0t tartalmazo orias dobozt is tegytik félre.
Most a keresett kicsi sarga doboz vagy az éritetlen zold érias dobozban van, vagy a
részben mar kinyitott és még félre nem tett dobozban.

Mindkét esetben sikeriilt két 6rids dobozra sziikitentiink a lehetoségeket, raadasul e két doboz
koziil legaldabb az egyiket mar kinyitottuk.

Végiil a megmaradt két doboz koziil vegyiik az egyik nyitottat (ha csak egy nyitott van, akkor
azt) és nyissuk ki az abban 1év6 nagy dobozt is. Ha most egy sarga kozepes dobozt pillantunk
meg, akkor tudjuk, hogy a kicsi sarganak a masik megmaradt dobozban kell lennie, és ahhoz
mar nem kell nyilnunk. Ha pedig egy nem sarga kozepes dobozt latunk, akkor a masik
megmaradt dobozban kell lennie a sirga kozepesnek (hiszen a kordbban félretett dobozok
kozott van a nagy és az 6ridsi sarga), és akkor a kicsi srgdnak abban az 6rids dobozban kell
lennie, amiben pont most nyitottuk ki a nagy dobozt. o
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3.

Bergengociaban kétféle fizetéeszkoz van: garas és tallér. A bergengdc nemzeti bank min-
den reggel kiirja a két fizetGeszkoz kozti valtas aznapi ardnyat (pl: 7 garas = 3 tallér).
Andréasnak 1100 garasa és 400 tallérja, Bélanak 200 garasa és 1700 tallérja, Csabanak 800
garasa és 900 tallérja van.

a) Bizonyitsd be, hogy a bank kifrhat olyan valtasi ardnyt, amelynél Csaba vagyona
értékesebb Andraséndl és Bélaénal is.

b) Csaba a higanak adott 100 tallért, Andrds és Béla vagyona nem valtozott. Kiirhat-e
most a bank olyan valtasi ardnyt, amelynél harmuk koziil még mindig Csaba vagyona a
legértékesebb?

Az egyszerliség kedvéért szamoljunk forintban és legyen 100 garas g forint, 100 tallér pedig
t forint (megengedve, hogy ¢ és t nem feltétlentil egész szam, de feltéve, hogy mindkettd
pozitiv). A hdrom fii vagyona forintban kifejezve: A = 1lg + 4¢, B = 2g + 17t és
C =8g+ 9t.

a) Ha Csaba a leggazdagabb, akkor C' > A és C' > B is teljesiil. Nézziik meg, mit jelent ez
g-re és t-re vonatkozdan.

C:8g+9t>Azllg+4t:>5t>3g:>§t>g.
C’:89+9t>B:2g+17t:>69>8t:>g>%t.

A kapott feltételrendszer egy megoldasa t = 2,9 = 3, mert ekkor C' = 8¢ + 9t = 4200,
A =11g+ 4t = 4100 és B = 2g + 17t = 4000 és tényleg C' a legnagyobb.

Atvaltasi aranyként megfogalmazva ez azt jelenti, hogy két garas egyenlé harom tallérral.
b) Els6 megoldds. Most az el6z6 feltételek egy kicsit médosulnak.

_ _ 4
C=8g+8>A=1lg+4t =4t >3g9g=3t>g.

— S 3 . ,
C=8g+8t>B=2g+ 17Tt = 6g > 9t = g > 5t. Ez azt jelentené, hogy

4t> >3t
3 g oL

ami nem lehetséges, hiszen % < % és feltettiik, hogy t pozitiv, vagyis a pénzeknek van értéke.

Tehét a b) feltételnek megfelelé atvéltasi ardny nem létezik.
Masodik megoldas. Tegytik fel, hogy Csaba vagyona a legértékesebb, azaz C' > A, és C > B.

Ekkor az is igaz, hogy 3C' > 2A + B, ami azt jelentené, hogy 2400 garas +2400 tallér > 2400
garas +2500 tallér, ami nem lehetséges. o
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4. Két kor érint két egyenest és a két egyenest Osszekoté AB szakaszt. Az AB szakasz
meroleges az A pontot tartalmazo egyenesre. Bizonyitsd be, hogy a két kor sugaranak
Osszege egyenld az AB szakasz hosszaval!

|

A

Két egyszerii allitast tobbszor is hasznalni fogunk a megoldasban.

e Ha egy kiilsé pontbdl érintéket huzunk egy korhoz, akkor a kiilso ponttdl az érintési
pontokig tarto érintészakaszok hossza egyenlé.

Ez egyszerti kovetkezménye annak, hogy a kor kozéppontjat a kiilsé ponttal 6sszekotod
egyenesre szimmetrikus a két érintészakasz.

e Ha egy kiils6é pontbdl egy korhoz hiuzott érintoszakaszok egymaésra merolegesek, akkor
az érintOszakaszok hossza egyenlo a kor sugaraval.

Ez azért igaz, mert a kor kozéppontja, a két érintési pont és a kiilsé pont egyiitt egy

négyzet négy csucsa, hiszen egy olyan négyszoget hataroznak meg, amelynek harom

szogérol tudjuk, hogy derékszog, és van két szomszédos oldala, amelyek hossza egyenl6.
Elnevezziik az abran az 0sszes érintési pontot illetve a korok kozéppontjat, majd alkalmazzuk
a fenti allitasokat. Az O; kozéppontu kor sugara r, az OOy kozéppontu kor sugara R.

O,

c A D
Mivel O1C AP és ADO>Q négyzetek, ezért CA =1 és DA = R, tehat CD = CA+ AD =
r+R. Az 010, egyenesre szimmetrikusan helyezkednek el a C'D és E'F érintGszakaszok, ezért
EF =CD =r+ R. Az AB szakasz hosszat kétféle modon kifejezve és az els6 segédallitast
hasznalva:

AB+AB = AP+PB+AQ+QB = AC+BE+AD+BF = AC+AD+BE+BF = 2(r+R),
tehat AB =r + R. O
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d.

Egy iskola fekvétamaszversenyt rendez. Az els6 forduloban 8 gyerek all fel egy korben.
Minden forduléban 1 perc alatt kell minél tobb fekvétamaszt megcsindlni. Aki mindkét
szomszédjanal kevesebb fekvitamaszt csinal, annak a forduld végén ki kell allnia a korbol.
Viszont ha egy forduld végén két szomszédos gyerek egyikének sem kell kidllnia a korbdl,
akkor a két gyerek kozé egy ujabb gyereket allitanak. A versenynek vége van, ha egy fordulo
utan legfeljebb 3 gyerek &ll a koérben.

Lehet-e olyan fordul6 a verseny folyaméan, amelyben pontosan

(a) 11 (b) 12
gyerek all a korben?

a) Lehetséges. Ha az els6 forduléban harom gyerek esik ki (és igy kett 1ép be), a masodikban
pedig egy esik ki (és igy 6t 1ép be), akkor a masodik fordulé utédn pontosan 11-en éllnak a
korben.

Az alabbi dbran karikazva jeloljiik a kies6 gyerekeket és nyillal azokat a pozicidékat, ahova
1j gyerek fog belépni. A szamérték azt mutatja, hogy hany fekvétamaszt csindlt az adott
forduléban az adott pozicién 1év6 gyermek.

2
2 (1) o (1)
< 2
2 2 Y

b) Nem lehetséges. Azt fogjuk vizsgalni, hogy mennyivel véltozhat a gyerekek szdma egy
forduléban.

Ha senki nem esik ki, akkor barmely két gyerek kozé belép egy 1j. Ha eredetileg n gyerek
allt a korben, akkor a fordulé utan ez n-nel né.

Ha pont egy gyerek esett ki, akkor az elobbiekhez képest ez 3-mal kisebb novekményt jelent,
mert a kies6 ember mellett még elvesztiink két belépot is, akik kies6 gyerek és a szomszédai
kozé 1éptek volna be.

Minden tjabb kiesé gyermek tovédbbi hdrommal csokkenti a novekményt (megengedve a
negativ névekményt, vagyis a csokkenést is). Ez azért igaz, mert a kies6k (karikazottak)
soha nem lehetnek szomszédosak korben, hiszen két szomszédos gyemek koziil csak az egyik
csinalhatott kevesebb fekvotamaszt a masiknal.




Megoldasok

L. verseny 2020—-2021.

2 2
“ o o
2 +n 2 2 +n-3 (1)
« ™~ «“
2 2 2 2
Loy Loy
2 V)
~
2 +n —06 @
e
2 2

Altalémosségban ha egy forduléban n gyerek &ll a korben és koziiliik m fog kiesni (mert
mindkét szomszédjanal kevesebb fekvétamaszt nyom, vagyis , karikazott”), akkor a kovet-
kez6 forduléban n + (n — 3m) = 2n — 3m gyerek lesz a korben (feltéve, hogy kezdetben n
tobb volt mint 3, és azt, hogy m nem tébb, mint n fele, hiszen szomszédos gyerekek nem
eshetnek ki).

A lényeges észrevétel az, hogy a létszam valtozasa (n — 3m) és a jelenlegi 1étszam (n) 3-mal
osztva azonos maradékot ad. (Itt a véltozdst eldjeles értékként értjiik, azaz —2 harommal
osztva 1-et ad maradékul.)

Mivel kezdetben 8 gyerek &ll a korben, és 8 harmas maradéka 2, ezért a masodik forduloban
a létszdm hdarmas maradéka biztosan 1 (2 + 2 = 4 1 maradékot ad harommal). Tovabb
folytatva a harmadik forduléban a létszam harmas maradéka biztosan 1 4+ 1 = 2. Innen a
létszam harmas maradéka mar ismétlodik: 2,1,2,1,2,1,... és lathatd, hogy a maradék soha
nem lesz nulla, tehat a létszam soha nem lehet 12. O
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