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XLIII. verseny 2013—-2014.

Feladatok

w Megyei forduld

1. Marcinak hétszer annyi pénze van, mint Gergének. Ha Marci adna 65 Ft-ot Gergének,
akkor mar csak kétszer annyi pénze lenne, mint Gergoének. Hény forintja van Marcinak és
Gergonek egyiitt? o

2. Egy négyjegyti szamhoz hozzaadtuk az utolsé harom jegyébdl képzett szamot, majd az utolsod
két jegyébol képzettet, végiil az utolso jegyét. Igy eredménytil 3042-6t kaptunk. Mi lehetett
az eredeti négyjegyi szam? o

3. Képzeld el, hogy leirtuk a teljes szorzotablat 1-1 = 1-t6l 10 - 10 = 100 -ig. Tehat 100 darab
szorzast frtunk le. Mivel egyenlé a kapott szorzatok osszege? Szdmolj minél Gtletesebben!
(Neked nem kell a teljes szorzétéblat leirnod, csak ha nagyon akarod.) o

4. Egy kocka minden élét 3 egyenld részre osztottuk. Minden csicsnél kivalasztottuk azt a 3
harmadol6 pontot, amely a legkozelebb van a kivalasztott csicshoz, majd ezeken keresztiil
egy sikkal levagtuk a kocka ,sarkait”. A levagott testeknek négy csicsa van, a nevik tet-
raéder (hdromszog alapi gila, négylapi test). A nyolc levidgds utdn megmaradt testnek
hény éle, csicsa, lapja van? Milyen tulajdonsdgokkal rendelkeznek a hatarolé lapok? o

5. Hany olyan haromjegyl szam van, amely szamjegyei kozott van paros és paratlan szamjegy
is?




Feladatok

XLIII. verseny 2013—2014.

r—m Megyei fordulo

1. Ismerkedj a 100 tulajdonsagaival!
L) Allitsd el a 100-at a, 2, b, 3, ¢, 4, d, b négyzetszam Osszegeként! Egy-egy négyzetszamot
legfeljebb kétszer hasznédlhatsz!
IL.) Allitsd el8 a 100-at kobszdmok Osszegeként! Egy-egy kobszamot legfeljebb kétszer
hasznalhatsz!
Mindegyik feladatrészre egy-egy megoldast keress!
Megjegyzés: Legyen n > 1 természetes szdm. Ekkor n?-et négyzetszamnak, n3-t kobszdmnak
mondjuk, ahol n? =n-nésn®*=n-n-n. o

2. Egy régi szamlan ez all:
237 darab (a termék neve olvashatatlan), az egységar *1* Ft ** fillér, fizetendd végosszeg
TR0 Ft 65 fillér.
A *-ok helyén 4116 szdmjegyek olvashatatlanok. Minden csillag egy szamjegyet jelol.
Szamitsd ki a hidnyzé szémjegyeket! (1 Ft = 100 fillér)

3. Az ABCD négyzet oldalainak hossza nyolc egység. Az AB oldalon levé P pont 6t egység
tavolsagra van az A ponttdl, a BC oldalon levo R pont két egység tavolsagra van a C' ponttdl,
mig a négyzet belsejében levo () pont a C'D és AD oldalaktdl is egy egység tavolsagra van.
Szamitsd ki a PQ R haromszog tertiletét!

4. Tibi és Kati testvérek. A sziileik télre kabatot, sapkat és nadragot vettek a gyerekeknek. A
Tibi ruhdinak mindegyike 50 %-kal dréagabb volt, mint Kati megfelel ruhéja. Tibi kabétja
10-szer annyiba keriilt, mint a sapkdja és haromszor annyi volt, mint Kati nadragja és
sapkdja egyiitt. Mennyibe kertiltek az egyes ruhadarabok, ha a sziilok 75 ezer forintot
fizettek Osszesen a hat ruhadarabért? o

5. Hany darab 45-tel oszthatd abcba alaku otjegyli szam van, ahol a, b és c¢ kiilonbozo
szamjegyeket jelol? o




Feladatok

XLIII. verseny 2013—2014.

r—m Megyei fordulo

1. Alfa tanar ur 5 tanuldt vizsgaztatott matematikabdl. Az elért pontszamokat véletlen sor-
rendben irta egy papirra, majd minden leirt pontszam utan kiszamolta a papiron 1évo szamok
szamtani kozepét (dtlagat). Alfa tandr r rajott, hogy minden egyes leirt szam utan az atlag
egy egész szam. A diakok pontszamai novekvo sorrendben a kovetkezok voltak: 71, 76, 80,
82 és 91. Milyen sorrendben jegyezhette le a szamokat Alfa tanar ur?

2. Az 1 szamlélgju torteket torzstorteknek nevezziik. Figyeld meg a kovetkezd torzstortekre

(gt: 19 _ 104544 _ 10 5 4 _ 1 1 1 Gl 111
bontést: 55 = =57 =50 + o5+ 55 = 3 + 1 T 5 Tehdt 20—2+4+5,sezek1§<u2l;)n21:iozﬁo

torzstortek. Bontsd fel kiilonboz6 torzstortek Osszegére a kovetkezd torteket: 23; 45; 525 2!

3. Melyek azok a haromjegyli szamok, amelyek egyenlok a szamjegyeik faktoridlisainak

Osszegével? (n! olvasd n faktoridlis! Az n szam faktoridlisdnak nevezziikk az 1-2-3-----n
szorzatot, tehat szavakkal elmondva n! jelenti az els6 n pozitiv egész szam szorzatat. Pl.:
51=1-2-3-4-5,de 0l =1és 1! =1) ()

4. Hény olyan nem tires részhalmaza van az {1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11; 12; 13; 14; 15}
halmaznak, amelyben az elemek szorzata 5-re végzodik? (Az egyelemii halmazban az elemek
szorzata maga az elem.) °

5. Egy téglalap egyik oldala a masik oldal 6tszorose. A téglalap szogfelezoi altal meghatarozott
négyszog teriilete 32 cm?. Mekkora a téglalap teriilete?




Feladatok

XLIII. verseny 2013—2014.

r—w Megyei fordulo

1. Az apa, az anya és a harom lanyuk egytitt 118 évesek. Az anya 10 évvel idésebb, mint a harom
lany egyiitt. A szilk életkora kozotti kiillonbség éppen a legkisebb lany életkoraval egyenlo.
Az egyik lany 2 évvel fiatalabb, mint a masik és ugyanannyival idésebb a harmadiknal. Hany
évesek a sztlok? o

2. Igazoljatok, hogy egy olyan négyjegyli természetes szam, amelynek két-két szamjegye azonos,
nem lehet primszam (torzsszam)!

3. Az ABC derékszogli haromszog atfogdja AB, a C'AB szog 60 fokos. A C-bdl indulé magasség
talppontja D. Az ADC haromszogben a D-bél indulé magasséag talppontja E, a C'DB-ben

az egyik magassag DF. A DF B haromszog F-bol indulé magassaga F'H. Igazoljatok, hogy
HB=HA+ AE!

4. Héany olyan konvex négyszog, otszog, hatszog van, amelynek harom egymaés utan kovetkezo
csicsa A(0;4), B(4;4) és C(4;0) koordindtaji pont, és tobbi csicsdnak koordindtéi is nem
negativ egész szamok? (A konvex sokszog minden belsé szoge 180 foknal kisebb.) o

5. Tamas elfelejtette a vidéki baratja vezetékes telefonszamat. A kévetkezokre emlékszik: balrol
szamitva az els6 szamjegye 5, a szam hatjegyti, paros, tovabba 4- gyel, 5-tel, 7-tel, 9-cel, 11-
gyel és 13-mal osztva ugyanazt a nullatol kiilonbozé maradékot adja. Mi volt az elfelejtett
telefonszam? o




Feladatok

XLIII. verseny 2013—2014.

1. Egy osztasi miveletben az osztando és az oszto Osszege 2289. A hanyados 17, a maradék
111. Hatdrozd meg az osztandét és az osztot! ()

2. Domi néhany gyiimolcs sulyat hasonlitotta ossze egy mérlegen. 2 alma egyensulyt tartott 3
kortével, 1 barack pedig 3 szilvaval. Ha az egyik serpenyébe egy fél dinnyét, a masikba 15
kortét, 4 almat és 6 szilvat tett, akkor a mérleg egyensilyban volt. Ehhez hasonléan egy
egész dinnye 40 barackkal és 10 almaval tartott egyensilyt. Hany barack stlya egyezett meg
3 korte silyaval? (Feltételezziik, hogy az egynemii gyiimolesok darabonkénti silya egyenld. )

3. Nemrég Bécsbe utaztam és egy laptopot vasaroltam. A zsebemben csak 2 és 5 eurds érmék
voltak, mindegyikbdl 300 darab. Arra jottem ra, hogy az ara 50-féleképpen fizetheto ki ezen
érmékkel, de csak 2 eurdssal nem tudtam volna kifizetni. Mennyibe keriilhetett a laptop?

4. Egy téglalap alaki fehér vésznat a felsé (hosszabb) széle mentén egy 40 cm-es sdvban piros
szinl fénnyel, a bal szélén szintén egy 40 cm-es savban zold szinii fénnyel vilagitottdk meg.
Ett6l a vaszon bal felso sarka egy négyzet alakban sarga szintinek latszott. Négyszer akkora
tertilet maradt fehér, mint amekkora zold szinti lett és a sarga rész mindossze hatoda a fehér

teriiletnek. Hany deciméter hossziak a véaszon oldalai? °
sarga piros 40 cm
zold
40 cm

5. Mennyi a négyjegyli palindrom szdmok Osszege? (Egy egész szam palindrom, ha visszafelé
olvasva 6nmagat kapjuk, pl. 3443, 2002, stb.) o




Feladatok

XLIII. verseny 2013—2014.

1. Mateklandon csak egy, nyilegyenes, nagyon hosszu ut létezik, amely mentén talalhato két
varos, Alfa és Béta. Tavolsaguk 200 km. Egyenletes sebességgel egyszerre indul Alfabol egy
kerékparos, Bétabol pedig egy motoros, az tutrdl sehol sem térhetnek le. A kerékparos 20
km-t, a motoros 45 km-t tesz meg oranként. Milyen tavol lehetnek egymastdl 2 6ra mulva?

(A 2 ¢6ra alatt visszafordulni, megallni tilos volt!) ()
<—Alfa— <—DBéta—r
©200m

2. Az dbran lathaté négyzet mind a kilenc mezejében eredetileg a 0 szamjegy szerepelt. Egy
lépés soran kivalasztunk egy négy mezobdl allé négyzetet, és benne 1évé mind a négy
szam értékét 1-gyel noveljik. 100 1épés utén az abran lathatd szdmokhoz jutottunk el.

Hatdrozzatok meg a, b, ¢, d, e, f értékét! ()
15 al29
b
40 e | £

3. Artiur kirdly kerek asztalandl nyolcan iilnek. A szomszédos lovagok haragban vannak,
kiilonben a lovagok kozott baratsag van. Hanyféleképp lehet kivalasztani 3 lovagot, akik
baratsagban vannak?

4. Egy konyvtarban egy 9 kotetes lexikon kotetei rendetlentil helyezkednek el az abran lathaté
sorrendben. A konyvtaros szeretné minél kevesebb fogdssal rendezni a konyveket. Egy fogas
alatt azt értjiik, hogy egyidejiileg megfogunk 2 tetszoleges helyen 1év6 konyvet, s valahova
letessziik: a sor elejére vagy végére, vagy valamelyik két konyv kozé betessziik.

A két megfogott konyvet nem valaszthatjuk el egymastél és sorrendjiiket sem cserélhetjiik
fel. Két, mar letett konyv kozott szabad rést nyitni két Gj konyv szamara. A fenti szabalyok
megtartasa mellett hogyan lehet a konyveket harom fogassal rendezni? o

1151912|7(3(6(8]4

5. A jobb oldali dbran 9 pontot lathatunk 3 x 3-as elrendezésben. Hany
olyan kiilonbozének tekintheté haromszog van, amelynek cstucsai a 9 o o o
pont koziil keriilnek ki? Két alakzatot akkor mondunk kiilénbozonek,
ha sem tiikrozéssel, sem mozgatassal nem hozhaték fedésbe. A rajzaid
elkészitéséhez hasznald a segédlapot! Mindegyik haromszoget masik abran e o o
rajzold meg!




Feladatok

XLIII. verseny 2013—2014.

1. 2013-ban a Kalmar Laszl6 Matematika Verseny harmadik (orszdgos) forduléjaba a masodik
(megyei) forduld résztvevéinek 3/40-ed része jutott be. Ezeknek pontosan a 2/9-ed része
nyert a dontében (harmadik fordulé) dijat vagy oklevelet. Egy elsd, egy maésodik és két
harmadik dijat osztottak ki. Ezeken kiviil négy tovabbi tanulé kapott oklevelet egy-egy
feladat kiemelked6 megoldasaért. Hanyan vettek részt a verseny masodik forduldjaban? o

2. A kovetkez6 feladatban egyforma betiik egyforma szamjegyeket jelolnek, kiilonbozé betiik
kiilonbozéket. A [O-ok (téglalapok) a négy alapmiivelet jelét helyettesitik. Tehét az egyik
feladat Osszeadds, egy masik kivonas, egy harmadik szorzas, egy negyedik osztas. Melyik
betlt melyik szamjegyet jelenti, illetve az egyes feladatokban milyen miiveleti jelet kell beirni
ahhoz, hogy helyes miiveleteket kapjunk?

(1) @aaa O ¢ = adde (2)cecce f=fff
(3) adde O ¢ = ccc (4) fffOg=fhd
3. Hany olyan kiilonbozének tekintheto téglatest van, amelynek mindegyik éle — cen-

timéterekben kifejezve — egész szdm és az élek hossza legalabb 2 cm, legfeljebb 8 cm? (Két
téglatestet akkor mondunk kiilonbozoének, ha semmilyen térbeli mozgatassal nem hozhatdk

fedésbe.) ()

4. Figyeld meg az abrak szabalyszerliségeit az egyes sorokban. Hany korong van a 100. dbran
az a), a b), illetve a c) sorban?

oc%c@) 0
o o o285

5. Melyik az a tizes szamrendszerben felirt legkisebb pozitiv egész szam, amelyre igaz, hogy
2-esre végzodik, és ha ezt a kettest a szam végérol athelyezziik a szam elejére, akkor a szam
kétszeresét kapjuk? ()




Feladatok

XLIII. verseny 2013—2014.

1. Egy amerikai nagyvarosban 2014 haz egyetlen sorban helyezkedik el. Minden haz utan adét
kell fizetni. Az els6 és az utolsé haz kivételével minden haz addja 1 dollarral kevesebb,
mint a két szomszédja altal fizetett ado szorzata. Hany dollart fizetett a 2014 haztulajdonos
Osszesen, ha az els6 haz addja 2 dollar, a masodik héz addja pedig 3 dollar? o

2. Hatéarozzatok meg azon a, b, ¢ torzsszamokat (primszamokat), amelyek kielégitik a kovetkezo
egyenléséget: 2-a+3-b+8-c+ 8- c? = 2458! ()

3. Az ABCD négyzet DC' oldaldt rendre 4, 3, 6, 3 és 2 cm-es, az AD oldalat pedig 2, 3, 6,
3 és 4 cm-es, az AB oldalt 2, 3, 6, 3 és 4 cm-es, a BC' oldalt pedig 2, 3, 6, 3 és 4 cm-es
szakaszokra bontottuk. (Lasd dbra!) Mekkora a pottyozott rész teriilete cm?-ben mérve?

©

4. Egy nagyobb konyv oldalait 1-t6] kezd6dden megszamoztak az egymast kovetd természetes
szamokkal. Minden oldalra irtak szamot. A szamozashoz haromszor annyi szamjegyet
hasznaltak fel, mint ahany oldalas volt a konyv. Hany oldalas volt a konyv?

5. Az abran lathat6 3 x 3-as pontracson behuztuk azon egyeneseket, amelyek
legaldbb 3 ponton mennek at. Lathatd, hogy Osszesen 8 ilyen egyenest
talaltunk. Hany ilyen tulajdonsagu egyenest lehet hiizni egy 3 x9-es méreti
téglalapon? (Haszndld a segédlapot!)




XLIII. verseny 2013—2014.

Feladatok

1. Az Edison haza el6tti kertkaput nehéz volt kinyitni, ezért az egyik baratja megszélta, hogy
"Igazan megjavittathatnad mar a kapudat, ez nem illik egy ilyen technikai zsenihez, mint
te vagy”. Mire Edison: ,A kapumat értelmesen terveztem meg. Rakotottem a ciszternara
(vizgytijté medence), s mindenki, aki betér hozzam, 20 liter vizet pumpal a ciszternamba.”
Késobb Edison a 20 literes edényrdl attért egy 25 literesre, de ekkor elegendd volt 12-vel
kevesebb latogaté a ciszterna megtoltéséhez. Hany literes a ciszterna? Hany latogatd kellett
eredetileg a megtoltéséhez?

2. Ha a Nyiregyhazi Vadaspark Toté nevii kétpipd tevéje nagyon szomjas, akkor a
testtomegének 84 %-a viz. Itatds utan 800 kg-ot nyom, s ekkor testtomegének 85 %-a
lesz viz. Hany kilogrammos Toté, ha szomjas? °

3. Mennyi az A és B atlaganak (szamtani kézepének) pontos értéke, ha A = %+ % + % +- %

; 1222 3 9929
esB=S+5+T+ -+ 5

4. Az ABCD téglalap AC atléjanak tetszéleges pontja legyen P. P-n at parhuzamosokat
hizunk az oldalakkal (Lasd dbra). Igazold, hogy az RPQD téglalap teriilete egyenld a
PEFB teriiletével.

D Q C
R S E
A F B

Egy negyed korcikk korivén felvettiink egy tetszoleges P pontot, amelyen at parhuzamosakat
huztunk a hatarol6 sugarakkal. Hol kell felvenniink a P pontot ahhoz, hogy a PROS téglalap
teriilete a lehetd legnagyobb legyen?

o) g
(9]

5. Egy fejszamol6 blivész a kozonségével a kovetkezd jatékot jatssza: a kozonségbdl valakit
megkér, hogy gondoljon egy olyan tizes szdmrendszerbeli haromjegyli szdmra, amelyben
nincs 0. Jeloljik a gondolt szdmot abe-vel. Ezt csak a kozonségnek mondjak meg, akik

képezik a kovetkezO szamokat: acb, bac, beca, cab, cba, majd megmondjak a biivésznek ezek
Osszegét, amit N-nel jeloliink. Mi volt a gondolt szam, ha N = 31947 °




Feladatok

XLIII. verseny 2013—2014.

1. Tamast megkérdezték, hogy hanyadik helyen végzett a varosi mezei futéversenyen. O igy
valaszolt: ,,Ha az el6ttem végzett tanulék negyedrésze utdnam kovetkezne, akkor hattal
tobben lennének utdnam, mint eléttem.” Héanyadik lett Tamdas a versenyen, ha Osszesen

97-en indultak? o

2. Egy horgdsz a napi zsakmanya oOssztomegének 35%-at kitevd harom legnagyobb halat
a mélyhiitébe tette. A harom legkisebb halat, amelyek egyiittesen a megmaradt rész
Ossztomegének 5/13-4t tették ki, elvitte a macska, a tobbit pedig megf6zték ebédre. Hany
halat fogott a horgdsz? o

3. Keressétek meg az Osszes olyan egész szamot, amely lehet egy szabalyos sokszog belso
szogének fokban kifejezett mérdszama. ()

4. Jeloljiik a 9999 szdmjegyei Osszegét A-val. Legyen A szdmjegyei osszege B, a B szdmjegyei
osszege pedig legyen C. Mivel egyenlo C'?

5. A jobb oldali abran 9 pontot lathatunk 3 x 3-as elrendezésben. Hany olyan
kilonbozonek tekintheté négyszog van, amelynek cstucsai a 9 pont koziil
keriilnek ki? Két alakzatot akkor mondunk kiilonb6zonek, ha mozgatassal e o o
nem hozhaték fedésbe. A rajzaid elkészitéséhez hasznald a segédlapot!
Mindegyik négyszoget masik abran rajzold meg!




XLIII. verseny 2013—2014.

8. osztaly, 1. nap

Feladatok

Orszagos donto

1. A 2014-et felirtuk harom természetes szam Osszegeként gy, hogy ha az els6 szamot elosztjuk

a masodikkal, akkor hanyadosként és maradékként is 8-at kapunk. Ha pedig a harmadik
szamot osztjuk az elsdvel, akkor a hanyados 6, a maradék pedig 20. Mivel egyenld ez a
harom természetes szam?

. Legyenek z és y egész szdmok, tovabbd x > 0. Hany olyan egész szamokbdl allé (x;y)
szampar van, amely kielégiti az 222 — 2zy + y? = 289 egyenletet?

. Rajzold meg egy haromszog harom belso és harom kiilsé szogének felezojét. Ezen hat egyenes
koziil melyik kettd lehet merdleges egymasra?

. Legyen p 6tnél nagyobb primszam. Igazold, hogy a (p — 2)(p — 1)(p + 1)(p + 2) szorzat
oszthaté 360-nal. °

. Az ABCD rombusz A csicsnal 1év6 szoge 60°. A rombusz AD oldalanak belsejében fel-
vettiink egy N pontot, a DC szakasz belsejében pedig egy M pontot. Igazoljatok, hogy ha
a BM N haromszog valamelyik szoge 60°, akkor a BM N haromszog szabdlyos.

B




XLIII. verseny 2013—2014.

8. osztaly, 2. nap

Feladatok

Orszagos donto

1. Anna kétszer annyi idés, mint amilyen Bea volt akkor, amikor Anna olyan id6s volt, mint

Bea most. De amikor Bea olyan idés lesz, mint Anna most, életkoruk osszege 135 lesz.
Milyen id6s most Anna, illetve Bea? o

. Bizonyitsatok be, hogy barmely haromszog sulyvonalainak oOsszege nagyobb, mint a
héromszog keriiletének 2 része! o

. Az abedef és fdebca hatjegyii szamok kiilonbsége oszthatd 271-gyel. Bizonyitsatok be, hogy
b=désc=e!

. Egy kor keriiletére kilenc egész szamot irunk, amelyek 6sszege 90. Bizonyitsuk be, hogy van
négy egymas melletti szam, amelyek osszege legalabb 40.

. Mivel egyenld az A és B atlaga (szamtani kozepe), ha A = L + L 4+ L ... m és

1-2 3-4 5-6
B—_L L L, .4 1 9
23 + 4.5 + 6-7 + + 2014-2015 *
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1. Marcinak hétszer annyi pénze van, mint Gergének. Ha Marci adna 65 Ft-ot Gergonek,
akkor mar csak kétszer annyi pénze lenne, mint Gergoének. Hany forintja van Marcinak és
Gergonek egytitt?

Elsé megoldas. Forditsuk le a szoveget matematikai nyelvre! Legyen a Gergd pénze x, akkor
a Marcié 7x. Ha Marci atad 65 Ft-ot, akkor mar csak 7x — 65 Ft-ja marad. Gerg6 kap
65 Ft-ot, tehat x 4+ 65 Ft-ja lesz. Ha ezt megkétszerezem, akkor egyenldk lesznek, vagyis:
7x - 65 = 2(x + 65). Megoldva: x = 39. Ellendrzés: Gergének 39 forintja van, Marcinak
hétszer ennyi, azaz 273. Ha Marci atad 65 Ft-ot, akkor neki 208, Gergonek pedig 104 Ft-ja
lesz. A két fia pénze egyiitt: 39 + 39 - 7 = 312. A tipikus hibak helytelen egyenletfelirdasbol
szarmaznak, pl.: 7x = 2 (x + 65), ahonnan a valasz x = 26. Ha a 7 x - 65 = 2 x egyenletet
irja fel a tanuld, akkor x = 13 adédik.

Masodik megoldas. Ha Marcinak 7-szer annyi pénze van, mint Gergonek, akkor kettejiik
pénzének 7 nyolcad részével rendelkezik Marci, Gergo6 pedig az 1 nyolcaddal. A 65 Ft atadasa
utan 2 harmad, 1 harmadra valtozik a pénziik aranya. Tehat % — % = 212_416 = % rész jelenti
a 65 Ft-ot. Innen az egész pénz a 65 6todének a 24- szerese, azaz 312 Ft. Ellenorzés: lasd
az els6 megoldasnal. o

2. Egy négyjegyli szamhoz hozzdadtuk az utolsé hiarom jegyébol képzett szamot, majd az
utolso6 két jegyébdl képzettet, végiil az utolso jegyét. Igy eredményiil 3042-6t kaptunk. Mi
lehetett az eredeti négyjegyli szam?

Forditsuk le a feladat szovegét ,,matematikai nyelvre”! Legyen a négyjegyl szam ABCD.
[rasbeli miiveletként fogjuk kiokoskodni a feladat megoldasat. Az egyesek helyén az a
kérdés, hogy "hanyszor 4 végzddik 2-esre”. Kétféle valasz lehetséges: a, 3 -4 = 12 vagy b,
8-4 =32 . Az a, esetben az egyesek helyi értékén 1 a maradék, ezért C-nek is 1-nek kell
lennie a tizesek oszlopan. A tizesek helyi értékén nem lesz maradék. A szazasok oszlopan B
= 0 vagy B = 5 esetén lesz az eredmény 0. Az elsé esetben A = 2, a masodikban pedig A
= 3. Tehat a keresett négyjegyi szamok 3013, illetve 2513. Ellenorzéssel meggy6zodhetiink
a kapott eredmények helyességérol: 3013 + 013 + 13 + 3 = 3042 illetve 2513 + 513 +13+43
= 3042. A b, esetben D = 8, maradék 3. Tehat C-nek 7-nek kell lenni és itt a maradék 2,
amit atvisziink a szazasok helyi értékére. Lathato, hogy a B vagy 4, vagy 9 kell legyen. B
=4 esetén A = 2, ha B =9, akkor A = 1. Tehat a keresett négyjegyli szamok 2478, illetve
1978. Ellenorzéssel meggyozodhetiink a kapott eredmények helyességérol: 2478 + 478 + 78
+ 8 = 3042 illetve 1978 + 978 + 78 +8 = 3042. Elég megtalalni a megoldasokat, indoklast
ne varjunk, hogy miért nincs tobb. o
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Képzeld el, hogy leirtuk a teljes szorzotablat 1-1 = 1-t6l 10-10 = 100 -ig. Tehat 100 darab
szorzast frtunk le. Mivel egyenl6 a kapott szorzatok Gsszege? Szamolj minél Gtletesebben!
(Neked nem kell a teljes szorzotéblat leirnod, csak ha nagyon akarod.)

Els6 megoldéds. Vegyiik észre, hogy a fenti 0sszeg egyenlé a (1+2+3+---+9+10)- (1 +
24+3+4+---+9+410) = 55- 55 = 3025 szorzattal.

Maésodik  megoldas. Szamoljuk ki az  1l-es szorzétabla  eredményeit.
14-24-34+44-5+6+7+8+94+10=55. A kettes szorzotabla eredményei 2-szer akkorak
lesznek mint 55, tehdt 110. A hdrmas szorzétdbla eredményei 165, s.i.t. Osszegezve
55+110+165+2204-275+330+385+4404+495+550=3025. Itt lehet a "kis Gauss” modszert
is alkalmazni, de az is elfogadhatd, ha irasbeli muveletként kiszamolja a versenyzo. o

Egy kocka minden élét 3 egyenld részre osztottuk. Minden csicsnal kivélasztottuk azt a 3
harmadol6 pontot, amely a legkdzelebb van a kivélasztott csticshoz, majd ezeken keresztiil
egy sikkal levagtuk a kocka ,sarkait”. A levagott testeknek négy csicsa van, a neviik
tetraéder (hdromszog alapu gula, négylapi test). A nyolc levagds utdn megmaradt testnek
hany éle, csticsa, lapja van? Milyen tulajdonsagokkal rendelkeznek a hatarol6 lapok?

Elek szdma: Az eredeti kocka minden élének megmarad 1 harmada, tehat ez 12 élt jelent a
maradék testnél. Minden levagott sarki tetraédernél bejon még 3-3 él, ez 24 1ij él. Osszesen
12 + 24 = 36 éle lesz a maradék testnek. Csticsok szama: Az eredeti kocka minden csicsat
levagtuk. A csuicsoknédl keletkezett sikmetszetek mindegyike haromszog, tehat itt 3 j csics
1ép be. Ez Osszesen 8 - 3 = 24 csticsot jelent a maradék test vonatkozasaban. Lapok szdma:
A kocka eredeti hat lapjabdl maradnak meg részek, tovabba 1j hatarolé lapként 1épnek be
a sarkokon keletkezett haromszogek. Ezek szama 8. Tehdt 8 + 6 = 14 hatarold lap lesz.
A hatarolé lapok koziil nyole szabalyos haromszog, a tobbi hat pedig nyolcszog, s ezeknek
minden masodik oldala egyenlé hosszi. Megjegyzés. A hatérolé lapok tulajdonsagainak
megnevezésénél minden olyan megoldast elfogadhatunk, amely utal a fenti tulajdonsidgokra,
de nyelvileg, matematikailag nem elég pontos.

Hény olyan haromjegyii szam van, amely szamjegyei kozott van paros és paratlan szamjegy
is?
Els6 megoldas. 900 darab haromjegyli szdm van. Ezek szdmdbdl le kell vonni azokat,
amelyekben csak péaros szamjegy van, illetve csak paratlan szamjegyet tartalmaznak. a,
Csak paros szamjegyet tartalmazok szama. A szdzasok helyén nem allhat 0, csak 2, 4, 6, és
8. A tizesek és egyesek helyén mar mindenféle paros szamjegy allhat. Tehat ezek szama:
4-5-5 = 100. b, Csak paratlan szamjegyet tartalmaznak. A szazasok, tizesek, egyesek
helyi értékén egyarant otféle szamjegy allhat. Az ilyen szdmok szama 5-5-5 = 125. A
feladat kérdésére a valasz 900 — 100 — 125 = 675. A megoldés soran az ,,0sszes - rossz = j&”
leszamlalé modszert alkalmaztuk.

Masodik megoldas. 100-t6l 109-ig mind a 10 szam jo, 110-t6l 119-ig 5 db, aztan
120-t61 129-ig megint 10, utana megint 5, stb., igy az l-essel kezdddd szédmok kozil
104+5+104+54+10454+10+5+10+5 = 75 lesz j6. Utana 200-t6l 209-ig 5 db, utana 10, 5, 10,
5, ... ez 299-ig megint 75 lehetdség. A 3-assal kezdoddeknél ugyanaz van, mint az 1-essel
kezd6doeknél, tehat 75 lehetdség, és ugyanigy a 4-essel, 5-0ssel, ..., 9-essel kezd6doeknél.
Tehat minden ,,szazas kupacban” 75 ilyen szam van. Tehat 9 - 75 = 675 ilyen szam van. o
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1. Ismerkedj a 100 tulajdonsagaivall
L) Allitsd el8 a 100-at a, 2, b, 3, ¢, 4, d, 5 négyzetszam oOsszegeként! Egy-egy négyzetszamot
legfeljebb kétszer hasznélhatsz!
IL.) Allitsd elé a 100-at kobszamok Osszegeként! Egy-egy kobszamot legfeljebb kétszer
hasznélhatsz!
Mindegyik feladatrészre egy-egy megoldast keress!
Megjegyzés: Legyen n > 1 természetes szam. Ekkor n?-et négyzetszdmmnak, n3-t

kobszéamnak mondjuk, ahol n? =n-nésn3=n-n-n.

I.) A felsorolds szempontja legyen az, hogy a négyzetszamokat nem noévekvd (zommel
csokkend) sorrendben adjuk meg. A négyzetszamok 100-ig 12 =1, 22 = 4, 32 = 9, 4% = 16,
52 = 25, 62 = 36, 72 = 49, 8 = 64, 9> = 81, 10®> = 100. a, Ha két tagbdl all az Osszeg,
akkor 62 + 82 = 100. Tébb nincs. b, Harom tagbdl nem lehet eléallitani. A négyzetszdmok
3-mal osztva 0 vagy 1 maradékot adnak. A 100 pedig 3-mal osztva 1 maradékot ad.
Tehat ki kell valasztanunk a 9, 36 és 81 kozil kettot és ezek Osszegéhez kellene adnunk
egy olyan négyzetszamot, amely 3-mal osztva 1 maradékot ad. 100-(9+36)=55 nem
négyzetszam, 100-(9+81)=10 szintén nem négyzetszam, a 36 és a 81 Osszege pedig eleve
sok. Hasonléan belathatd, hogy két egyforma, 3- mal oszthaté négyzetszam segitségével
sem lehet el6éllitani: 100-(94+9)=82 nem j6, 100-(36+36)=28 nem j6, 100-(81+81) negativ,
nem jé. c, Négy tagbol: 92 +32 +32+1 = 100, 82 4+42 442422 =100, 7> + 72 +1+1 = 100,
724+ 52 +52+1=100. d, Ot taghdl: 72 + 5%+ 42+ 32+ 1 = 100.

Megjegyzés. Hat taghdl: 7% + 42 + 42 + 32 + 32 + 1, 7% + 5% + 32 + 32 + 22 + 22, Hét taghdl:
7?24+ 5% 4+ 4%+ 22+ 22+ 1+ 1. II.) Kobszamok 100-ig 1* = 1, 23 =8, 3% = 27, 43 = 64. Négy
kobszambol: 43 + 3% + 23 + 1 = 100. Tobb megfelels eléllitds nincs. o

2. Egy régi szamlan ez all:
237 darab (a termék neve olvashatatlan), az egységar *1* Ft ** fillér, fizetendd végosszeg
T¥*¥*0 Ft 65 fillér.
A *-ok helyén 4ll6 szdmjegyek olvashatatlanok. Minden csillag egy szdmjegyet jelol.
Szamitsd ki a hidnyzé szédmjegyeket! (1 Ft = 100 fillér)

Fogalmazzuk meg a feladatot irasbeli miiveletként! A hidnyz6 szamjegyeket betiikkel

jeloltiik.
a 1 b, ¢ d 2 37
e f g h i j
k 1 m n o
P g r s t
7T xy z 0, 6 5

A szorzast a szorzd legkisebb helyi értéki jegyével kezdtik az abran. A szorzandé balrdl
masodik jegye az 1 (egy) és nem 1 (el) betii. A d szdmjegy csak 5 lehet, mert csak a 7-szer
5 végzodik 5-re. A kozépso részletszorzat utolsd jegyét a 3-szor d-bol kapjuk, tehat o = 5.
Az i értékét a tizedek oszlopan tudjuk leolvasni, tehat ¢ = 1. Figyeljik ujra a 7- tel valo
szorzatot! 7 -5 = 35 miatt a c-nek 4-nek kell lenni, csak akkor lesz ¢ = 1. Most mar be
tudjuk irni a masodik és harmadik részletszorzat utolsé elotti jegyeit is.
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a 1 b, ) 2 3 7
e f g h 1 5
k I m 3 5
P qr 9 0
7T x y z 0, 6 5

A tizedes vessz6 el6tti egyesek oszlopan leolvashatjuk, hogy h = 7. A T-szer b + 3 csak akkor
végzodik 7-re, ha b = 2. Ujabb szamjegyeket tudunk megfejteni: m = 7,r = 4,9 = 8,1 =
3,q =2.z2=>5y=0. Az els6 és a masodik részletszorzat értéke 1-gyel noveli a p értékét,
igy csak az a = 3 lehetséges. Ezek utan a teljes szorzas:

3 1 2, 4 5 2 37
21 8 7 1 5
9 3 7 3 5
6 2 4 9 0
74 0 5 0, 6 5
Tehat az egységar 312,45 Ft, a fizetend6 osszeg 74050,65 Ft. o

Az ABC'D négyzet oldalainak hossza nyolc egység. Az AB oldalon levé P pont 6t egység
tavolsagra van az A ponttdl, a BC oldalon levéo R pont két egység tavolsagra van a C'
ponttdl, mig a négyzet belsejében levé @Q pont a C'D és AD oldalaktdl is egy egység
tavolsdgra van. Szamitsd ki a PQ R haromszog tertiletét!

Készitsiik el a szoveg alapjan a megfelel6 dbrat!

D, L
Q

R

A. P 1I'B

A PQR héromszog teriiletét ugy szamitjuk ki, hogy a négyzet teriiletébdl levonjuk a felesleges
részek teriiletét. Az ABCD négyzet teriilete 64 egység, ebbdl fogjuk levonni a ,,felesleges”
részeket. A jobb alsé sarokban 1évé PBR haromszog tertilete % = 9. A jobb fels6 sarokban
1év6 trapézt felbonthatjuk egy téglalapra és egy derékszogli haromszogre, ezért a tertilete
7—1—% = 10, 5. A bal alsé sarokban 1év6 trapéz is felbonthato egy téglalapra és egy derékszogi
haromszogre, ezért a teriilete 7 + % = 21. A bal fels¢ sarokban van még egy 1 teriileti

négyzet. Tehat 64 — 9 — 10,5 — 21 — 1 = 22,5 egység a PQ R haromszog teriilete. o
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Tibi és Kati testvérek. A sziileik télre kabatot, sapkat és nadragot vettek a gyerekeknek. A

Tibi ruhdinak mindegyike 50 %-kal dragabb volt, mint Kati megfelel6 ruhdja. Tibi kabatja
10-szer annyiba keriilt, mint a sapkdja és haromszor annyi volt, mint Kati nadragja és
sapkaja egylitt. Mennyibe keriiltek az egyes ruhadarabok, ha a sziilék 75 ezer forintot
fizettek Osszesen a hat ruhadarabért?

Els6 megoldas. Foglaljuk a feladat feltételeit egy attekintheto tablazatba:

kabat | sapka | nadrag
Kati k S n
Tibi | 1,5k | 15s | Lbn
Tovabba: 1,5k = 15s (Tibi alapjan), tehat &k = 10-s. 1,5k = 3+ (n+s). E két egyenléséghol
15-s =3-(n+s). Rendezve 12-s = 3-n, 4-s = n. Ezek alapjan moddosithatjuk a
tablazatunkat:

kabat | sapka | nadrag
Kati | 10-s S 4-s
Tibi | 15-s | 1,5s 6-5s
Mivel a sziilék 75 000 Ft-ot fizettek, ezért felirhatjuk a kovetkezd egyenloséget: 10 - s+ s +
4-s4+15-s4+1,5-5s4+6-s = 75000. Osszevondsok utén: 37,5 - s = 75000, s = 2000. Teh4t
Kati ruhéi 20000, 2000 és 8000 Ft-ba, a Tibié pedig 30000, 3000 és 12000 Ft-ba keriiltek.
Ellendrzéssel meggyézodhetiink a kapott értékek helyességérol.

Maésodik megoldas. Mivel Tibi minden ruh&ja 1,5-szer annyiba keriil, mint Katié, Kati ruhai
egyiitt 75000 : 2,5 = 30000 forintba, Tibi ruhai 45000 forintba keriilnek. Tibi kabatja
héaromszor annyiba keriil, mint Kati sapkdja és nadragja, Tibi sapkdja és nadragja pedig
1,5-szer annyiba. fgy Tibi ruhai 4,5-szer annyiba keriilnek, mint Kati sapkéja és nadragja.
Ebbol Kati sapkaja és nadragja egytitt 45000 : 4,5 = 10000 forint, tehat Tibi kabatja 30000
forint.

Ekkor Tibi sapkaja 30000 : 10 = 3000 F't, nadragja 45000 — 33000 = 12000 F't, Kati kabatja
20000 Ft, sapkdja 2000 Ft, nadragja 8000 Ft. Ellenorzéssel meggyozodhetiink a kapott
értékek helyességérdl. (1)

Héany darab 45-tel oszthaté abcba alaku oOtjegyt szam van, ahol a, b és ¢ kiilonbozo
szamjegyeket jelol?

45-tel pontosan akkor oszthato egy szam, ha 9-cel és 5-tel is oszthatd. 5H-tel pontosan akkor
oszthaté egy szam, ha 5-re vagy O-ra végzodik. Mivel a nem lehet 0, igy a csak 5 lehet.
Az eredeti szamunk oszthatd 9-cel, igy szamjegyeinek Osszege, 10 4+ 2b + ¢ is oszthatd 9-cel.
Mivel 2b 4 ¢ legnagyobb értéke 27, ezért 10 4+ 2b + ¢ lehetséges értékei 18, 27, 36.

. eset: Ha 20+ ¢ = 8, akkor a lehetséges szamjegyek b =4 c=0,b=3c=2,b=2c =4,
b=1c=06,b=0c=8. Ez 6t megoldas.

II. eset: Ha 2b+ ¢ = 17, akkor a lehetséges szamjegyek: b =8 c=1,b=7¢c=3,b =6
c=5b=5c=T,b=4c=9. Itt a6, 5 és 5, 7 parok nem megfeleléek, mert nem lenne
minden szamjegy kiillonboz6. Ez tehat 3 megoldas.

I eset: Ha 2b+ ¢ = 206, akkor a lehetséges szamjegyek: b = 9 ¢ = 8. Ez egy megoldas.
Osszesen 5 4+ 3 + 1 = 9 megoldas van.
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Alfa tanar Ur 5 tanuldt vizsgaztatott matematikabol. Az elért pontszamokat véletlen
sorrendben irta egy papirra, majd minden leirt pontszam utan kiszamolta a papiron 1évé
szdmok szamtani kozepét (atlagdt). Alfa tandr ur rajott, hogy minden egyes leirt szam utan
az atlag egy egész szam. A didkok pontszamai novekvé sorrendben a kovetkezok voltak:
71, 76, 80, 82 és 91. Milyen sorrendben jegyezhette le a szamokat Alfa tanar ar?

Vizsgéljuk a szamok harommal, néggyel valé osztasanak maradékait!

7176 | 80 | 82 | 91
3malosztva | 2 | 1 | 2 | 1 | 1
4-gyel osztva | 3 | O | O | 2 | 3

A feltételek alapjan az els6 két szam vagy mindketté paros, vagy mindketté paratlan. Az
els6 harom szam 0Osszege oszthaté 3-mal, ezért csak a 76, 82 és a 91 johet széba valamilyen
sorrendben. Innen méar lathatjuk, hogy az elso kettoé csak a 76 és a 82 lehetett valamilyen
sorrendben. A harmadik pedig a 91. Ez a harom szam 4-gyel osztva 1 maradékos, tehat kell
még egy 4-gyel osztva 3 maradékos, ez pedig a 71 lesz. A 71 a negyedik szam, az 6todik pedig
a 80. A sorrend tehat elsé ketto a 76 és a 82 lehetett valamilyen sorrendben, a harmadik a
91, a negyedik a 71, az 6todik pedig a 80. Tehat két sorrend is lehetett. o

Az 1 szamlaléju torteket torzstorteknek nevezziik. Figyeld meg a kovetkezd torzstortekre
(4. 19 _ 104544 _ 10 | 5 , 4 _ 1 1,1 019 1 1 1

bf)ntaﬁt. 2= 1 — 2 + 2% + 20 = 5"-1— n + . Tehat 20 = 2 +,f_‘ + 5o S ezellg k;;lo;llb(gzo

torzstortek. Bontsd fel kiilonbozd torzstortek osszegére a kovetkezd torteket: o35 125 555 !

A nevezok osztéibdl, vagy a nevezOk tobbszorosei oszt6ibdl kell eldallitani a szamlalokat

" s . . 19 _ 124641 _ 1 1 1
z;glhozﬁilé)%gr ?()agySferulslteril tu<1i]unk. 5= o =51t 1T
8- 13 a1t gtsTg

2l tortnél nem miikodik az elébbi tipusi felbontds, elészor béviteni kell a tortet:

_ 42 _ 254104542 1 ;1 , 1 , 1
=2tstotas

50 50

4 sl s 6 24 _ 14474241 _ 1 1 4 1 1
—nél 4-gyel kell béviteni. =z = 52 = === =5+ 1+ 77+ 5 o

[ wlwml
Gl =

Melyek azok a haromjegyii szdamok, amelyek egyenlok a szamjegyeik faktorialisainak
Osszegével? (n! olvasd n faktoridlis! Az n szdm faktoridlisénak nevezzikk az 1-2-3---- - n

szorzatot, tehat szavakkal elmondva n! jelenti az elsé n pozitiv egész szam szorzatat. Pl.:
5!=1-2-3-4-5,de0l=1és11=1)

Tervszerii prébalgatast fogunk alkalmazni! A széamjegyek kozott nem szerepelhet a 7, 8, 9,
mert ezek faktoridlisa nagyobb, mint 1000. Ebbol kovetkezik, hogy a szdm nem nagyobb
666-nél, és igy a 6-os sem szerepelhet, mert 6! = 720 > 666. Az sem lehetséges, hogy mind-
egyik jegy kisebb 5-nél, mert ebben az esetben a szam legfeljebb 4! + 4! + 4! = 72 lehetne,
vagyis nem lehetne haromjegyti. A jegyek kozott tehdt szerepel az 5. Ha egyetlen 5-6s
szerepel, akkor a szam 5! + 0! 4+ 0! = 122 és 5! + 4! + 4! = 168 kozé esik, az elso jegye tehat
az 1. Az 5! és 1! Osszege 121. A harmadik jegy 1, 2, 3, 4, aminek a faktoridlisa 1, 2, 6
vagy 24; ezért csak a 122, 123, 127, 145 szamokat kell ellendrizni. Fzek koziil csak a 145
megoldas. Ha két 5-6s jegy van, akkor a szam 5! 4+ 5! + 0! = 241 és 5! + 5! + 4! = 264 kozé
esik, az els6 jegy a 2; ebben az esetben a szam csak 5! + 5! + 2! = 242 lehetne, de ez nem
megoldas, nincs is benne 5-6s szamjegy. Végil, a 3 darab 5-6s szamjegybdl all6 555 sem
megoldas, mert 5! 4+ 5! + 5! = 360 és nem 555. Az egyetlen megoldds tehat a 145. o
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Hény olyan nem iires részhalmaza van az {1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8 9; 10; 11; 12; 13; 14;
15} halmaznak, amelyben az elemek szorzata 5-re végzddik? (Az egyelemii halmazban az
elemek szorzata maga az elem.)

Egy szorzat pontosan akkor végzodik 5H-re, ha torzstényezos felbontasdban csak paratlan
szamok szerepelnek és az 5 is szerepel benne. Képezziik az 6ttel nem oszthaté paratlan
szamok halmazat: A=1; 3; 7: 9; 11; 13, valamint az oOttel oszthaté paratlan szamok
halmazat: B=5; 15. Ha az A halmazbdl valahany elemet kivesziink, s ezeket Osszeszorozzuk,
akkor a kapott szorzat péaratlan lesz. Ilyen részhalmaz 64 lesz (2°), hiszen egy-egy elemet
vagy kivalasztunk, vagy nem, tehat minden elemnél két lehetOségiink van. Itt az iires
halmazt és az alaphalmazt is valaszthatjuk. Ehhez kell még szorzé tényezoként hozzavenni
a B halmaz valahdny elemét: 5, 15 vagy 515 = 75. Ezt haromféleképpen vélaszthatjuk,
mert ebben az esetben az iires halmazt nem vélaszthatjuk. Tehat, ha azt akarjuk, hogy a
torzstényezos felbontasban csak paratlan szamok szerepeljenek és az 5 is szerepeljen benne,
akkor a lehetOségek szdmat Ossze kell szoroznunk (szorzasi szabaly). Az Gsszes lehetOség

963 — 192, (4

Egy téglalap egyik oldala a masik oldal Otszorose. A téglalap szogfelez6i altal meg-
hatérozott négyszog teriilete 32 cm?. Mekkora a téglalap teriilete?

A szoveg csak annyit mond, hogy a szogfelezok altal meghatarozott sikidom egy négyszog,
tehat be kell latnunk, hogy ez egy négyzet.

Allités: Az ABCD téglalap szogfelezdi altal meghatarozott négyszog egy négyzet.

N

A

M

Bizonyitas: A téglalap szogfelezOinek metszéspontjai legyenek K, L, M és N. A szer-
kesztésbol adoddéan a KM LN négyszog tengelyesen tiikros a KL és az M N egyenesekre,
amelyek merolegesek egymadsra. Kevés szogszamitassal belathatjuk, hogy mind a négy szoge
derékszog. Azt is belattuk ezzel, hogy NM = KL, hiszen a négyzet atléi egyenlok. A
négyzet tertiletét kiszamithatjuk a rombusz teriilethez hasonléan az ”atlészor atlé per 27
képlettel. Tehat MLEL — 32 NM - KL = 64. Fentebb beldttuk, hogy NM = KL, igy
NM = KL = 8, amib6l az ABCD téglalap oldalai 10 és 2 cm-esek, tehat a teriilete 20 cm?.

o
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r—m Megyei fordulo

1.

Az apa, az anya és a harom lanyuk egytitt 118 évesek. Az anya 10 évvel idésebb, mint a
harom lany egyititt. A sziilok életkora kozotti kiillonbség éppen a legkisebb lany életkordval
egyenl6. Az egyik lany 2 évvel fiatalabb, mint a masik és ugyanannyival idosebb a harma-
diknéal. Hany évesek a szilok?

A sziilok életkorara vonatkozo informacié kétértelmi, lehet, hogy az anya idosebb, lehet,
hogy az apa. Tehat a feladatnak két megoldasa lesz.

I. eset: Legyen az apa idésebb. Ha a legfiatalabb lany x éves, akkor a kozépsé = + 2, a
legnagyobb pedig = 4+ 4. Ekkor az anya életkora x +x + 2+ x + 4+ 10 = 3z + 16. Az apa
ennél x évvel tobb, tehat 4x + 16.

Felirhatjuk a kovetkezd egyenletet: x + (x + 2) + (v +4) + (32 + 16) + (4o + 16) = 118.
Végezziik el a sziikséges Osszevondsokat: 10z + 38 = 118 , ahonnan x = 8. A lanyok 8, 10 és
12 évesek, az anya 40, az apa 48. Ez teljes egészében kielégiti a feladat kovetelményeit.

IT. eset: Legyen az apa fiatalabb. Az elébbieket felhasznédlva a lanyok x, x + 2, = + 4
évesek, az anya 3x + 16, az apa pedig 2x + 16. Az el6bbihez hasonlé egyenletet irunk fel:
4+ (r+2)+ (z+4) + (32 + 16) + (2z + 16) = 118 Rendezve: 8z + 38 = 118, x = 10. Tehdt
ebben az esetben a lanyok 10, 12, 14 évesek, az anya 46, az apa 36 éves. Ez is jo megoldas.

[gazoljatok, hogy egy olyan négyjegyli természetes szam, amelynek két-két szamjegye azo-
nos, nem lehet primszdm (torzsszam)!

A szbévegben szerepl6 négyjegyt szamok algebrai alakja aabb, abab, abba . Mindegyik eset-
ben alkalmazzunk helyi értékes felbontast és keressiink egy olyan 1-nél nagyobb természetes
szdmot, amellyel a vizsgalt kifejezés oszthaté. a, aabb = 1000a+100a+10b+b = 1100a+11b,
ami oszthat6 11-gyel. b, abab = 1000a + 100b+ 10a+b = 1010a+ 101b, ez 101-gyel oszthatd.
¢, abba = 1000a + 100b + 10b + a = 1001la + 110b = 11(91a + 10b). Az &talakitdsokbél
lathatd, hogy oszthatd 11-gyel. o

Az ABC' derékszogli haromszog atfogéja AB, a C'AB szog 60 fokos. A C-bdl induld
magassag talppontja D. Az ADC haromszogben a D-bol indulé magassag talppontja E,
a CDB-ben az egyik magassag DF. A DF B haromszog F-bél indulé magassdga F H.
Igazoljatok, hogy HB = HA+ AE'!

Els6 megoldas. Készitsiink a feladat szovege alapjan olyan abrat, amely jo kozelitéssel
tiikkrozi a feladatbeli mennyiségi viszonyokat!

C
F

E

A D H B
Ismeretes, hogy a 30, 60, 90 fokos szogekkel biré haromszoghen az atfogd kétszerese a rovi-
debbik befogénak. Ezt fogjuk felhasznédlni a megoldas soran tobbszor is. Tehat: AC' = %AB ,
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AD = LAC = 1AB, tovébbs AE = LAD = 1AB, DH = 1DF. A CEDF téglalapban
DF = CE = AC — AE = (3 — Y)AB = 2AB. Tehat DH = £ AB. Ebbdl két dolog
kovetkezik. Egyrészt HB = AB — AD — DH = (1 — ; — £)AB = £ AB. Mésrésat
HA+AE =AD+DH+AE = (3+ 2+ 1)AB = 2AB. Tehdt HB = HA+AE = - AB,

s ezt akartuk bizonyitani.

Masodik megoldas. Az abra jelolései alapjan kicsit rovidebben: AD = 2 - AE, AC =
2:-AD=4-AFE, AB=2-AC=8-AF, DB=AB—-AD =6-AE, DF = DB :2=3-AFE,
DH =DF :2=15-AF, HA=AD+ DH =3,5-AF, HB = DB — DH = 4 -AF,
amibél adédik, hogy HB = HA + AFE.

Hény olyan konvex négyszog, otszog, hatszog van, amelynek hdrom egymaés utan kovetkezo
cstcsa A(0;4), B(4;4) és C(4;0) koordindtdju pont, és tobbi csicsdnak koordindtai is nem
negativ egész szamok? (A konvex sokszog minden belsé szoge 180 foknal kisebb.)

Egy ilyen haromszog van, maga az ABC haromszog.

Négyszogek szama: az ABC D négyszogek negyedik csticsat (mond- A(0;4) B(4;4)
juk D) azon racspontok alkotjak, amelyek az AD egyenestdl jobb-
ra, az AC egyenestdl balra helyezkednek el, s ide értjik az x és

y tengely nem negativ koordinataju pontjait is, de az AC' egyenes
pontjait nem. Vagyis az AOC haromszoghen vagy a hataran, de

nem az AC' egyenesen. Ezek szama 1+ 2 + 3 + 4 = 10 négyszég. O C(4;0)
Otszogek szdma: CBADE otszogek D és E csticsai is a A(0; 4) B(4;4)
négyszogeknél leirt tartomanyban lesznek. A D csics szaméra
szoba joheté pontnal beirtuk, hogy az E pont hanyféleképpen
véalaszthaté meg. Pl: (0;3) koordinat4ju pontndl 6 szerepel, ami
azt jelenti, hogy ezt valasztva D-nek hatféleképpen rendelhetd
hozza megfelel6 E pont. Tehat ezek szama: 6+4+42+3+2+1 =18 0 C(4:0)

lehetGség.
. . . A(0;4)  B(4;4)

Hatszogek szama: Az CBADFEF hatszogek D, E és F' csucsai

is a négyszogeknél leirt tartomanyban lesznek. A D cstcs

szamara szoba joheté 2 pontnal beirtuk, hogy az FE és F' pont

hényféleképpen valaszthatdo meg. Tehat ezek szama: 2 +1 = 3

lehetoség.
O C(4;0)

Hétszoget mar nem lehet kijelolni. Tehat a megoldasok szama: 10 + 18 4+ 3 = 31. o

Tamas elfelejtette a vidéki baratja vezetékes telefonszamat. A kovetkezdkre emlékszik:
balrél szamitva az elso szamjegye 5, a szam hatjegy(i, paros, tovabba 4- gyel, 5-tel, 7-tel,
9-cel, 11-gyel és 13-mal osztva ugyanazt a nullatdl kiillonb6z6 maradékot adja. Mi volt az
elfelejtett telefonszam?

A 4-gyel valé osztds miatt a maradék 1, 2, 3 lehet. Ha a maradék paros, akkor az csak 2
lehet. Jelolje T' a keresett telefonszamot. Ekkor T'— 2 oszthatd 4-gyel, 5-tel, 7-tel, 9-cel,
11-gyel és 13- mal. Ha egy szam oszthato 7-tel, 11-gyel és 13-mal, akkor 1001-gyel is.
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Az ilyen szamok 5abbab alakiak. De T oszthato 4-gyel, 5-tel, 9-cel is, igy oszthatd ezek
legkisebb kozos tobbszorosével a 180-nal is. Tehat keresniink kell a 180180 szamnak egy
olyan tObbszorosét, amely Otossel kezdodik. Ez lesz a T — 2 = 540540, tehat T = 540542.
Ellenorzéssel meggyozodhetiink arrdl, hogy ez a szam megfelel a feladat kovetelményeinek,
tobb megoldés pedig nincs.

Megjegyzés. Sokat roviditiink a megoldason, ha észrevessziik, hogy T'— 2 oszthaté 4-gyel, 5-
tel, 7-tel, 9-cel, 11-gyel és 13-mal. Ezen szamok legkisebb kozos tobbszorose 180180. Ennek

egyetlen tobbszorose kezdodik 5-Ossel, ez pedig az 540540. Tehat a keresett telefonszam
540542. o

1.

Orszagos donto

Egy osztasi miiveletben az osztandd és az osztéd Osszege 2289. A hanyados 17, a maradék
111. Hatarozd meg az osztandét és az osztot!

A megoldas soran az ,osztandé = hanyados - oszté + maradék” Osszefiiggést fogjuk fel-
hasznélni. Vonjuk le a maradékot a 2289-bdl, az eredmény 2178 lesz. Mivel a hanyados 17,
ezért az osztandd 17-szerese az oszténak. Osszuk a 2178-at 18 egyenld részre, megkapjuk
az osztot, ami 121 lesz, majd ezt szorozzuk 17-tel, az eredmény 2057, majd adjuk ehhez a
maradékot: 2057 + 111 = 2168. Tehat 2168 az osztando.

Ellenorzés: az oszto6 és az osztandé osszege 21684121 = 2289. S valéban 2168 = 121-17+4111.

o

Domi néhany gyimolcs sulyat hasonlitotta ossze egy mérlegen. 2 alma egyensulyt tartott

3 kortével, 1 barack pedig 3 szilvaval. Ha az egyik serpenyébe egy fél dinnyét, a masikba
15 kortét, 4 almat és 6 szilvat tett, akkor a mérleg egyensilyban volt. Ehhez hasonléan
egy egész dinnye 40 barackkal és 10 alméaval tartott egyensulyt. Hany barack sulya egyezett
meg 3 korte sulyaval? (Feltételezziik, hogy az egynemi gyiimolesok darabonkénti sulya
egyenld.)

Ha fél dinnye = 15 korte + 4 alma + 6 szilva, akkor 1 dinnye = 30 korte + 8 alma + 12
szilva. Ha 2 alma = 3 korte, akkor 8 alma = 12 korte, tovabba 10 alma = 15 korte. Ha
1 barack = 3 szilva, akkor 4 barack = 12 szilva. fgy 1 dinnye = 30 korte + 12 korte + 4
barack = 42 korte + 4 barack. Mivel 1 dinnye = 40 barack + 10 alma = 40 barack 4 15
korte, ezért 42 korte + 4 barack = 40 barack + 15 korte. Ebbdl azt latjuk, hogy 27 korte
= 36 barack, amibdl kovetkezik, hogy 3 korte = 4 barack. A valasz: 4 barack silya egyezik
meg 3 korte sulyaval.

Megjegyzés. Az egyes gyuimolesok silyanak ardnya: szilva : barack : korte : alma : dinnye
—1:3:4:6: 180. (4)
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3. Nemrég Bécsbe utaztam és egy laptopot vasaroltam. A zsebemben csak 2 és 5 eurds érmék

voltak, mindegyikbol 300 darab. Arra jottem ra, hogy az ara 50-féleképpen fizethetd ki ezen
érmékkel, de csak 2 eurdssal nem tudtam volna kifizetni. Mennyibe kertilhetett a laptop?

Két lehetoség fordulhat el6: a laptop ara egy paratlan szam volt vagy dragabb, mint amit
ki lehet fizetni az 6sszes két eurdssal.

Leset: A laptop ara egy paratlan szam volt, kiilonben 2 eurdssal ki tudtam volna fizet-
ni. Vegyiik észre, hogy a fizetésnél hasznalt 5 eurdsok szdma paratlan kell legyen. Ez mar
mindent meghatdroz. Legyen a fizetend6 Osszeg S, ebbdl vonjunk le (2n — 1) - 5 eurdt.
Az eredmény paros lesz, s fele ennyi 2 eurdsra van sziikség a fizetésnél. A Kkifizetések
valéjaban csak abban kiillonboznek egymastol, hogy valahdnyszor 2 darab otost kettesek-
re valtunk, vagy ennek forditottjat végezziik el. Tehat az S értéke valamint az 6t0sok szama
egyértelmilen meghatarozza a kettesek szamat. Az 6tvenedik paratlan szam a 99. 99-5 = 495
euro is lehetett a laptop ara, de lehet, hogy 497, 499, 501 vagy 503. Ot megoldas is van. A
495 eurd kifizetése igy alakul:

1. lehet6ség 1 db 5-6s és 245 db 2-es.
2. lehet6ség 3 db 5-0s és 240 db 2-es,
3. lehetéség 5 db 5-6s és 235 db 2-es,

49. lehetdség 97 db 5-0s és 5 db 2-es,
50. lehetoség 99 db 5-6s és 0 db 2-es.

A 497-et, 499-et, 501-et, 503-at hasonldéan fizetjik ki, csak ott 1, 2, 3 illetve 4 darab 2
eurdssal tobbet adunk.

[T.eset: Ha 300 - 2 eurénal , azaz 600 euréndl dragabb a laptop, akkor a kovetkezo esetek
fordulhatnak el6: 1610 eur6=300-2+202-5 = 295-2+204-5 = ... = 55-2+300-5 vagy 1608
eur6=299-24-202-5 = ... = 54-2+300-5 vagy 1606 eur6=298-24+-202-5 = ... = 53-24300-5 vagy
1604 eur6=297-24-202-5 = ... = 52-2+300-5 vagy 1602 eur6=296-2+202-5 = ... = 51-2+300-5
vagy 1605 eur6=300-2+4 201 -5 =295-24203 -5 = ... = 55-2+4 299 -5 vagy 1603 vagy
1601 vagy 1599 vagy 1597 eur6=296 -2+ 201-5=...=51-2+4299.5.
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4. Egy téglalap alaki fehér vésznat a fels§ (hosszabb) széle mentén egy 40 cm-es sdvban piros
szinl fénnyel, a bal szélén szintén egy 40 cm-es savban zold szinl fénnyel vilagitottdk meg.
Ett6] a vaszon bal felso sarka egy négyzet alakban sarga szintinek latszott. Négyszer akkora
teriilet maradt fehér, mint amekkora zold szinti lett és a sarga rész mindossze hatoda a fehér
teriiletnek. Hany deciméter hossziak a véaszon oldalai?

sarga piros 40 cm
zold
40 cm
A sérga rész teriilete 40cm - 40cm = 1600cm? = 16dm?. Ebbdl a fehér rész teriilete:

6 - 16dm? = 96dm?. A zold rész terillete: 96dm? : 4 = 24dm?. A z6ld rész ismeretlen
oldala 24dm? : 4dm = 6dm, igy a vészon rovidebb oldala 6dm + 4dm = 10dm. A fehér
rész teriilete 4-szerese a zoldének és egyik oldaluk kozos, ezért a fehér rész hosszabb oldala
4 -4dm = 16dm és igy a véaszon hosszabb oldala 4dm + 16dm = 20dm. Tehat a vaszon
oldalainak hossza 10 dm és 20 dm. o

5. Mennyi a négyjegyii palindrom szémok Osszege? (Egy egész szdm palindrom, ha visszafelé
olvasva énmagat kapjuk, pl. 3443, 2002, stb.)

Els6 megoldas. Egy négyjegyl palindrom szamot egyértelmiien meghatarozza az elsé két
jegye. Az elsé szamjegy kilencféle, a mésodik tizféle lehet, tehat négyjegyt palindrom szam
van. Az Osszegiiket megkapjuk, ha minden egyes szamjegyre megvizsgaljuk, hogy hanyadik
helyi értéken hanyszor szerepel. Osszegezziik az ezresek és az egyesek helyén all6 értékeket!
Ha az ezresek helyén 1-es van, akkor az egyesek helyén is, de a két kozépsé jegy azonos és
tizféleképpen valaszthaté meg. Ezek dsszege 10 - (1000 + 1) = 10010. Hasonléan a t6bbi
10 - (2000 + 2) = 20020, 10 - (3000 + 3) = 30030, ... 10 - (9000 4+ 9) = 90090. Osszegezve
10-1001 - (1 +2+3+---4+9) = 10010 - 45 = 450450. Most Gsszegezzik a szdzasok és a
tizesek helyi értékén 1évo szamokat! Ha itt 1-es all, akkor egyszeri el6fordulasa 110-et ér, de
az ezresek helyén 1éveo jegy 9-féle lehet, tehat szoroznunk kell 9-cel. Az Gsszegzés igy alakul:
9. (110 +220+ 330+ -+ - +990) = 9 - 4950 = 44550 Az eredmény 450450 + 44500 = 495000.

Maésodik megoldds. A négyjegyli palindrom szémok abba alakiak. Az els6 megoldasban
lefrtak alapjan 90 darab van. Osszegezzik elszor 16b1 = 1001 + 110 - b alakdakat. Itt a b
értéke 0-t6l 9-ig mindenféle szamjegy lehet, tehdt 10-féle. Az Gsszeg 1001 - 10 4+ 110 - (1 +
24+3+---49)=10010 + 110 - 45 = 14960. Osszegezziik mésodjéra a 2002 = 2002 + 110 - b
alakuakat Az el6z6h6z hasonléan Gsszegezve az Osszeg 2002104110+ (14+2+3+---+9) =
20020 + 110 - 45 = 24970. Osszegezziik végiil a 9669 = 9009 + 110 - b alakiakat. Az el6z6hoz
hasonléan dsszegezve az 6sszeg 9009-104110- (1+243+---+9) = 90090+ 110-45 = 95040.
A most kapott 9 értéket is Osszegezziik: 10010420020+ - -+90090+110-(14+2+3+---4+9)-9.
Kiemelések utan 10-1001-(14+243+---+9)+110-(14+2+34---4+9)-9 = 450450444550 =
495000. O
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1. Mateklandon csak egy, nyilegyenes, nagyon hosszui it létezik, amely mentén talalhatéd két
varos, Alfa és Béta. Téavolsaguk 200 km. Egyenletes sebességgel egyszerre indul Alfabdl egy
kerékparos, Bétabol pedig egy motoros, az utrél sehol sem térhetnek le. A kerékparos 20
km-t, a motoros 45 km-t tesz meg éranként. Milyen tavol lehetnek egymastdl 2 6ra milva?
(A 2 6ra alatt visszafordulni, megallni tilos volt!)

—Alfa—™ <—Béta—
T 200m

A feladat nem egyértelmii. Négyféleképpen is értelmezheto.

a) Lehet, hogy a két ember egymassal szembe megy. A tévolsag: 200 — (20-2+45-2) = 70
km.

b) Lehet, hogy mindketten jobbra mennek. A tévolsag: 200 4 45 -2 — 20 - 2 = 250 km.
c¢) Lehet, hogy mindketten balra mennek. A tavolsag: 200 4+ 20 -2 — 45 - 2 = 150 km.

d) Lehet, hogy egymésnak hatat forditva — mintegy a Foldet megkeriilve — haladnak. A
tavolsag: 200 + 20 - 2 4+ 45 - 2 = 330 km.

o

2. Az abran lathaté négyzet mind a kilenc mezejében eredetileg a 0 szamjegy szerepelt.
Egy 1épés soran kivalasztunk egy négy mezobol allo négyzetet, és benne 1évé mind a négy
szam értékét 1-gyel noveljik. 100 lépés utdn az abran lathato szamokhoz jutottunk el.
Hatarozzatok meg a, b, ¢, d, e, f értékét!

15| a |29
b |c| d
40 e | f

Az a értékét két tény hatarozza meg. Egyrészt az, hogy a bal felsé sarokban 1év6 négyzet
szamait hanyszor noveltiik, masrészt pedig az, hogy a jobb felsé négyzet szamait hanyszor
noveltik. Ezek Osszege adja a értékét. Ez most 15 4+ 29 = 44 lesz. Hasonldéan b értéke
15 4+ 40 = 55 lesz. A c értéke biztosan 100, mert a kozépso mez6 érintkezik mind a négy
sarki mezével, igy értéke is minden lépésben 1-gyel n6. Egy lépésben csak az egyik sarki
mez6 értéke néhet, ezért 15 + 29 + 40 + f = 100, tehat f = 16. Az e = 40 + 16 = 56,

d =29 + 16 = 45. Lent lathat6 a kész tablazat. (4)
15 | 44 |29
55 | 100 | 45

40 | 56 | 16
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3.

4.

Artur kiraly kerek asztalanal nyolcan iilnek. A szomszédos lovagok haragban vannak,
kiilonben a lovagok kozott baratsag van. Hanyféleképp lehet kivalasztani 3 lovagot, akik
baratsagban vannak?

Tekintstiik a mellékelt abrat!

Viélaszthatunk a fehér lovagok koziil harmat, vagy a fekete lovagok koziil harmat. Ha a 4
fehér lovag kozil 3-at kivalasztunk, akkor egy fehér lovagot nem valasztunk. Ez a fehér
lovag 4-féle lehet. Ugyanigy 4-féleképp valaszthatunk harom fekete lovagot. Valaszthatunk
még egy fehér lovagot és hozza két ,szemkozt” il6 (vele nem szomszédos) fekete lovagot, ez
is 4-féleképp tehet6 meg. Hasonléan vélaszthatunk egy fekete és két fehér lovagot. A harom
lovag kivélasztéasa 4 4+ 4 + 4 + 4 = 16-féleképpen torténhet. o

Egy konyvtarban egy 9 kotetes lexikon kotetei rendetlentil helyezkednek el az abran lathaté
sorrendben. A konyvtaros szeretné minél kevesebb fogassal rendezni a konyveket. Egy fogéds
alatt azt értjiik, hogy egyidejlileg megfogunk 2 tetszdéleges helyen 1évo konyvet, s valahova
letessziik: a sor elejére vagy végére, vagy valamelyik két konyv kozé betessziik. A két
megfogott konyvet nem valaszthatjuk el egymastdl és sorrendjiiket sem cserélhetjiik fel.
Két, mar letett konyv kozott szabad rést nyitni két dj konyv szamara. A fenti szabalyok
megtartasa mellett hogyan lehet a konyveket harom fogassal rendezni?

1[5(9]2]|7|3(6|8]4

A 3. és a 6. konyvet fogjuk Ossze, helyezziik be a 2. és 7. kozé. Ekkor a sorrend 1, 5, 9, 2,
3,6,7, 8 4. Az 5. és a 9. kotetet fogjuk Ossze, tegyiik le a 4-t6l jobbra. Az 1j sorrend 1,
2,3,6, 7,8, 4,5, 9. Végill a 4. és 5. kotetet osszefogva tegyiik a 3. és a 6. kozé. Kész a
megfelel6 sorrend. o
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5 A jobb oldali dbran 9 pontot lathatunk 3 x 3-as elrendezésben. Hany
olyan kiilonbozonek tekintheté héromszog van, amelynek csicsai a 9 o o o
pont koziil kertilnek ki? Két alakzatot akkor mondunk kiilonbozonek,
ha sem tiikrozéssel, sem mozgatdassal nem hozhatok fedésbe. A rajzaid
elkészitéséhez hasznald a segédlapot! Mindegyik haromszoget masik abran e o o
rajzold meg!

A lehet8ségek felsoroldsdval vélaszolunk. Osszesen 8 lehetdség van. o
V [ ] [ ] ([ ] [ ]

[ ] [ ] [ [ ] [ ] [
[ [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

1. 2013-ban a Kalmar Laszl6 Matematika Verseny harmadik (orszégos) forduléjaba a méasodik
(megyei) fordulé résztvevéinek 3/40-ed része jutott be. Ezeknek pontosan a 2/9-ed része
nyert a dontében (harmadik fordul6) dijat vagy oklevelet. Egy els6, egy masodik és két
harmadik dijat osztottak ki. Ezeken kiviil négy tovabbi tanulé kapott oklevelet egy-egy
feladat kiemelked6 megoldasaért. Hanyan vettek részt a verseny masodik forduléjaban?

Elsé megoldas. A szévegbdl kiolvashatd, hogy 4 tanulé kapott dijat, tovabbi 4 pedig okle-
velet. Ez Gsszesen 8 tanul6. A 3/40-ed rész 2/9 része az egésznek -2 = 25 = & Az 1
hatvanad résznek megfelel 8 tanuld, tehat 8- 60 = 480 tanulé indult a versenyen. Ellenorzés:

a 480 3/40-ed része 36 {6, ennek a 2/9-ed része 8 tanuld.

Maésodik megoldéds. A dontében 8 tanuld képezi a létszam 2/9-ét, igy a dontében 36 tanuld
vett részt. A 36 tanulé adja a masodik forduld létszéamanak 3/40-ét, vagyis az 1/40 rész
éppen 12 tanulé. Tehat 12 - 40 = 480 tanul6 szerepelt a méasodik forduléban. Ebben az
esetben nincs sziikség kiilon ellenérzésre. o
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2.

A kovetkezo feladatban egyforma betiik egyforma szamjegyeket jelolnek, kiilonboz6 betiik
kiillonbozoket. A -ok (téglalapok) a négy alapmiivelet jelét helyettesitik. Tehat az egyik
feladat Osszeadas, egy masik kivonas, egy harmadik szorzas, egy negyedik osztas. Melyik
bett melyik szamjegyet jelenti, illetve az egyes feladatokban milyen miiveleti jelet kell beirni
ahhoz, hogy helyes miiveleteket kapjunk?

(1) @aa O ¢ = adde (2)cecOf=fff

(3) adde O ¢ = ece (4) fffOg=fhd

Az (1)-ben az elsé komponensnél nagyobb az eredmény (,novel6 miivelet”), ezért ez csak
osszeadds vagy szorzas lehet. Osszeadds nem lehet, mert az eredmény csak 1-essel kezdddhet,
de akkor az elsé tag is 1-essel kezd6dne, igy a szam legfeljebb 119 lenne. Ehhez egy egyjegyti
szadmot adva nem kaphatunk négyjegyii szamot. Tehat az (1) szorzés.

A (2) nem lehet Osszeadds, hiszen megvaltozik a szdzas helyi értéken 1év6 szdmjegy, vagy-
is a tizes helyi értéken csak 9-es szamjegy lehet, hiszen egy egyjegyli szamot adunk a
haromjegytihoz. De ekkor ¢cc 999 lenne, ami nem lehet. Hasonléan kivonas sem lehet,
mert akkor c-nek 0-nak kellene lennie. Vagyis (2) egy osztas.

A (3)-ban az els6 komponensnél kisebb az eredmény (,,csokkenté miivelet”), ezért a meg-
maradt Osszeadas és kivonas koziil csak kivondas lehet. Mivel egy négyjegyti szambdl egy
egyjegyl szamot kivonva egy haromjegyli szamot kaptunk, ebbdl azonnal kapjuk, hogy
a =1,d = 0,c = 9 és emiatt e = 8. Visszatérve (2)-hoz egyértelmiien kapjuk, hogy
999 : 3 = 333, vagyis f = 3.

A (4) most mér csak Osszeadds lehet 333 4+ g = 3h0, vagyis g = 7, h = 4.

A teljes megoldas: (1) 112-9 = 1008 (2) 999 : 3 = 333 (3) 1008 —9 = 999 (4) 333+ 7 = 340.

o

Hény olyan kilonbozének tekintheté téglatest van, amelynek mindegyik éle — cen-
timéterekben kifejezve — egész szam és az élek hossza legalabb 2 cm, legfeljebb 8 cm? (Két
téglatestet akkor mondunk kiilonbozonek, ha semmilyen térbeli mozgatassal nem hozhaték
fedésbe.)

A keresett téglatestnek lehet 3 egyforma hosszi oldala (kocka), pontosan 2 egyforma hosszi
oldala (négyzetes oszlop) és lehet olyan is, hogy barmely két oldal kiilonb6zé hosszi (ne-
vezzik ,altalanos” téglatestnek). Szamoljuk meg, hogy melyikb6él mennyi van: A keresett
téglatestek kozott lesz 7 db kocka. A négyzetes oszlopok alaplapjanak élét hétféleképpen
valaszthatjuk, de az oldalélt mar csak hatféleképpen. A lehetOségek szama 7 - 6= 42-féle
téglatest. Az ,altaldnos téglatestek” (tehat most kizdrjuk a kockdkat és a négyzetes
oszlopokat) éleit 7 - 6 - 5-féleképpen vélaszthatjuk meg. Vegyiik észre, hogy az igy kapott
mindegyik szamharmas hat olyan téglatestet szolgaltat, amelyek nem kiilonbozok. Tehat
ezen értéket osztani kell 6-tal. Tehét ezek szdma 7 -5 = 35. Osszesen 7 + 42 + 35 = 84
kiilonbozonek tekintheto téglatest lesz.
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4.

Figyeld meg az abrak szabdlyszerliségeit az egyes sorokban. Hany korong van a 100. abran
az a), a b) illetve a ¢) sorban?

oc%c@)
008008§8@

Alkalmazzuk a , kis Gauss”-modszert.

a) A korongok szdma az el6z6 dbrahoz képest mindig a kovetkezd természetes szammal
novekszik (2-vel, 3-mal, 4-gyel stb.). A 100. &bran emiatt 1 +2 + 3 + --- 4+ 100 =
M = 5050 korong van.

b) A korongok szdma az el6z6 dbrahoz képest mindig a megfelel paratlan szammal novek-
szik. Pl. a 6. abranal a hatodik paratlan szammal. A péaratlan szamokat kell Ossze-
gezniink 1-t6l 199-ig. Ez pontosan 100 darab paratlan szam. 1 +3 45+ ---+ 199 =
% = 10000. Mindkét esetben segit az a gondolat, hogy a szamokat parositjuk, az
elso esetben az 1-et a 100-zal, 2-t a 99-cel stb., a masodik esetben pedig az 1-et a 199-cel,
3-at a 197-tel sth.

¢) A korongok szdma az eléz6 abréhoz képest mindig hattal tobbel né, mint korabban.
Vagyis a masodik abran 6-tal, a harmadikon 12-vel, a negyediken 18-cal tobb korong
van, mint az el6z6 dbran. Ezért a 100. abran 1évé korongok szamat igy kaphatjuk meg:

1464+2-64+3-64-+99-6=1+6-(1+2+3+--+99) =1+6-21% = 29701. @

Melyik az a tizes szamrendszerben felirt legkisebb pozitiv egész szam, amelyre igaz, hogy
2-esre végzodik, és ha ezt a kettest a szam végérol athelyezziik a szam elejére, akkor a szam
kétszeresét kapjuk?

A szorzat és a szorzandd jegyei ugyanazok, de a szorzatban eggyel kisebb helyi értéken
allnak. A szorzat egyesei helyén értelemszertien 4 all. De akkor a szorzando tizesei helyén
is 4 4ll. Ennek 4-szerese 8, ezt irjuk a szorzat tizesei helyére, de ez keriil a szorzando
szazasai helyére is. Folytatva az eljardst megkapjuk a keresett szamot: 105 263 157 894 736
842 A helyes szorzas: 105263157894737842 - 2 = 210526315789473684 Meddig kell folytatni
az eljarast? Addig, amig alul meg nem jelenik a 2-es szamjegy. Akkor lehetiink biztosak
abban, hogy fels6 szam kétszerese az a szam, aminek az utolsd 2-es szamjegyét az elejére
vittiink.
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Egy amerikai nagyvarosban 2014 haz egyetlen sorban helyezkedik el. Minden haz utan
adot kell fizetni. Az elso és az utolsé haz kivételével minden haz adéja 1 dollarral kevesebb,
mint a két szomszédja altal fizetett ado szorzata. Hany dollart fizetett a 2014 héztulajdonos
Osszesen, ha az els6 haz addja 2 dollar, a masodik héz addja pedig 3 dollar?

Az els6 két haz addja alapjan kiszamithaté a harmadik, hiszen ott annyi az add, hogy 2-vel
megszorozva 4-et (3+1-et) kell kapnunk. Vagyis a harmadik hdz addja 2. Hasonléan a
negyediké 1 (olyan szamot keresiink, amivel a hdrmat megszorozva 2-nél eggyel nagyobbat,
vagyis 3-at kapunk), az 6t6diké szintén 1, a hatodiké 2, a hetediké 3. Mivel barmely két
szomszédos haz addja ismeretében egyértelmiilen meghatarozhaté a kovetkezd haz adodja,
és ismét két szomszédos hazban 2, illetve 3 dollar az add, ezért innentdl kezdve ugyanaz a
szamolas adja az adé mértékét, mint az elobb. Vagyis innentol kezdve ismétlodik a sorozat,
ami tehat igy néz ki: 2,3,2,1,1—2,3,2,1,1—2,3,2, 1,1 —... —2 3,2, 1,1 —
2, 3, 2, 1 Az is bizonyitott ezéltal, hogy egy periédus 5 szambdl all. 2014-ig van 402 darab
0t hosszi sorozat és még 4 szam. Egy 6t0s periddusban a szamok osszege 9. Az eredmény
tehdt: 402 -9 4 8 = 3626. (4)

Hatarozzatok meg azon a, b, ¢ torzsszamokat (primszamokat), amelyek kielégitik a kovet-
kez6 egyenléséget: 2-a+3-b+8-c+ 8- c? = 2458!

Vegylik észre, hogy a jobb oldal paros, a bal oldal értéke egy tag kivételével mind paros.
Tehat itt egyenléség csak akkor allhat fenn, ha értéke paros. fgy csak b=2 johet szdba,
hiszen a 2 az egyetlen paros primszam. Helyettesitsiik be a b=2 értéket, majd vonjunk le
mindkét oldalbdl hatot. Azt kapjuk, hogy 2-a+8-c+ 8- ¢? = 2452. Egyszerfisitsiink 2-vel,
fgy a +4-c+4-c% = 1226. A fentihez hasonlé okoskodéssal adédik, hogy a=2. Vonjuk
le ezen értéket mindkét oldalbdl 4 - ¢ + 4 - ¢ = 1224. Osszuk végig 4-gyel: ¢ + ¢ = 306.
Atalakitva c(c+ 1) = 306, de enélkiil is lehet. Tehat keresniink kell egy olyan primszdmot,
amelyet a néla 1-gyel nagyobbal szorozva az eredmény 306. Ez a 17, mert 17 - 18 = 306. A
megoldds a = 2,b=2,¢=17. Ez j6, mert 2-2+3-2+ 8- 17+ 8- 172 = 2458. O

Az ABCD négyzet DC' oldalat rendre 4, 3, 6, 3 és 2 cm-es, az AD oldalat pedig 2, 3, 6,
3 és 4 cm-es, az AB oldalt 2, 3, 6, 3 és 4 cm-es, a BC' oldalt pedig 2, 3, 6, 3 és 4 cm-es
szakaszokra bontottuk. (Lasd dbra!) Mekkora a pottyozott rész teriilete cm?-ben mérve?

(9)

A négyzet oldala 18 cm. Az abran lathatunk két olyan paralelogrammét, amelyeknek
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egyik-egyik oldala 6 cm. Az egyik magassidga 4 cm, a masiké 2 cm. Atdarabolhaté
téglalapba, tehdt a teriilet 6 - (2 + 4) = 36(cm?). Lathaté négy olyan paralelogramma,
amelyek alapja 3 cm, magassdga szintén. Egy ilyen paralelogramma teriilete 9 cm?, a
négyé pedig 36 cm?. A, kozépsd sorban” bal és jobb szélen van egy-egy trapéz. Egymds
mellé tolhatjuk 6ket és téglalapot fognak alkotni. Ennek magassdga 6 cm, az ,alap” pedig
18 — (3+6+3) = 6 cm. Tehdt ezek teriilete is 36 cm?. A kérdezett teriilet a fentiek alapjan
36 cm? - 3 = 108 cm?.

4. Egy nagyobb konyv oldalait 1-t0l kezd6dden megszamoztak az egymést koveto természetes
szamokkal. Minden oldalra irtak szamot. A szamozashoz haromszor annyi szamjegyet
hasznaltak fel, mint ahany oldalas volt a konyv. Hany oldalas volt a konyv?

Els6 megoldas. Egy 999 oldalas konyv esetén a pozitiv egészek leirdasahoz
9 + 180 4+ 2700 = 2889 szamjegyet kell felhasznalni, mig az oldalszdm héaromszorosa
3-999 = 2997. Ez utébbi tehat 108-cal tobb. Ha csokkentjiik az oldalak szamat, az
oldalszam haromszorosa mindig 3-mal, a szdmjegyek szama viszont 3-mal, majd 2-vel, végiil
1-gyel csokken, a kiilonbségiik tehat nem tud csokkenni, igy ekkor nem lehetnek egyenlok.
Ha noveljiik az oldalak szamat, akkor az oldalszam haromszorosa tovabbra is 3-mal, mig
4-jegyli szamok esetén a szamjegyek szama mindig 4-gyel no, vagyis a kiilénbség 1-gyel
csokken. fgy a 108. négyjegyll szamnal, az 1107-nél éppen egyenld a két érték. Tovabbi
novelés esetén a jegyek szama mindig legalabb 4-gyel n6, igy ettdl fogva mindig ez lesz a
nagyobb érték. Tehat az egyetlen megoldas az, hogy a konyv 1107 oldalas.

Maésodik megoldas. Hasznéljuk fel, hogy a 90 darab kétjegyl szam leirdsahoz 180, a 900
darab haromjegyii szdm leirasdhoz 2700 stb. szamjegy kell. Vizsgdljuk meg, hogy lehetséges-
e, hogy x darab kétjegyl oldalszam van és nincs haromjegyli. Ekkor a feltétel alapjan
O+x)-3=9+2-2,27T+3-2 =942z, x = —18. Ez nem megoldds! Ha hdromjegyi
szamokat is hasznalunk: (9+90+x)-3 = 94+180+3-x, 27+27043-2 = 9+180+3-z, 288 = 0.
Ez lehetetlen. Ha négyjegytieket is hasznalunk: (9+90+900+z)-3 = 9+ 180+2700+4 -z,
27+270427004-3-x = 94-1804-2700+4 -2, 2997+3-z = 2889+4-z, x = 108. Tehat 108 darab
négyjegyi szamot is fel kellett haszndlnunk. Ez azt jelenti, hogy a kényv 999 + 108 = 1107
oldalas. Vilagos, hogy otjegytli oldalszamokkal mar nem kaphatunk megoldast. Ellenérzéssel
meggyozodhetiink a megoldas helyességérol. o

5. Az dbréan lathaté 3 x 3-as pontracson behuztuk azon egyeneseket, amelyek
legalabb 3 ponton mennek &t. Lathatd, hogy Osszesen 8 ilyen egyenest
talaltunk. Hany ilyen tulajdonsagu egyenest lehet hiizni egy 3 x9-es méretii
téglalapon? (Hasznald a segédlapot!)

Elsé megoldas. Eloszor is a 3 x 9-es pontracson 3 vizszintes és 9 fiiggéleges egyenest tudunk
hizni. Most vegyilik azon egyeneseket, amelyek nem parhuzamosak a képzeletbeli x és y
tengelyekkel. Ezek mindegyike atmegy a kozépsé sor valamelyik , belsé” pontjan. A kézépso
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sor 7 ,bels6” pontjan &athaladd, a jobb oldali dbran lathaté egyenesekkel parhuzamos
egyenesbol 7 -2 = 14 lesz.

A kozépsd sor 5 ,bels¢” pontjan athaladdé, a jobb oldali abran lathaté egyenesekkel
parhuzamos egyenesbdl 5 - 2 = 10 1j egyenest kapunk.

A kozéps6 sor 3 ,bels6” pontjan athaladd, a jobb oldali abran lathaté egyenesekkel
parhuzamos egyenesbdl 3 - 2 = 6 4j egyenest kapunk.

A kozépso sor kozépsd pontjan athalado, egyenesbol csak az dbran lathaté 2 1j egyenest
kapjuk.

Ez Osszesen 3 + 9 + 14 + 10 + 6 + 2 = 44 egyenes.

Masodik megoldas. Tovabbra is 3 vizszintes egyenes van az abran. A nem vizszintes egye-
nesek igy is szamolhaték: fent az i-ediknek lent azonos paritassal rendelkez6 sorszamu par
kell. 5 paratlan és 4 péaros i van 9-ig, ezért 5-5+ 4 -4 = 41 nem vizszintes egyenes van.
Ehhez még hozza kell adnunk a 3 vizszintest, tehat 41 + 3 = 44 a vélasz.
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Orszagos donto

Az Edison héza el6tti kertkaput nehéz volt kinyitni, ezért az egyik baratja megszolta, hogy

»lgazan megjavittathatndd mar a kapudat, ez nem illik egy ilyen technikai zsenihez, mint
te vagy”. Mire Edison: ,, A kapumat értelmesen terveztem meg. Rakotottem a ciszternara
(vizgyijt6 medence), s mindenki, aki betér hozzam, 20 liter vizet pumpal a ciszternamba.”
Késobb Edison a 20 literes edényrol attért egy 25 literesre, de ekkor elegendd volt 12-vel
kevesebb latogaté a ciszterna megtoltéséhez. Hany literes a ciszterna? Hany latogaté kellett
eredetileg a megtoltéséhez?

Legyen a latogatok szama eredetileg x, a nagyobb edénynél pedig x —12 6. Ekkor felirhatjuk
a kovetkez6 egyenletet: 20 - x = 25 (v — 12).

Végezziik el a kijelolt miiveleteket!
20-x =252 — 300

5-x = 300, innen x = 60. Ez azt jelenti, hogy eredetileg 60 vendég tudta telepumpaélni a
ciszternat, ami 60 - 20 = 1200 literes.

Ha a Nyiregyhdzi Vadaspark Toté nevii kétpupu tevéje nagyon szomjas, akkor a
testtomegének 84 %-a viz. Itatds utdn 800 kg-ot nyom, s ekkor testtomegének 85 %-a
lesz viz. Hany kilogrammos Totd, ha szomjas?

A 800 kg 85%-a 800 - 0,85 = 680 (kg) a teve viz tartalma, tehdt a teve tomege a feltételek
szerint 680 kg vizbdl és 120 kg szarazanyagbol tevédik ossze. Ez a 120 kg a szomjas teve
testtomegének 16%-a. Ha a 16% 120 kg, akkor az 1% 7,5 kg. Igy a teve témege pedig 750
kg. Tehat Toté 750 kg-ot nyom, ha szomjas.

Mennyi az A és B atlaganak (szamtani kozepének) pontos értéke, ha A = %—i—%—i— % +-- ~+19—(;‘)0
ésB=L+Z 4. 4 9%

Vegytik észre, hogy mindkét kifejezésben 99 tag szerepel. Adjuk 6ssze A és B megfelel6

sorszamu tagjait! Az els0 tagok Osszege: % + % = 1 A masodik tagok Osszege:
%—I—%:¥:@:2Aharmadiktagokésszege:%4—%:#:%:3
Az utolsd tagok Osszege: % + % = 99;5%92 = 99'(19090+1) = 99. Tehat a keresett Osszeg

14+2+34---499 = 4950. A kért szamtani kozép pontos értéke ennek a fele, vagyis
4950 — 2475
5 .

Az ABCD téglalap AC atlojanak tetszoleges pontja legyen P. P- D Q
n 4t parhuzamosokat hizunk az oldalakkal (Lasd abra). Igazold, R
hogy az RPQD téglalap tertilete egyenlé a PEF'B teriiletével.

mw " Q

=

Egy negyed korcikk korivén felvettiink egy tetszdleges P pontot,
amelyen at parhuzamosakat huztunk a hatarolé sugarakkal. Hol
kell felvenniink a P pontot ahhoz, hogy a PRO.S téglalap teriilete
a lehet6 legnagyobb legyen? O IS

a) Felhasznaljuk, hogy az &tl6 felezi a téglalap teriiletét. Tehat az ADC és az ABC
haromszogek tertilete egyenld. Hasonléan az ARP és AF P teriilete is egyenld, tovabba
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PQC és PEC haromszogek tertilete is egyenl6. Vonjuk le az ADC héromszog tertiletébdl
ARP és PQC haromszogek teriiletét, marad az RPQD téglalap teriilete. Ugyanigy az
ABC héaromszog teriiletébol vonjuk le az AF P és a PEC haromszogek tertiletét: marad a
PEF B téglalap tertilete. Mivel egyenld tertiletekbdl egyenl6 teriileteket vettiink el, a kapott
teriiletek is egyenlok, tehat az RPQD téglalap teriilete egyenl6 a PEF B tertiletével.

b) Az a) részben kimondott &llitast fogjuk alkalmazni. Belatjuk, hogy a téglalap teriilete
akkor maximaélis, ha a P pont a negyed koriv felezopontjaval esik egybe. Legyen a negyed
koriv felezopontja F'. Vegyiink fel egy F-t6l kiillonboz6é P pontot a BF' koriven. Megmu-
tatjuk, hogy az OEFG téglalap teriilete nagyobb, mint az OSPR téglalap teriilete (lasd
abra).

c

F
G

N J
M

/ I

R P
o E S B

Az E'F és RP egyenesek metszéspontja legyen I, Az SP és OI egyeneseké J. A J-bol EF-re
allitott merdleges F'F egyenest az N, OG egyenest az M pontban metszi. Ekkor az OSJM
téglalapra alkalmazva a feladat el6zé részében megfogalmazott allitast azt kapjuk, hogy
ESPI téglalap teriilete megegyezik RIMN téglalap teriiletével. Kovetkezésképp az OSPR és
az OENM téglalapok teriilete is egyenld.

Az abrardl ugyan jol latszik, de bizonyitast igényel, hogy TOENM < TOFEFG. Ehhez
elég belatni, hogy IN < IF. Az OFP< az OFP egyenld szaru haromszog egyik alapon
fekvo szoge, igy kisebb 90°-nél, beldle a 45°-0s OF E szoget elvéve kapjuk, hogy I FP< <
45° < FPI<. Mivel nagyobb szoggel szemben nagyobb oldal van, az [FP derékszogl
haromszogben IP < IF.

A P pont vélasztasa miatt FE = FG = OF > PS = IE. Az OFI derékszogli haromszogben
a hosszabb OF befogoval szemben van a nagyobb hegyesszog, tehdt 45° < OIE< = NI1J<«.
Az NIJ derékszogii haromszogben igy NJ a hosszabb befogd, azaz IN < NJ = IP.
Korabban lattuk, hogy IP < IF, tehat valéban IN < IF. fgy TOSPR = TOENM <
TOFEFG, ezzel az allitast belattuk. A gondolatmenet hasonléan alkalmazhaté az F'C' koriven
felvett P pont esetén is.

Megjegyzések. 1. Valéjaban nincs sziikség az a) rész alkalmazédsara, hiszen IF > [P,
valamint Rl = OF = EF > SP miatt [F - RI > IP - SP, igy kozvetleniil is latszik, hogy
az ESPI téglalap teriilete kisebb a RIFG téglalap teriileténél, ebbdl pedig kovetkezik a
feladat allitdsa. 2. Egy tovdabbi megoldast mutatunk a b) részre. A koriven tetszolegesen
felvett P pont esetén Pitagorasz tételét felirva az OSP és OFF derékszogi haromszogekre:
OS%?+8SP? = OP? és OE? + EF? = OF?. Felhaszndlva, hogy OF = EF, valamint hogy OP
és OF egyarant a negyedkor sugarai, adédik, hogy OS%+SP? = r? = 2. EF?. Legyen OS? =
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EF? +x,és SP? = EF? — x. Az OSPR téglalap teriilete akkor maximalis, ha a négyzete
maximadlis, azaz ha (OS - SP)? = 0S?. SP? = (EF? + 2)(EF? — 2) = EF* — 2? a lehet§
legnagyobb. Mivel EF? értéke rb’gzitett (megegyezik r? felével), ezért a fenti kifejezés akkor
és csak akkor maximalis, ha 2% minimalis, azaz ha x = 0. Ekkor pedig OS? = EF? = SP?
miatt OS = EF = SP, tehat P = F. Tehat a téglalap teriilete pontosan akkor maximalis,
ha P-t a negyedkor felezépontjaban vessziik fel. o

Egy fejszamold bilivész a kozonségével a kovetkezo jatékot jatssza: a kozonségbol valakit
megkér, hogy gondoljon egy olyan tizes szdmrendszerbeli haromjegyli szdmra, amelyben
nincs 0. Jeloljik a gondolt szdmot abe-vel. Ezt csak a kézonségnek mondjak meg, akik

képezik a kovetkezo szamokat: ach, bac, bea, cab, cba, majd megmondjak a buivésznek ezek
Osszegét, amit N-nel jeloliink. Mi volt a gondolt szam, ha N = 31947

A szoveg alapjan felirhatjuk, hogy N = acb + bac + bea + cab + cha. 1. Vegylik észre, hogy csak
az abc hidnyzik. Adjuk hozzd mindkét oldalhoz: N + abe = abc + acb + bac + bea + cab + cba
A jobboldalt bontsuk fel helyi értékesen! Ezek utdn az elébbi egyenléség igy irhato:
N +abc = 222 - (a + b + ¢), azaz 3194 + abc = 222 - (a + b + ¢). Atrendezziik:
abc = 222 - (a + b+ ¢) — 3194. A szadmjegyOsszeget innen mér kitaldlhatjuk, mert
a+ b+ c > 14, hiszen 14 - 222 = 3108 kevés. A 19 - 222 = 4218 tul sok, mert ekkor
abc > 1000 lenne. Ha a + b+ ¢ = 15, akkor abc = 136 adédik, ami nem megfeleld, mert
1+ 3+6 =10, vagyis nem 15. Ha a 4+ b+ ¢ = 16, akkor abc = 358 adédik, ami megfeleld,
mert 3+ 5+ 8 = 16. Ha a + b+ ¢ = 17, akkor abc = 580 adddik, ami nem megfelel$, mert
54+8+0 =13, ami nem 17. Ha a + b+ ¢ = 18, akkor abc = 802 adddik, ami nem megfeleld,
mert 8 + 0 + 2 = 10, ami nem 18. Tehat a feladatnak egy megoldasa van: a 358. o

J

1.

Tamast megkérdezték, hogy hanyadik helyen végzett a varosi mezei futéversenyen. o) igy

valaszolt: Ha az elottem végzett tanulék negyedrésze utanam kovetkezne, akkor hattal
tobben lennének utdnam, mint elottem.” Hanyadik lett Tamés a versenyen, ha Osszesen
97-en indultak?

Els6 megoldas. Egyenlettel. Tamés nélkiil 96 tanulé van. Tegyiik fel, hogy Tamaés el6tt x
tanuld végzett, ekkor utdana 96 — x. Az el6tte végzettek negyedét helyezziik at a szovegnek
megfelelden, igy eltte mzir csak %x végzett. Mogotte pedig 96 — x + %133 = 96 — %:c. Ez
utobbi 6-tal tobb, mint a x frjunk fel egyenletet 96 — —x —x + 6. Vonjunk ki mindkét
oldalbdl 6-ot, majd adJunk mindkét oldalhoz —m et, kapJuk hogy 90 = :1: azaz 90 = —x
Tehat 180 = 3z, s igy x = 60. Tamas elott 60 an végeztek, mogotte 36- an A 60 negyedet
(a 15-6t) attessziik mogé, igy mar csak 45-en vannak el6tte és 36 + 15 = 51-en mogotte, s a
kiilonbség valéban 6. Tehat Taméas a 61. helyen végzett a versenyen.

Masodik megoldas. Logikai uton. Olvassuk a szoveget , visszafelé”: | ...akkor hattal tobben
lennének utdnam, mint el6ttem.” Kiildjiink el 6 tanuldt, akkor el6tte és utana is ugyanannyi-
an végeztek. 96 — 6 = 90, aminek a fele el6tte, fele utana végzett. Ez 45-45 {6. Ez a 45 {6
az elotte végzettek 3 negyede, tehat az 1 negyede 15, a 4 negyed pedig 60 f6. Eredetileg 60
f6 végzett elotte, mogotte pedig 46. Tehat Tamas a 61. helyen végzett a versenyen. o

Orszagos donto
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Egy horgédsz a napi zsdkménya Ossztomegének 35%-at kitevé harom legnagyobb halat
a mélyhtitébe tette. A harom legkisebb halat, amelyek egyiittesen a megmaradt rész
Ossztomegének 5/13-4t tették ki, elvitte a macska, a tobbit pedig megf6ézték ebédre. Hany
halat fogott a horgasz?

Legyen az 0ssztomeg X. Ekkor a nagyhalak mennyisége 0,35 - X, a kishalak ossztomege
% -0,65 - X = 0,25 - X, ezt vitte el a macska. A ,kozepes halak” 0Ossztomege tehat
X —-0,35-X—-0,25-X = 0,4-X, ezt f6zték meg ebédre. Ez biztosan tobb mint 3 hal
egyiittes tomege, hiszen a 3 nagy hal is 0,35 - X. Ha 5 ,kozepes hal” lett volna, akkor
koztiik lett volna 3 olyan hal, amelyek Ossztomege legfeljebb % -0,4X = 0,24X-et tesz
ki. De a harom legkonnyebb is nehezebb ennél. Tehat megmutattuk, hogy haromndl tobb
,kozepes halrél” van szo, de 6tnél kevesebbrol, igy marad a 4 hal lehetosége. A horgasz
ezek szerint 3 + 4 + 3 = 10 halat fogott. Ez megvaldsithato pl. a kévetkezo modon: 3 hal

4r 0,35-X . : 4p 025X
egyenként ===, 4 hal egyenként 0,1 - X, 3 hal pedig egyenként === o

Keressétek meg az Osszes olyan egész szamot, amely lehet egy szabdalyos sokszog bels6
szogének fokban kifejezett mérdszama.

Az n oldali konvex sokszog bels6 szogeinek Osszege (n — 2) - 180°. Tudjuk, hogy egy
szabalyos sokszog minden belso szoge egyenlo, ezért minden csiicsndl a belsé szog nagysaga
("727)1'1800 = "'1802’3600 = 180° — @. Vagyis azt kell megvizsgalnunk, hogy milyen n > 3
egbsz szam esetén lesz a 180° — 2 is egész. A 360 = 2% - 32 - 5 oszt6it kell megkeresniink,
de kihagyjuk az 1, 2 értékeket, mert ilyen oldalszammal nem létezik sokszog. 22-féle olyan
szabalyos sokszog van, amelyben a belsé szogek fokokban mért mérészama egész szam. Az
oldalak szama a kovetkezd 22 szam lehet: 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 15, 18, 20, 24, 30, 36, 40,
45, 60, 72, 90, 120, 180, 360. Az n oldalszam ismeretében a 180° — % képlettel kiszamitjuk
a megfelel6 szabalyos sokszog egy szogének mérészamét. A kovetkez6 szamokat kapjuk: 60,
90, 108, 120, 135, 140, 144, 150, 156, 160, 162, 165, 168, 170, 171, 172, 174, 175, 176, 177,

178, 179.

Jeloljiik a 99999 szdmjegyei osszegét A-val. Legyen A szamjegyei osszege B, a B szdmjegyei
osszege pedig legyen C. Mivel egyenlo C?

A szémjegyosszegét feliilrél becsiiljiik meg. Mivel 9999 < 1000190 = (103)1000 = 10300
ezért 9999 értéke egy legfeljebb 3001 jegyti természetes szdm. Ha ezen szdm minden
jegye 9-es lenne, akkor a szamjegyosszeg 27009 lenne. Tehat A < 27009. A 27009-nél nem
nagyobb természetes szamok koziil legnagyobb szamjegyosszege a 19999-nek van. Ennek
szamjegyosszege 37, igy B < 37. A 37-nél nem nagyobb természetes szamok koziil a 29-nek
van a legnagyobb szdmjegyosszege, igy C' < 11. Mivel 999%% oszthatd 9-cel, ezért csak
C =9 lehetséges. O
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5. A jobb oldali abrdn 9 pontot lathatunk 3 x 3-as elrendezésben. Hany olyan
kiillonbozonek tekintheté négyszog van, amelynek cstucsai a 9 pont koziil
kertilnek ki? Két alakzatot akkor mondunk kiilonbozének, ha mozgatassal
nem hozhaték fedésbe. A rajzaid elkészitéséhez hasznéald a segédlapot!
Mindegyik négyszoget masik abran rajzold meg!

A lehet6ségek felsorolasaval valaszolunk. Célszertt kiilon kezelni a konvex és a konkav
négyszogek esetét. Ezen beliil a konvex négyszogek csoportosithatok étloik , tipusa” alapjan.

Osszesen 16 lehet6ség van.
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Orszagos donto

A 2014-et felirtuk harom természetes szam 6sszegeként tigy, hogy ha az els6 szamot eloszt-
juk a masodikkal, akkor hanyadosként és maradékként is 8-at kapunk. Ha pedig a harmadik
szamot osztjuk az elsével, akkor a hanyados 6, a maradék pedig 20. Mivel egyenl6 ez a harom
természetes szam?

Legyen x az els6 szam, a masodik y és a harmadik z. Felirhatjuk a kovetkez6 egyenloségeket:
r+y+z=2014 (I)

x=8-y+ 8(II)

z=6-x + 20(III)

E két egyenl6séghdl: z = 6 - (8 - y + 8) + 20, tehdt z = 48 - y + 68. Helyettesitsiink (I)-be:
(8y+8) +y+ (48y + 68) = 2014. Végezziik el az Gsszevondsokat: 57-y+ 76 = 2014, ahonnan
y =34, x = 280, z = 1700. Ellentrzéssel meggy6zodhetiink a kapott szamok helyességérol.

Legyenek = és y egész szamok, tovabba x > 0. Hany olyan egész szamokbdl allé (z;y)
szampar van, amely kielégiti az 22% — 2xy + y? = 289 egyenletet?

Képezziink teljes négyzetet 222 — 2xy + y? = (v — y)? + 2° = 289. Ennck az a tartalma,
hogy két négyzetszam osszege 289. frjuk fel 289-ig a négyzetszamokat: 0; 1; 4; 9; 16; 25; 36;
49; 64; 81; 100; 121; 144; 169; 196; 225; 256; 289 A négyzetszamok végzodéseinek Osszegét
figyelembe véve addédik, hogy 289 = 172 = 0% + 172 = 8 + 152 = 15 + 8% = 17% + 02
Mivel és x és y egész szamok, ezért a kovetkez6 rendezett (x;y) szamparok teszik igazza
az egyenletet: (17;17), (15;7), (15;23), (8;23), (8;—7), (0;17), (0; —17). Tehat 7 ilyen
szampar teszi igazza az egyenletet. o

Rajzold meg egy haromszog harom belsé és harom kiilsé szogének felezdjét. Ezen hat
egyenes koziil melyik ketto lehet merdleges egymasra?
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Az egy cstcsbdl induld bels6 és kiilsé szogfelezOk merolegesek egymaésra, mert az altaluk
felezett szogek Osszege. Szamitassal: ha a belso szog «a, akkor a hozzatartozo kiilsé szog

180° — . A két félszog Osszege § + % = 90°. Ezeken kiviil semelyik mas parositasban
nem lehetnek merodlegesek egymasra.

Két belso szogfelezé nem lehet merdleges egymédsra, mert akkor az altaluk felezett szogek
felének Osszege is derékszog lenne, azaz a két sz0g Osszege lenne, ami nem lehet, mert akkor
a két oldal parhuzamos lenne.

Két kiilsé szogfelez6 sem lehet merOleges egymasra, hiszen a kiilsé szogfelezé merdleges a
megfelel6 belso szogfelezore, azaz ha lenne két meroleges kiilsé szogfelezo, akkor az ezekhez
tartozé bels6 szogfelezéknek is mer6legeseknek kellene lenniiik (egy négyzetet zarna kozre a
négy egyenes). Egy kiilsé és egy vele nem azonos csticsbdl induld belsé szogfelez6 nem lehet
merdleges egymaésra, mert akkor a kiilsohoz tartozo belso szogfelezo szintén merdleges erre,
s ez parhuzamos lenne egy masik belsé szogfelezével, ami nyilvan nem lehet. Masként kife-
jezve: a kiilso szogfelezore két belso szogfelezo is merdleges lenne, vagyis két bels6 szogfelezd
parhuzamos lenne, ami lehetetlen. o

4. Legyen p 6tnél nagyobb primszam. Igazold, hogy a (p — 2)(p — 1)(p + 1)(p + 2) szorzat
oszthaté 360-nal.

360 = 8 -9 -5, tehat a 360-nal valé oszthatdsig elégséges feltétele, hogy a szam oszthatd
legyen 8-cal, 9-cel és 5-tel, mert ezek a szamok relativ primek. A ,p 6tnél nagyobb
primszam” feltétel miatt p — 1 és p + 1 két egymast koveté paros szam, tehat koziililk az
egyik 4-gyel is oszthatd, tehdt a (p — 2)(p — 1)(p + 1)(p + 2) szorzat oszthaté 8-cal. A
p—2, p—1, p valamint p, p 4+ 1, p + 2 harom-harom egymast kovetd természetes szam,
tehat van koztiikk egy-egy 3-mal oszthato. Mivel p nem oszthaté 3-mal, ezért p — 2, p — 1
illetve p+ 1, p + 2 koziil egy-egy oszthaté 3-mal. Tehat az adott kifejezés oszthatd 9-cel. A
(p—2)(p—1)p(p+1)(p+2) szorzatban &t egyméast kdvetd természetes szam szerepel, tehat
valamelyik oszthaté 5-tel. Ez nem lehet p a feladat feltétele miatt, tehat az adott szorzat
oszthaté 5-tel is. Ezzel igazoltuk a feladat allitdsét. o

5. Az ABCD rombusz A cstcsnal 1év6 szoge 60°. A rombusz AD oldalanak belsejében
felvettiink egy N pontot, a DC' szakasz belsejében pedig egy M pontot. Igazoljatok, hogy
ha a BM N haromszog valamelyik szoge 60°, akkor a BM N haromszog szabalyos.

Els6 megoldds. Két eset lehetséges: a) Ha az NBM szog 60°-0s. Tudjuk, hogy a rom-
buszunk AD oldala egyenl6 hosszi a BD atléval. Az ABN sz0g egyenlé nagysigu a
DBM szoggel, mert mindkettét az NBD szog egésziti ki 60°-ra. FEzek alapjan az ANB
és a DM B héaromszogek egybevigdk, mert egy oldalban (AB = BD) és A rajta fekvd
két szogben megegyeznek, ami azt jelenti, hogy BN = BM. Tehat az NBM haromszog
egy olyan egyenlGszari haromszog, amelynek a szarai 60°-os szoget zarnak be. Tehdat a
méasik két szoge is 60°-0s. Ezt akartuk bizonyitani. b) Ha a BNM szdg 60°-0s. Az N
ponton at huzzunk parhuzamost a BD atloval. fgy az ANG héaromszog egy szabalyos
haromszog lesz. Megmutatjuk, hogy a GBN és az NDM haromszogek egybevagdk. Az
NGB< = NDM< = 120°.
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AGBN< = 180° — 120° + GN B<«, az MND< = 180° — (60° 4+ 60° + GN B<). Tehat a két
haromszog szogei egyenlok. Az oldalaik koziil a GB és az N D egyenld, mert GB = AB— AG,
illetve ND = AD — AN, s a felirt egyenl6ségekben a jobboldalak egyenlok. Belattuk, hogy
GBNA =2 NDMA, amibdl az kovetkezik, hogy NB = NM, s ujra taldltunk egy olyan
egyenlo szart haromszoget, amelynek a szarai 60°-os szoget zarnak be, tehat szabalyos.

Masodik megoldas. Megoldas forgatassal: forgassuk el az N pontot B koriil +60°-kal. Mivel
az AD szakasz képe enndél a forgatasndl a DC szakasz, ezért az N’ képpont a DC' szakaszon
van, a BN N’ haromszog pedig sziikségszeriien szabalyos. Ugyanigy az M pontot B koriil
—60°-kal forgatva a kapott M’ pont az AD szakaszon van, és BM M’ haromszog szabélyos.

Ha N BM szdg 60°-0s, akkor M BN’ szigre 0° marad, tehat M = N'. gy a BM N héromszog
megegyezik BN'N héromszoggel, tehat szabédlyos. Ha BM N szog 60°-os, akkor az M'M N
szog-re marad 0°, tehat M’ = N. fgy a BM N haromszog megegyezik BM M’ haromszoggel,
tehat szabdlyos. Ha pedig BNM szog 60°-os, akkor az N'NM szog-re marad 0°, tehat
N’ = M. Igy a BMN héromszog megegyezik BN'N héromszoggel, tehat szabalyos.

8. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1.

Anna kétszer annyi id6s, mint amilyen Bea volt akkor, amikor Anna olyan id6s volt, mint
Bea most. De amikor Bea olyan id0s lesz, mint Anna most, életkoruk Osszege 135 lesz.
Milyen id6s most Anna, illetve Bea?

Legyen Bea most B éves.

Mult | Jelen | Jovd | Eletkor
Anna b b+x | b+ 2x 45
Bea | b—=x b b+x 60

A téblazat és a szoveg (Anna kétszer annyi idés, mint amilyen Bea volt akkor, amikor Anna
olyan idés volt, mint Bea most.) alapjan felirhatjuk a kovetkezo egyenleteket: (b + z) =
2-(b—x), b= 3x (I.) Tovabba (De amikor Bea olyan idds lesz, mint Anna most, életkoruk
Osszege 135 lesz.) @ (b4 x) + (b+ 2x) = 135, 2b+ 3z = 135 (IL.) (L.)-et és (II.)-6t megoldva
9r = 135, z = 15 és b = 45. Tehat jelenleg Bea 45 éves, Anna pedig 60, Ellencrzéssel
meggyozodhetiink a kapott értékek helyességérol. o
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Bizonyitsatok be, hogy barmely haromszog silyvonalainak Osszege nagyobb, mint a
haromszog keriiletének % része!

Els6 megoldas. Legyenek az ABC haromszog oldalai hossza a, b és c. A hozzdjuk tartozd

stulyvonalak hossza rendre s,, sp, s.. Tudjuk, hogy a sulypont a silyvonalat harmadolja, a
nagyobbik rész a csics fel6l van. Felirhatunk 3 haromszog egyenlétlenséget: %sa + %sb > c

%sb + %Sc >a %sc + %sa > b. Adjuk Ossze ezt a 3 egyenlétlenséget: %(sa +sp+S.) >a+b+ec.
Atrendezve kapjuk a bizonyitando egyenl6tlenséget s, + s, + s, > %(a +b+c).

Masodik megoldas. Ehhez nem kell tudni, hogy a stilypont harmadolja a silyvonalat:

C
G F
A H B

frjuk fel a kovetkez6 haromszog-egyenlotlenségeket:

AS+ SB > AB FS+SG>FG=48

BS + SC > BC GS+SH > GH = £¢

CS+SA>CA HS+SF>HF:C—2A
Osszeadva mindet kapjuk, hogy 2(AS + FS+ BS +GS +CS + SH) > %(AB + BC + Cm,
amit 2-vel osztva AF + BG + CH > 3(AB + BC + CA), ezt kellett bizonyitani. o

Az abedef és fdebca hatjegyt szamok kiilonbsége oszthaté 271-gyel. Bizonyitsatok be,
hogy b=désc=c¢e!

Felhaszndaljuk, hogy a 271 primszam. Bontsuk fel mindkét hatjegyi szamot he-
lyi értékesen! abcdef = 100000a + 100006 + 1000c + 100d + 10e + f, illetve
fdebca = 100000f + 10000d + 1000e + 100b + 10c 4+ a. E kettd kiilonbsége a feladat
feltétele miatt oszthaté 271-gyel: 99999(a — f) + 9900(b — d) + 990(c — €). Mivel a 99999
oszthaté 271-gyel, ezért kell, hogy 9900(b — d) 4+ 990(c — e) is oszthat legyen 271-gyel. De
9900(b—d)4+990(c — e) = 990[10(b — d) + ¢ — €], ahol a 990 nem oszthaté 271-gyel, ezért kell,
hogy a szogletes zardjelben 1évo legyen oszthatd. Mivel b, d, e és f egyarant szamjegyek,
ezért a zarodjel értéke nem lehet £271, csakis 0 lehet, ami azt jelenti, hogy b =d és c=e, s
ezt akartuk bizonyitani. o

Egy kor kertiletére kilenc egész szamot irunk, amelyek osszege 90. Bizonyitsuk be, hogy
van négy egymas melletti szam, amelyek Gsszege legalabb 40.

Els6 megoldas. Legyenek a szamok a, b, ¢, d, e, f, g, h, i - ebben a sorrendben. Bizonyitsunk
indirekt: tegyiik fel, hogy barmely 4 egymads melletti szdm 0Osszege kisebb, mint 40. Ekkor:
(a+b+c+d)+b+c+d+e)+(c+d+e+f)+---+(i+a+b+c) <9-40. Innen:
4-(a+b+c+d+e+ f+g+h+1i) < 360. Felhasznalva a feltételt: 4 -90 < 360, ami
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Megoldasok

ellentmondés. Tehat kiindulo feltevésiink nem lehet igaz, vagyis van 4 egymas melletti szam,
melyek Osszege legalabb 40.

Masodik megoldas.

D F
B

Tegyiik fel, hogy nincs négy egymas melletti szam, amelynek az 6sszege legalabb 40, vagyis
A+B+C+D <40, A+ B+C+D+E+F+G+H+1 =90. Tehat: E+F+G+H+1 > 50,
E+ F+ G+ H < 40, mivel nem lehet négy egymas melletti szam 6sszege legalabb 40. Tehat
I > 10, ezt le lehet vezetni az 6sszes szamra: A > 10, B > 10,C > 10, D > 10, EF > 10, F >
10,G > 10, H > 10,1 > 10. Ez nem lehet, mert A+ B4+C+D+E+F+G+H+1=290és
ez esetben ez az 0sszeg nagyobb lenne, mint 90. Tehat a feltevés hamis, és a feladat allitasa

igaz. O

Mivel egyenld az A és B atlaga (szémtani kozepe), ha A = &5 + 35 + 26 + -+ + 5539003

> . . | 12 732 1T 56
A — 1 L e - 7
esB=s3+t et T mans

Vegyiik észre, hogy mindkét kifejezésben 1007 tag szerepel. Adjuk 6ssze A és B megfelel6
1

1 1 1

amu tagjait! Az elsé tagok © ot — = (1 - = —— =) =1-=

sorszamu tagjai z elsé aio osszlege 1'12 + 12 3 1 ( ) 2) —1—1(2 ) 3) 3

A mésodik tagok Ssszege: —— + —— = (= — =) 4+ (5> — =) = = — = A harmadik

méasodik tago 1osszege1 W —li- 4_15 (13 14) + (14 15) 37§ armadi

tagok Osszege: et = (5 - 6) + (6 — ?) =~ = Az utolsé tagok Osszege:

L = L 1) L, ek

= — - = - z egyenlésége

2013 - 2014 2014 - 2015 2013 2014 2014 2015 2013 2015 &Y &

jobboldalait lec ik: 1 1+1 1-|—1 1+ + ! ! ! 2014

obboldalait ledsszegezzitk: 1 — -+ - — -+ - ——++ 4+ —— — —— =1— —— = ——

) & %0073 5 o5 7 2013 2015 2015 2015
Tehat A és B szamtani ko :
chdt A és B szdmtani kozepe o

Megjegyzés. Vigyazat, itt nem 1007 vagy 2014 szam szamtani kozepére kérdez ra a feladat,
hanem A és B atlagara. O
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Feladatok

,—m Megyei fordulo

1. Melyik a legkisebb paros négyjegyt szam, amelynek minden szamjegye kiilonbozo, és az elso
két szdmjegy Osszege kétszerese a harmadik és negyedik szdmjegy Osszegének? (Indoklést is
irj, ne csak a végeredményt!) o

2. Egy nagy asztalra piros (P) és kék (K) korongokat pakolunk. Az elsé sorba 100 darabot he-
lyeziink el PPKKPPKKPP...PPKK sorrendben. Ezt kovetéen az elso sor ald két-két korong
kozé egy-egy 1jabbat tesziink, mégpedig gy, hogy két egyforma ala pirosat, két kiilonbozo
ald kéket rakunk. Majd ugyanezt a szabélyt mindig egy-egy sorral lejjebb alkalmazva tesziink
korongokat a harmadik, negyedik, ..., végiil a 100. sorba. Az utolsé sorba igy egyetlen ko-
rong keriil.

Osszesen hény kék korong van ekkor az asztalon? o

3. Az asztalon sorban &ll egy iiveg, egy korsé, egy csésze, egy pohér és egy bogre. Kiilonbozd
italokkal vannak toltve, mégpedig: teaval, kdvéval, tejjel, narancslével, asvanyvizzel. Meg-
fogjuk a poharat és attessziik egy masik helyre gy, hogy a tea és a tej kozé keriiljon. Emiatt
a tej és a narancslé szomszédosakka valnak, és a kavé lesz a sor kozepén.

Melyik edényben milyen ital lehet? o

4. Lili és Lali azt a feladatot kaptak, hogy rajzoljanak olyan sokszogeket, melyeknek minden
cstcsa a segédlapon talalhato 3 x 3-as racs valamelyik racspontja. Rajzoltak is, mégpedig két
kiilonbozot. Olyanokat, amelyek nem illeszthetok egymasra sem forgatassal, sem tiikrozéssel.

a) Mutass példéat két olyan hétszogre, amelyet Lili és Lali rajzolhatott!

b) Ezutén Lili és Lali egyiitt megkeresték a legnagyobb oldalszami olyan sokszoget, amely-
nek minden csicsa a segédlapon lathaté 4 x 4-es racs valamelyik pontja. Hany oldala
van ennek a sokszognek? A mellékelt segédlapon csak a megoldasokat add meg, ne azon
probalkozz! Ha mégis elrontanad a rajzot, akkor mindkét esetben tobb racs van, mint
amennyire valéjaban sziikség van.
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5. Készits 3 x 3-as biivos négyzetet Ugy, hogy a kovetkezd szamok mindegyikét felhasznalod:

23,29, 35,43, 49, 55, 63, 69, T5.

(Biivés négyzetben minden sorban, minden oszlopban és a két dtléoban a szdmok Gsszege

ugyanaz a szam.)

©
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r—m Megyei fordulo

1. Melyik a legkisebb 3-mal oszthaté négyjegyl szam, amelynek minden szamjegye kiilonbozo,
és az elso két szamjegy Osszege haromszorosa a harmadik és negyedik szdmjegy Osszegének?

2. Adj meg egy négyszoget és 2 egymadsra meroOleges egyenest ugy, hogy ha felvagjuk a
négyszoget a két egyenes mentén, akkor a lehetd legtobb darabot kapjuk. (Nem kell bi-

zonyitani, hogy ez a maximum.) o

3. Egy katica egy négyzetracs racsvonalain mozog gy, hogy az egyik racspontbdl indul, minden
racspontban elfordul derékszogben és az tutja végén visszaérkezik a kiindulasi pontba. Le-
hetséges-e, hogy az 1t sordn éppen 222 egységet haladt? (Az dbran egy 16 egység hosszisagu
utvonal lathatd.)

©

4. Egy sakktdbla a8 mezdjén all egy huszar, a b7-hl atlé6 valamennyi mezdjén pedig egy-
egy pénzérme talalhaté (lasd a bal oldali dbrat). A huszarral a sakkban szokdsos mdédon
léphetiink (14sd a jobb oldali abrat). Ha ralépiink egy érmére, akkor azt felvehetjiik.

a) Bizonyitsd be, hogy nem lehetséges 14-nél kevesebb 1épéssel begytijteni a 7 érmét!

b) Adj meg egy 14 huszéarlépésbél allé utvonalat, amelynek soran mindegyik érmét meg-
szerzed! (Leirhatod sorban a mezoket az a8-cal kezdve vagy ird be a 8 x 8-as négyzet
megfelel6 mezdjébe, hogy hényadik 1épés utén tartézkodik ott a huszér.)




Feladatok

XLIV. verseny 2014-2015.

5. Egy nagy asztalra piros (P) és kék (K) korongokat pakolunk. Az elsé sorba 5 darabot
helyeziink el. Ezt kovetoen az elso sor ala két-két korong kozé egy-egy ijabbat tesziink,
mégpedig ugy, hogy két egyforma ald pirosat, két kiillonbozo ala kéket rakunk. Majd ugyan-
ezt a szabalyt mindig egy-egy sorral lejjebb alkalmazva tesziink korongokat a harmadik,
negyedik és végiil az 6t6dik sorba (ide mar csak egyetlen korong keriil).

[gaz-e, hogy ha az els6 sorban van kék korong, akkor osszesen legalabb 5 kék korong lesz az
asztalon? o
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r—m Megyei fordulo

1. Ki lehet-e tolteni a kovetkezd tablazat mezoit pozitiv egész szamokkal gy, hogy minden
sorban és minden oszlopban a szamok szorzata egyenlo legyen?

10
3 14
35

©

2. Van 6 darab, egyforma, L-alakii mianyag lapunk, amelyek 3 egységnégyzetbdl vannak
osszedllitva: Ho.
Mind a 6 miianyag lap felhasznaldsaval épitiink egybefiiggd sikbeli alakzatokat tugy, hogy
csak teljes négyzetoldal mentén szabad illeszteni a lapokat egymashoz, és nem lehet a lapo-
kat egymaésra helyezni.
Lehet-e a kapott alakzat kertilete:

a) 187
b) 257
c) 287
d) 387
e) 407

Ha igen, akkor mutass példat a megfelel keriileti alakzatra! Ha nem, akkor bizonyitsd be,
hogy nem lehet!

3. 8 pozitiv egész szam szorzata 500-ra végzodik. Hany paros szam lehet a 8 kozott? Minden
altalad lehetségesnek gondolt darabszdamra mutass példat! Bizonyitsd, hogy maés lehetOség

nines! o

4. ABCDEF egy konvex hatszog a sikban. Tudjuk, hogy az ABDFE és a BCEF négyszogek
paralelogrammak. Bizonyitsd be, hogy a CDF A négyszog is paralelogramma.

5. Egy nagy asztalra piros (P) és kék (K) korongokat pakolunk. Az els6 sorba 100 darabot
helyeziink el. Ezt kovetoen az elso sor ala két-két korong kozé egy-egy jabbat tesziink,
mégpedig ugy, hogy két egyforma ald pirosat, két kiillonbozo ala kéket rakunk. Majd ugyan-
ezt a szabalyt mindig egy-egy sorral lejjebb alkalmazva tesziink korongokat a harmadik,
negyedik, ..., végiil a szazadik sorba (ide mar csak egyetlen korong keriil).

[gaz-e, hogy ha az els6 sorban van kék korong, akkor osszesen legaldabb 100 kék korong lesz
az asztalon? o
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r—w Megyei fordulo

1. Egy 10 x 10-es négyzetracs minden kis négyzete fehérre vagy feketére van szinezve. KEgy
lépésben egy sor vagy oszlop minden kis négyzetének szinét megvéltoztathatjuk az ellen-
kezojére. Bizonyitsd be, hogy a kiindulé allastol fliggetleniil elérhetd ilyen 1épésekkel az,
hogy legalabb 10-zel tobb négyzet legyen fekete, mint fehér.

2. Jend idén februarban a varosban sétalgatott, amikor egy figyelemre mélté épiileten meglatott
egy ismerteto tablat. A tablan sok érdekesség volt olvashaté az épiiletrol, tobbek kozott az
is, hogy mikor épitették. Kicsit elgondolkozott, majd megallapitotta, hogy 2015-6t kdvetden
lesz egy olyan év, amikor az aktualis évszam éppen a négyzete annak a szamnak, ahany éves
az épiilet abban az évben. 2015-ben az épiilet épitésének hanyadik évforduléjat tinneplik?

3. R4 lehet-e irni egy kocka nyolc csicsara a 0,1,2,...,12 szamok koziil nyolcat ugy, hogy
minden él két végpontjiaban a szdmok sszege oszthatd legyen harommal? (Minden szamot
legfeljebb egyszer haszndlhatunk fel.) o

4. BEgy téglalap alakd papirlap két oldala 1 és v/2 egység. A papirlap egyik sarkat behajtjuk
(egyenes hajtaséllel) ugy, hogy a hajtasél az egyik csicsbdl indul, és a csicsot nem tartalmazé
rovidebbik oldalt metszi, valamint a behajtott cstics éppen a hosszabb oldalra esik. Milyen
messze van a hajtdsél (cstcstdl kiillonboz6) végpontja a legkdzelebbi csicstol? °

5. Egy a, sorozat tagjairol tudjuk, hogy minden pozitiv egész n esetén
Agn = Qp €8 Aoni1 = Ay + ay,

tovabba a1ggo = 6. Mennyi aqgq5 értéke? o
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Orszagos donto

1. Egy haromjegyt szam kozéps6 szamjegyét elhagyva egy kétjegyiu szamot kaptunk. A két
szam Osszege 816. Mi lehet ez a két szam? o

2. Egy 14 cm oldali négyzet két atellenes sarkdaba beillesztettiink egy-egy kisebb négyzetet ugy,
hogy két szomszédos oldaluk illeszkedik a nagy négyzet oldalaira.

14 cm

14 cm

A kis négyzetek koziil a nagyobb tertilete a kisebb teriiletének 4-szerese. A két kis négyzetnek
keletkezett kozos része, ennek teriilete 1 cm?. Mekkora a nagy négyzetnek a kicsik éltal le
nem fedett tertilete? °

3. Belenéztiink a tanarok tolltartdiba, és a kovetkezot figyeltiik meg: mindegyikben tollak és
ceruzak voltak, tollbdl is, és ceruzabdl is legaldabb egy. Minden darab fekete vagy piros szinti,
és minden tolltartoban van mindkét szinbdl. Igaz-e, hogy mindegyik tolltartéban van két
olyan irdeszkoz, amelyik szinben is, fajtaban is kiilonbozik?

4. Egy hatszog csucsaiba az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamokat {rjuk, mindet pontosan egy csicsba. Hany-
féleképpen tehetjiik ezt meg gy, hogy minden cstucsba irt szdmra igaz, hogy vagy mindkét
szomszédja nagyobb néla, vagy mindketto kisebb?

©

5. Adott 5 pozitiv egész szam, amelyeknek felhasznalasaval az 0sszes lehetséges 3-tagu Osszeget
elkészitettiik. Igy ezeket a szamokat kaptuk:

10,14, 15,16, 17, 18,20, 21, 24, 25.
Mi lehetett az eredeti 5 szam? °
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1. Anna és Andras hosszu ideje arrdl almodozik, hogy kapnak egy-egy 24 6ras beosztasi mu-

Feladatok

Orszagos donto

tatds orat.

Tibi bacsi, az ismeros érasmester meglepi 6ket egy-egy ilyen éraval. Anna oraja kétszer olyan
gyorsan jar, mint ahogy kellene, de szerencsére a megfeleld irdnyban. A masik tokéletes
tempdban jar, viszont visszafelé. 13:00-kor mindkét ora a pontos idét mutatja. Mikor
mutatjak legkozelebb ugyanazt az idot? o

. Négy otodikes didk a matekszakkoron a kovetkezo feladvannyal lepte meg a tobbieket: teg-
nap megmértiik mind a négytink sulyat. Minden mérés utan kiszamitottuk az addigi mérések
atlagat, és azt tapasztaltuk, hogy minden mérés utan az atlag 1-gyel nott. Mennyivel ne-
hezebb koéziiliink a legnehezebb a legkonnyebbnél? (Egy szam atlaga sajat maga, két szam
atlaga a két szam Osszegének fele, harom szam atlaga a hdrom szam oOsszegének harmada,
négy szam atlaga pedig a négy szam Osszegének negyede.) o

. Peti egy 4 x 4-es tablazatot kitoltott szamokkal. Elarulta, hogy egy szam jobb oldali szom-
szédja mindig ugyanannyival nagyobb az eredetinél, de nem mondta meg, hogy mennyivel.
Azt is elmondta, hogy egy szam alsé szomszédja mindig ugyanannyival nagyobb az erede-
tinél, de itt sem arulta el, hogy mennyivel. Az 1. sor 1. mez6jébe (bal fels6 sarok) 7, a 3.
sor 4. mez6jébe 33, a 4. sor 2. mezdjébe 32 keriilt. Milyen szamokat irt Peti a tablazat
tobbi mezéjébe? ()

. Egy vonalzoérdl lekopott a jelek egy része, minddssze ot darab, egész centimétert jelold be-
osztds maradt meg: ezek novekvé sorrendben 0, a, b, ¢ és d centimétert jelolnek. Ennek
ellenére a vonalzdval 1-t0l d-ig barmilyen egész centiméteres tavolsdgot kozvetleniil le tu-
dunk mérni. (Egy tavolsagot akkor tudunk kézvetleniil lemérni, ha van a vonalzénak két
beosztdsa, amelyek tévolsdga éppen ekkora.) Tudjuk, hogy az utolsé beosztasnak, d-nek
az értéke 6-ndl nagyobb. Készits ilyen vonalzékat minél tébb kiilonboz6 d értékkel! (Nem
kell indokolni, hogy az altalad megadottnal tobbféle d érték nem lehetséges. Azt viszont
indokolni kell, hogy az éltalad megadott vonalzé megfelel a feltételeknek.) o
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1. Belenéztiink a tanarok tolltartdiba, és a kovetkezot figyeltiik meg: mindegyikben tollak
voltak és ceruzak, tollbdl is, és ceruzabdl is legalabb egy. Minden darab fekete vagy piros
szint, és minden tolltartoban van mindkét szinbdl. Igaz-e, hogy mindegyik tolltartéban van
két olyan iréeszkoz, amelyik szinben is, fajtaban is kiilonbozik? o

2. Egy taxis cég konnyen megjegyezheto telefonszamot szeretne, ezért gy dontenek, hogy
legfeljebb kétféle szamjegyet fognak hasznélni. Az kotelezd érvényi, hogy egy taxitarsasag
telefonszama csak 3-assal kezdodhet, és csakis 6-jegyti lehet. Hany kiilonboz6 lehet6séghbdl
valaszthatnak? °

3. Az
1M+214+ 3+ ... + 49!

szamnak mi a tizes szamrendszerbeli utolsé két szamjegye? (Aholn! =1-2-3-...-(n—1)-n.)

©

4. Egy tablan mindig egyetlen szam lathatd, kezdetben ez a szam az 1. Egy lépésben a tablan
1év6 szamot novelhetjik 1-gyel, vagy a reciprokat vehetjik. Mutasd meg, hogy elérheto a
fenti lépések alkalmazasaval, hogy a tédblan a 7/2015 legyen lathatd.

5. 124 fekete és 1 piros kis kockabdl hany kiilonboz6 5 x 5 x 5-6s kocka épithetd, ha csak a
nagy kocka felszine alapjan tudjuk megkiilonboztetni a kockakat, és a forgatassal egymasba
vihetéket nem tekintjiik kiilonbozonek?
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1. Felirtuk a tablara az 1, %, %, %, cee ﬁ, % szamokat, majd kozéjik a ,,+”7 és ,,-”7 miiveleti
jeleket tettiik kedviink szerint.
Lehet-e az eredmény 07 o

2. Egy n oldali sokszogrol tudjuk, hogy barmely két szomszédos oldala merdleges egymasra,
és oldalainak hossza 1,2,...,n egység (nem feltétleniil ebben a sorrendben). Mennyi az n
lehetséges legkisebb értéke?

3. Egy szammisztikaval foglalkozo klub tagjai az 1,2, 3, ..., 11 szdmok koziil némelyik szamot
szerencsésnek, a tobbit szerencsétlennek nevezik. A kovetkezoket arultédk el a szamaikrol:
e Ha egy szam szerencsés, akkor az 6t osszegben 12-re kiegészito szam is szerencsés.
e Ha egy szam szerencsés, akkor az osztdi is szerencsés szamok.
e Van paros szerencsés szam.
e A szerencsétlen szamok szama is szerencsétlen szam.
Hatarozd meg, hogy melyek a szerencsés szamok! o
4. Egy vonalzérdl lekopott a beosztasok jelentds része, csak a 0, a, b, ¢, d centimétert jelzo vo-
nalak lathatéak, ahol 0 < a < b < ¢ < d egész szamok. Mekkora az a legnagyobb d érték,
amelyre a vonalzoval 1-t6l d-ig minden egész centiméteres tavolsdgot kozvetleniil le tudunk

mérni? Bizonyitsd az allitasod! (Egy tdvolsagot akkor tudunk kézvetleniil lemérni, ha van
a vonalzénak két beosztésa, amelyek tavolsaga éppen ekkora.) o
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U+214+ 3+ ...+ 49!

szamnak mi a tizes szamrendszerbeli utolsé két szamjegye? (Aholn! =1-2-3-...-(n—1)-n.)

©

. Pisti a sikot 100 kiilonboz6 egyenessel felosztotta tartoméanyokra, majd beszinezte az abrajan
a sokszogeket. Hany olyan tartomany johetett 1étre, amelyet Pisti nem szinezett be? Mutass
példat minden lehetdségre, és bizonyitsd, hogy mas nem lehet a nem szinezett tartoméanyok
Szama.

. Egy tablan mindig egyetlen szam lathato, kezdetben ez a szam az 1. Egy 1épésben a tdblan
1évo szamot novelhetjik 1-gyel, vagy a reciprokat vehetjik. Mutasd meg, hogy elérheto a
fenti 1épések alkalmazasaval, hogy a tédblan a 17/2015 legyen lathato.

. Adott 6 egységsugari korlap, melyek az alabbi abra szerint érintik egymast.

Szerkesztendo két kiilonbozo egyenes, amelyek mindegyike felezi a 6 korlapbdl allé alakzat
teriiletét. Ird le a szerkesztés menetét. A szerkesztést nem kell végrehajtani, de indokolni
kell, hogy a kapott egyenesek miért felezik az alakzat teriiletét.

. Két rablé a kovetkez6 modon osztozkodik a zsakmanyolt aranytallérokon: ,,1 neked, 2 nekem,
3 neked, 4 nekem stb.”, amig az aranytallérokbdl futja. A végén a soron kovetkezo rabld
megkapja a maradék aranytallérokat. Tudjuk, hogy 1000 aranytallérnal kevesebb volt a
zsakmanyuk, és azt is, hogy az osztozkodas végén mindkét rablé egyforma szamu aranytallért
kapott. Legfeljebb hany aranytallér lehetett a zsakmany? o
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Orszagos donto

1. Adott egy kor kertiletén 8 pont, A, B,C, D, E, F,G, H.

H A
G

E D

Hany olyan konvex sokszog létezik, amelynek az AD szakasz atldja, csicsai pedig a nyolc
pont koziil keriilnek ki?

. Egy szammisztikaval foglalkozo klub tagjai az 1,2, 3, ..., 11 szamok koziil némelyik szamot
szerencsésnek, a tobbit szerencsétlennek nevezik. A kovetkezoket arultak el a szamaikrol:

e Ha egy szam szerencsés, akkor az 0t osszegben 12-re kiegészité szam is szerencsés.

e Ha egy szam szerencsés, akkor az osztoi is szerencsés szamok.

e Van paros szerencsés szam.

e A szerencsétlen szamok szdma is szerencsétlen szam.

Hatarozd meg, hogy melyek a szerencsés szamok! °
. Hany  négyzetszam van az  1476,14076, 140076, 1400076, 14000076, ...  végtelen
szamsorozatban? °

. Az ABCD téglalapban AB =7 és BC = 4. Az A kozéppontu AB sugaru kor a C'D oldalt
E-ben metszi. A téglalap belsejében 1évo6 BE koriv felezopontja F. Az F' pontbol AB-re,
illetve AD-re allitott merdlegesek talppontjai G és H. Mekkora az AGF H téglalap teriilete?

©
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8. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. A sakktablan pirosra van szinezve 3 mez6. Szeretnénk elérni, hogy barmely piros mezdrol
barmely masik piros mezore el lehessen jutni gy, hogy csak piros mezoket érintiink, és
mindig oldallal szomszédos mezore lépiink tovabb. Mutassuk meg, hogy ehhez legfeljebb 12
tovabbi mez&t kell pirosra szinezni!

2. Mennyi lehet p + ¢ és p? + ¢ legnagyobb kozos osztéja, ahol p és ¢ két kiilonbozd pozitiv
primszam? o

3. Igaz-e, hogy 20 egymést kovetd egész szdmbol mindig kivalaszthaté 10 ugy, hogy a
kivalasztott szamok Osszege relativ prim legyen a nem kivalasztott szamok Osszegéhez?

4. Két rablé a kovetkez6 modon osztozkodik a zsakmanyolt aranytallérokon: ,,1 neked, 2 nekem,
3 neked, 4 nekem stb.”, amig az aranytallérokbdl futja. A végén a soron kovetkezd rabld
megkapja a maradék aranytallérokat. Tudjuk, hogy 1000 aranytallérnal kevesebb volt a
zsakmanyuk, és azt is, hogy az osztozkodas végén mindkét rablé egyforma szamu aranytallért
kapott. Legfeljebb hany aranytallér lehetett a zsakmany? °

5. Egy hegyesszogii haromszog oldalfelez6 pontjaibol merdlegeseket allitottunk a masik két
oldalra. A 6 meroleges altal kozrezart hatszog teriilete hanyadrésze a haromszog teriiletének?
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8. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Az ABC héaromszogben a B csicsbol induld szogfelezo az AC oldalt az E' pontban metszi.
Tudjuk, hogy a BEA sz6g nagysaga 45°. Vegytik fel a BC oldalon az F' pontot tgy, hogy
BF = BA legyen. Mekkora az FF A szog nagysaga?

2. Egy 8 x 8-as sakktdblan a kovetkezo jatékot jatssza két jatékos: az elsd jatékos elhelyezi a
kirdlyt a tabla egyik mez6jén, majd felvaltva lépnek a kirallyal (az els6 1épést a kirallyal a
masodik jatékos teszi). Olyan mezore szabad csak 1épnie a soron kvetkezd jatékosnak, ahol
a kirdly még nem jart. Az a jatékos veszit, aki mar nem tud lépni. Melyik jatékosnak van
nyer$ stratégidgja? Adj meg egy nyerd stratégiat! (A kirdllyal egy 1épés soran egy él- vagy
egy csucsszomszédos mezére szabad 1épni.)

3. Az ABCD téglalapban AB =7 és BC = 4. Az A kozéppontu AB sugart kor a C'D oldalt
E-ben metszi. A téglalap belsejében 1év6 BE koriv felezopontja F. Az F pontbdl AB-re,
illetve AD-re éllitott merdlegesek talppontjai G és H. Mekkora az AGF H téglalap teriilete?

©

4. Egy teremben 20 ember van, akik kozott eddig nem tortént kézfogas. A terembe 5 percenként
belép egy 1j ember, és kezet fog pontosan két jelenlévével. Azonban barmelyik résztvevo a
harmadik kézfogasa utan rogton elhagyja a termet és tobbé nem tér vissza. Bizonyitsd be,
hogy egy id6 utan valaki egyediil marad a teremben!
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r—m Megyei fordulo

1. Melyik a legkisebb péaros négyjegyti szam, amelynek minden szdmjegye kiillonb6zo, és az els6
két szamjegy Osszege kétszerese a harmadik és negyedik szamjegy Osszegének? (Indoklast
is irj, ne csak a végeredményt!)

Az els6 két szdmjegy Osszege paros, mert a masodik ketto Osszegének duplaja. Az Osszeg 0
nem lehet, mert igy az elsé szamjegynek is O-nak kellene lenni. Az Osszeg tehat legalabb
2. A legkisebb szamot keressiik, ezért alljon az ezresek helyén 1. Ha a masodik szamjegy
1-es lenne, akkor 1+1=2, de igy egyforma szamjegyeket hasznalnank, ez nem megengedett.
143=4 novekvo sorrendben a kovetkezo lehetéség az elsé két szamjegyre. Szamunk tehat
igy nézhet ki: 13__. A masodik két jegy Osszege most sziikségképpen 4:2=2, ami lehet 1+1,
vagy 0+2. Csak a masodik esetben kiilonbozéek a szamjegyek, tehat a szamunk lehet 1302,
vagy 1320, melyek koziil az 1302 a kisebb. A keresett szam az 1302. o

2. Egy nagy asztalra piros (P) és kék (K) korongokat pakolunk. Az els6 sorba 100 darabot
helyeziink el PPKKPPKKPP...PPKK sorrendben. Ezt kovetden az els6 sor ald két-két
korong kozé egy-egy ujabbat tesziink, mégpedig ugy, hogy két egyforma ala pirosat, két
kiilonbozo ala kéket rakunk. Majd ugyanezt a szabalyt mindig egy-egy sorral lejjebb alkal-
mazva tesziink korongokat a harmadik, negyedik, ..., végiil a 100. sorba. Az utols6 sorba
igy egyetlen korong keriil.

Osszesen hény kék korong van ekkor az asztalon?

Az els6 sorban 1évo korongok fele kék, ez 50 darab. A mésodik sorban valtakoznak a szinek:
PKPKPK...PKP. Osszesen 99 darab korong van a mésodik sorban. A két szélén pirosak
allnak, ezért a masodik sorban a kékek szama 49. A harmadik sorban az Gsszes kék, ez 98
darab. A negyedik sor végig piros, és a szabaly miatt alatta is minden korong piros.
Osszesen tehdt 50 + 49 + 98 =197 darab kék korong van az asztalon.

3. Az asztalon sorban allnak a kovetkez6 edények: egy iiveg, aztan egy korsd, utdna egy
csésze, majd egy pohar és végiil egy bogre.
Kiilonbozo italokkal vannak toltve, mégpedig: tedval, kavéval, tejjel, narancslével,
asvanyvizzel. (Nem feltétleniil ebben a sorrendben.) Megfogjuk a poharat és attessziik
egy masik helyre tgy, hogy kozvetleniil mellette a tea és a tej alljon. Emiatt a tej és a
narancslé szomszédosakka valnak, és a kavé lesz a sor kozepén.
Melyik edényben milyen ital lehet?

A kezdeti sorrend: iiveg, korsé, csésze, pohar, bogre. A poharat csak az tiveg és a korso,
vagy a korso és a csésze kozé tehetjilk, mert attessziik egy masik helyre, mégpedig nem
a sor szélére, hiszen a tejet és a tedt tartalmazéd edény is szomszédja lesz. fgy most két
lehet6ség van az edények sorrendjére: iiveg, pohar, korso, csésze, bogre vagy iiveg, korso,
pohar, csésze, bogre. Az elsé sorrend nem lehetséges, mert kozépen a kavé lenne korséban,
igy viszont a pohar egyik szomszédja a kavé lenne, pedig a tej és a tea kozé kellett volna
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4.

kertilnie. Tehat a mésodik a helyes sorrend, és a kdvé a poharban van. A tej és a tea a korso
és a csésze valamelyikében van, a tej mellé keriilt a narancs. Mivel az tiveg és a korsé eddig
is szomszédosak voltak, ha ezekben lenne a tej és a narancslé, akkor most nem valnanak
szomszédossa, igy azok csak a masodik sorrendben a pohér masik oldalan, a csészében és a
bogrében lehetnek. Tehat az iivegben viz, a korséban tea, a poharban kavé, a csészében tej
és a bogrében narancs van. o

Lili és Lali azt a feladatot kaptak, hogy rajzoljanak olyan sokszogeket, melyeknek min-
den csucsa a segédlapon taldlhaté 3 x 3-as racs valamelyik réacspontja. Rajzoltak is,
mégpedig két kiilonbozot. Olyanokat, amelyek nem illesztheték egymasra sem forgatassal,
sem tiikrozéssel.

a) Mutass példdt két olyan hétszogre, amelyet Lili és Lali rajzolhatott!

b) Ezutén Lili és Lali egytitt megkeresték a legnagyobb oldalszamu olyan sokszoget, amely-
nek minden csucsa a segédlapon lathaté 4 x 4-es réacs valamelyik pontja. Héany oldala
van ennek a sokszognek? A mellékelt segédlapon csak a megolddsokat add meg, ne azon
probalkozz! Ha mégis elrontanad a rajzot, akkor mindkét esetben tobb racs van, mint
amennyire valéjaban sziikség van.

A fenti dbra bal oldali részén otféle, az (a) feladatnak megfelelé hétszog lathatéd. (Elég két
kiillonb6z6t megrajzolni.) Az dbra jobb oldalédn a (b) feladat feltételeinek megfelel$ 16-sz0g
lathat6. 16 oldalnal tobb nem lehet a 4 X 4-es racson, mert egy sokszognek annyi csucsa
van, ahany oldala, és csak 16 pontot hasznalhatunk fel csicsként. o
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5. Készits 3 x 3-as biivis négyzetet gy, hogy a kovetkez6 szamok mindegyikét felhasznalod:
23,29, 35,43,49, 55,63, 69, 75.

(Biivos négyzetben minden sorban, minden oszlopban és a két atléban a szémok Osszege

ugyanaz a szam.)

29 | 75 | 43
63 | 49 | 35
55 | 23|69

— @ =)

Megyei fordulé

1.

Melyik a legkisebb 3-mal oszthato négyjegytli szam, amelynek minden szamjegye kiilonb6z0,
és az els6 két szamjegy Osszege haromszorosa a harmadik és negyedik szamjegy Gsszegének?

Keressiik a szdmot abcd alakban (a,b,c,d paronként kiilonbozé szamjegyek). Mivel abed
oszthaté 3-mal, igy a szdmjegyeinek Osszege is oszthaté 3-mal. A feltétel értelmében
az elsé két szamjegy Osszege egyenlé a harmadik és a negyedik szamjegy Osszegének
héromszoroséval (a + b = 3(c+ d)).

Ez azt jelenti, hogy a szamjegyek Osszege a harmadik és a negyedik szamjegy Osszegének
négy-szerese (a + b+ ¢+ d = 4(c + d)). Ez csak 1gy lehet 3-mal oszthaté, ha a harmadik
és a negyedik szamjegy Osszege oszthatd 3-mal. Ekkor az elsé két jegy Osszege, amely a
harmadik és a negyedik jegy Osszegének haromszorosa, oszthaténak kell lennie 9-cel, azaz
az Osszeglk legaldbb 9 (hiszen 0 nem lehet). Mivel ez egy valédi négyjegyii szam, ezért
az els6 jegy legalabb 1 (a > 1). A legkisebb ilyen szamra toreksziink, ezért a = 1, és igy
b=38. Mivel a+b=09, igy c+ d = 3. Ismét a minimumra térekvés miatt: ¢ = 0,d = 3. A
megoldas tehat: 1803.

Megjegyzés. A 9-cel vald oszthatdsdgra nincs sziikség. Vegytik észre, hogy az utolsé két
szamjegy Osszege nem lehet nulla, mert akkor az elsé két szamjegy Osszege is nulla lenne,
és igy nem kapnank valddi négyjegyli szamot. Mivel az utolsé két szamjegy Osszege oszhato
hiarommal, igy legalabb 3 az 6sszegiik. Ekkor viszont az els6 két szamjegy Osszege legalabb
9.
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Adj meg egy négyszoget és 2 egymdsra merOleges egyenest ugy, hogy ha felvagjuk a
négyszoget a két egyenes mentén, akkor a lehet6 legtobb darabot kapjuk! (Nem kell bi-
zonyitani, hogy ez a maximum.)

Legfeljebb 6 részre lehet osztani a négyszoget. Az aldbbi dbra egy lehetséges megoldast
mutat. (Nem kell bizonyitani, hogy ennél t&bb rész nem lehetséges.)

o

Egy katica egy négyzetracs racsvonalain mozog gy, hogy az egyik racspontbol indul,
minden racspontban elfordul derékszogben és az utja végén visszaérkezik a kiindulasi pont-
ba. Lehetséges-e, hogy az 1t sordn éppen 222 egységet haladt? (Az dbran egy 16 egység
hosszisdgu tutvonal lathato.)

Els6 megoldas. A katica egy-egy lépése 4 iranyban torténhet: vizszintesen balra vagy jobbra,
illetve fiiggolegesen fel vagy le.

A katica utja végén visszatér a kiindulépontba, ezért 0sszesen ugyanannyi lépést tesz balra,
mint amennyit jobbra. fgy a vizszintes 1épések szama péaros szam. Hasonléan lathato a
fliggbleges 1épésekrdl is, hogy ezek szama szintén paros. Mivel a katica minden racspontban
elfordul derékszoghben, ezért felvaltva tesz egy-egy 1épést vizszintesen és fiiggolegesen.
Mindkét tipusbdl paros szamu lépést tesz, ezért ugyanannyit 1ép vizszintes és fiiggoleges
iranyban. Azaz a teljes 1épésszam fele csak pédros szam lehet. (A teljes 1épésszam 4-gyel
oszthaté.) Mivel a 222 fele nem pdaratlan (a 222 nem oszthaté 4-gyel), igy a kivant dtvonal
nem létezik.

Masodik megoldas. Tegyiik fel, hogy a katica az origobdl indul és minden lépése 1 egység
hosszisagi. Ekkor minden 1épés utan egy egész koordinataju pontban fog tartézkodni.

Mivel egy lépésben egy racsvonal mentén halad 1 egységet, ezért pontosan az egyik ko-
ordinata valtozik meg, mégpedig éppen 1-gyel. Nohet is, csokkenhet is. Vagyis minden
lépésben pontosan az egyik koordinata paritdasa valtozik meg. Tegyiik fel, hogy visszatér a
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kiindulas helyére, vagyis az origéba. Ez azt jelenti, hogy mindkét koordinataja paros sok-
szor kellett, hogy megvaltozzon. Mivel minden 1épés utan derékszogben fordul el, ezért a
koordinaték szigoruan felvaltva valtoznak. Kiinduldskor mindkét koordinata péros (0). Az
elsO 1épés utan az egyik paratlan a masik paros. A masodik utdn mindkettd paratlan. A
harmadik utan az egyik paros a masik paratlan. A negyedik utan pedig ismét mindketto
paros. Ez ismétlodik ezt kovetoen is, vagyis nyilvanvaléan minden negyedik lépésben lesz
mindkét koordinata paros. Ebbol kovetkezik, hogy ha visszatér a kiindulasi helyre, akkor
az idokozben megtett 1épések szama 4-gyel oszthato. Mivel 222 nem oszthatd 4-gyel, igy a
kivant utvonal nem létezik.

Egy sakktabla a8 mezdjén all egy huszar, a b7-hl 4tlé valamennyi mez6jén pedig egy-
egy pénzérme talalhat6 (lasd a bal oldali dbrat). A huszérral a sakkban szokdsos médon
léphetiink (14sd a jobb oldali dbrat). Ha ralépiink egy érmére, akkor azt felvehetjiik.

a) Bizonyitsd be, hogy nem lehetséges 14-nél kevesebb 1épéssel begytijteni a 7 érmét!

b) Adj meg egy 14 huszarlépésbél &ll6 titvonalat, amelynek sordn mindegyik érmét meg-
szerzed! (Leirhatod sorban a mezéket az a8-cal kezdve vagy ird be a 8 x 8-as négyzet
megfelel6 mezdjébe, hogy hanyadik 1épés utén tartézkodik ott a huszar.)

(a) A huszar fehér mez6rél indul és minden 1épésben megvéltozik a mez6 szine, amin &ll.
Vagyis paros 1épés utan tartézkodik ismét fehér mezén. Mind a 7 érme fehér mezén van és
egy mezon csak egy érme, ezért legalabb 7-szer fehérre kell 1épnie, hogy Osszegytijthesse az
sszes érmét. Osszesen tehdt legaldbb 14 1épésre van szitkség az érmék sszegytijtéséhez.
(b) Létezik ilyen lépéssorzat:

L[ 2. [ 3 [ 4 | 5 6. | 7 |8 [ 9 |10.] 11 |12 | 13 |

(a8-) | c¢7- | d5-| f4- | g2- | h4- | f3- | e5- | c6- | d8- | b7- | d6- | e4- | g3-
vagy vagy vagy vagy vagy vagy vagy
b6- e3- el- d4- abs- ch- f2-

Megjegyzés. A feladat (a) részében elég arra hivatkozni, hogy az atlé egyik mez&jérél sem
lehet kozvetleniil egy masikra 1épni a huszarral.
A (b) részben elég egyetlen helyes 1épéssorozatot megadni. o

Egy nagy asztalra piros (P) és kék (K) korongokat pakolunk. Az els6 sorba 5 darabot
helyeziink el. Ezt kovetéen az elso sor ald két-két korong kozé egy-egy ujabbat tesziink,
mégpedig ugy, hogy két egyforma ala pirosat, két kiilonbozo ald kéket rakunk. Majd ugyan-
ezt a szabalyt mindig egy-egy sorral lejjebb alkalmazva tesziink korongokat a harmadik,
negyedik és végiil az 6t6dik sorba (ide mar csak egyetlen korong keriil).

Igaz-e, hogy ha az els6 sorban van kék korong, akkor Osszesen legalabb 5 kék korong lesz
az asztalon?

Els6 megoldas. Vizsgaljuk meg a lehetséges eseteket alulrol felfelé.

Tegyiik fel, hogy az utolsé sorba kék korong keriil. Ez a szabdly miatt azt jelenti, hogy
a negyedik sorban is van kék korong (mégpedig pontosan 1 kék és 1 piros), ami miatt a
harmadik sorban is van kék korong, és ez igaz marad minden kisebb sorszamu sorra is. Mivel
5 sor van, igy van legaldbb 5 kék korong ebben az esetben. Nézziik ezek utan azt az esetet,
amikor az otodik sorba piros korong keriil. Ekkor a negyedik sor vagy két kék korongot
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tartalmaz, vagy két pirosat. Ha két kék van benne, akkor az elsé eset gondolatmenetét
kovetve kapjuk, hogy van legalabb 5 kék korong az asztalon. Ha két piros all a negyedik
sorban, akkor a harmadikban vagy harom kék, vagy hédrom piros korong van. Ha harom
kék, akkor hasonléan az el6zoekhez kapjuk, hogy van legalabb 5 kék korong az asztalon.
Ha harom piros, akkor a felette 1év6 sorban lehet négy kék vagy négy piros. Az elsé sorban
is van kék, igy ha az els6 esetben van legalabb 5 kék korong. Ha pedig a masodik sorban
minden korong piros, akkor az elsé sorban is minden korong ugyanolyan szinti. Nem lehet
azonban mindegyik piros, hiszen van kozottiik kék. Tehat ekkor mind kék, igy ekkor is van
5 kék korong az asztalon. A vélasz tehéat az, hogy igen, igaz.

Masodik megoldas. Ha egy sorban van kék korong, akkor az osszes felette levoben is van.
Ez azért igaz, mert kék korongot akkor helyeziink le, ha felette egy kék és egy piros volt
szomszédos. Ha az utolso sor egyetlen korongja kék, akkor a fentiek miatt mind az 5 sorban
van legalabb egy-egy. fgy van Osszesen legalabb 5 kék korong. Ha a legalsé sorban piros
korong van, akkor vegyilik az a sort, amelyik a kék korongokat tartalmazoé sorok koziil a
legalacsonyabban van. Mivel alatta csupa piros korong van, igy ebben a sorban minden
korong egyforma szint, tehat mindegyik kék. Legyen ebben a sorban k darab kék korong.
Mivel minden sorban eggyel kevesebb korong van, mint az elézében, igy efelett még 5 — k
darab sor van. Ezek mindegyikében van legalabb egy-egy kék korong az elsé megallapitasunk
szerint, ez legaldbb 5 — k darab. Igy 6sszesen legaldbb k + (5 — k) = 5 darab kék korong,
tehat az allitds igaz. (1)

— &)

1.

Megyei fordulo

Ki lehet-e tolteni a kovetkezo tablazat mezéit pozitiv egész szamokkal gy, hogy minden
sorban és minden oszlopban a szamok szorzata egyenlo legyen?

10
3 14
35

Els6 megoldas. Tegytik fel, hogy létezik helyes kitoltés. Legyen a kozépsé oszlop elsé eleme
x, a masodik y.

z | 10
3|y |14
35

Mivel a kozépso sor és a kozépso oszlop szorzata megegyezik, igy 3-y-14 =z -y - 35. Mivel
y > 0, ezért ebbdl 3- 14 = x - 35 kovetkezik. Mivel x egész, a jobb oldal oszthatd 5-tel, a bal
oldal viszont nem, ez ellentmondés. Tehat nem lehet a tdblazatot megfeleléen kitolteni.

Masodik megoldas. A szorzatok egyenldségébdl kovetkezik, hogy a szorzatok
primfelbontdasaban az 5 kitevéje megegyezik. Legyen a kozépso sor kozépsé mezojében 1évo
szam primfelbontasdban az 5 kitevéje n. A kozépsé sor szélsé szamai nem oszthatok 5-tel,
igy ennek a sornak a szorzatdban az 5 kitevéje n. A kozépsoé oszlopban a 35 oszthatd 5-tel,
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igy ennek az oszlopnak a szorzataban az 5 kitevéje legalabb n + 1. Tehét a kozépso sor és a
kozépso oszlop szorzataban az 5 kitevoje kiilonbozo, igy a szorzatok nem lehetnek egyenlok.
Tehat nem lehetséges a tablazatot megfelel6en kitolteni.

Harmadik megoldas. Mivel a szamok kozott szerepel 5-tel oszthatd, barmely sor vagy oszlop
szorzatdnak oszthatonak kell lennie 5-tel. Mivel a kozépsé sor megadott szamai 5-tel nem
oszthatok, ezért a kozépsonek 5-tel oszthaténak kell lennie. Ekkor a kozépsé oszlop szor-
zataban ez a szam, és a 35 is szerepel, ezért a szorzat 25-tel is oszthatd. Emiatt viszont
a kozépso sor szorzata is 25-tel oszthatd, tehdt a kozépso szam is 25-tel oszthato. fgy Vi-
szont a kozépso oszlop szorzata mar 125-tel is oszthato lesz. Ezt folytatva addédik, hogy a
kozépsod szamnak az 5 tetszolegesen nagy hatvanyaval oszhaténak kell lennie. Mivel csak
pozitiv egészeket irhatunk a mezdkbe, nincs megfelel kozépsé szam, igy a kitoltés nem
lehetséges. (1)

Van 6 darab, egyforma, L-alaki muanyag lapunk, amelyek 3 egységnégyzetbol vannak
ssszeallitva: B,

Mind a 6 muanyag lap felhasznaldsaval épitiink egybefligg6 sikbeli alakzatokat gy, hogy
csak teljes négyzetoldal mentén szabad illeszteni a lapokat egymashoz, és nem lehet a
lapokat egymasra helyezni.

Lehet-e a kapott alakzat keriilete:

a) 187
b) 257
c) 287
d) 387
e) 407
Ha igen, akkor mutass példat a megfelel6 keriilet(i alakzatra! Ha nem, akkor bizonyitsd be,

hogy nem lehet!

Az (a), (c), (d) kérdések esetén elérheté a megadott keriilet, példdul az alabbi alakzatok
esetén:

(a) () ()
K=18 K=28 K=38

S5 ot

ailfy il

A fentiektol kiilonboz6 helyes megoldasok is elfogadhaték. Egy lap keriilete 8 egység, igy
a 6 darab Osszkeriilete 6 - 8 = 48 egység. Az Osszeillesztett alakzat keriiletébe az érintkezd
négyzetoldalak nem szamitanak bele, ez Gsszesen paros egységnyivel csokkenti a keriiletet.
fgy a keriilet mértéke csak paros lehet, nem lehet 25 egység. A (b) kérdésre a valasz igy nem-
leges. Mivel az alakzat egybefiiggo, legalabb 5 lap-par érintkezik egymaéssal négyzetoldalban.
Minden ilyen érintkezés legalabb 2 egységnyivel csokkenti a keriiletet, igy az legfeljebb

48 — 2 -5 = 38 egységnyi lehet. Tehat a keriilet nem lehet 40 egység, igy a (d) kérdésre
is nemleges a valasz. o
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8 pozitiv egész szam szorzata 500-ra végzédik. Hany paros szam lehet a 8 kozott? Minden
altalad lehetségesnek gondolt darabszamra mutass példat! Bizonyitsd, hogy mas lehetdség
nincs!

Egy tizes szamrendszerben felirt szam pontosan akkor oszthaté 4-gyel, ha az utolsd két
jegyébol alkotott kétjegyli szam oszthatd 4-gyel. Mivel a 00 oszthato 4-gyel, ebbdl kovetke-
zik, hogy a szorzat oszthatd 4-gyel. Egy tizes szamrendszerben felirt szam pontosan akkor
oszthato 8-cal, ha az utols6 harom jegyébol alkotott kétjegyl szam oszthatd 8-cal. Az
500 nem oszthato 8-cal, tehat a szorzat sem oszthaté 8-cal. Tehat a szorzat primtényezos
felbontasaban a 2-es a masodik hatvanyon szerepel, azaz legalabb egy és legfeljebb két
paros szam van a 8 kozott. Ha csak egy szamban szerepel 2-es primtényezo, akkor az illeto
szam oszthato 4-gyel, de mar 8-cal nem, a tobbi pedig mind paratlan. Erre egy lehetséges
példa: 500, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1. Ha a 2-es primtényez6 két szamban is szerepel, akkor a 8
szam koziil ketté paros, de mar 4-gyel nem oszthatd, a tobbi pedig mind paratlan. Erre
példa: 250,2,1,1,1,1, 1, 1. (1)

ABCDEF egy konvex hatszog a sikban. Tudjuk, hogy az ABDFE és a BOEF négyszogek
paralelogrammék. Bizonyitsd be, hogy C'DF A négyszog is paralelogrammal
Készitsiink a feltételeket kielégito abrat:
E D

A B

Mivel ABDFE paralelogramma, igy AD és BFE kolesonosen felezik egymast. Hasonléan,
mivel BCEF is paralelogramma, igy BE és C'F szintén kolcsonosen felezik egymast. Ezek
szerint a BE szakaszt mind AD, mind CF felezi, igy a felez6pont egyértelmiisége miatt
egyméast BE felezépontjaban metszik (mondjuk M-ben).

E D

A B

S6t, mivel BE mindkettét felezte, igy az M pont mind AD-nek, mind pedig C'F-nek fe-
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lez6pontja. Azaz AD és C'F egymast kolesonosen felezik, és mivel nem esnek egy egyenesre,
ez éppen azt jelenti, hogy AF DC' paralelogramma.

Egy nagy asztalra piros (P) és kék (K) korongokat pakolunk. Az elsé sorba 100 darabot
helyeziink el. Ezt kovetden az elso sor ala két-két korong kozé egy-egy jabbat tesziink,
mégpedig ugy, hogy két egyforma ala pirosat, két kiillonbozo ald kéket rakunk. Majd ugyan-
ezt a szabalyt mindig egy-egy sorral lejjebb alkalmazva tesziink korongokat a harmadik,
negyedik, ..., végiil a szazadik sorba (ide mar csak egyetlen korong keriil).

Igaz-e, hogy ha az els6 sorban van kék korong, akkor osszesen legalabb 100 kék korong lesz
az asztalon?

Els6 megoldas. Ha egy sorban van kék korong, akkor az osszes felette levében is van.
Ez azért igaz, mert kék korongot akkor helyeziink le, ha felette egy kék és egy piros volt
szomszédos. Ha az utolsé sor egyetlen korongja kék, akkor a fentiek miatt mind a 100
sorban van legalabb egy-egy. fgy van oOsszesen legaldbb 100 kék korong. Ha a legalsé
sorban piros korong van, akkor vegyiik az a sort, amelyik a kék korongokat tartalmazo
sorok koziil a legalacsonyabban van. Mivel alatta csupa piros korong van, igy ebben a
sorban minden korong egyforma szinti, tehat mindegyik kék. Legyen ebben a sorban k
darab kék korong. Mivel minden sorban eggyel kevesebb korong van, mint az el6z6ben,
igy efelett még 100 — k£ darab sor van. FEzek mindegyikében van legaldbb egy-egy kék
korong az els6 megallapitasunk szerint, ez legaldbb 100 — k£ darab. fgy Osszesen legalabb
k+ (100 — k) = 100 darab kék korong, tehat az allitds igaz.

Maésodik megoldas. Ha egy sorban van kék korong, akkor az Osszes felette 1év6 sorban is
van. Ez azért igaz, mert kék korongot akkor helyeziink le, ha felette egy kék és egy piros
volt szomszédos. A kirakds utan egyértelmiien létezik egy olyan sor, amelyben még van kék
korong, de alatta mar nincs. Ha ez az n-edik sor, akkor a felette 1év6 n—1 sor mindegyikében
van legalabb egy-egy kék korong, ami legalabb n — 1 kék korong. Ha az n-edik sor alatt
még vannak korongok, azok mind pirosak. Igy az n-edik sorban nem lehet egymés mellett
piros és kék korong, hiszen aldjuk kék kertilne. Mivel kék korong van ebben a sorban, és kék
mellett nem lehet piros, igy mindegyik kék. Mivel az els6 sorban 100 korong van, és minden
sorban eggyel kevesebb, mint az eléz6ben, igy az n-edik sorban 101 — n darab korong van,
amelyek mindegyike kék. Igy dsszesen legaldbb (n—1)4 (101 —n) = 100 darab kék korongot
raktunk ki, tehat az allitds igaz. (4]
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r—m Megyei fordulo

1. Egy 10 x 10-es négyzetracs minden kis négyzete fehérre vagy feketére van szinezve. Egy
lépésben egy sor vagy oszlop minden kis négyzetének szinét megvaltoztathatjuk az ellen-
kezojére. Bizonyitsd be, hogy a kiinduld allastél fiiggetlentil elérheto ilyen 1épésekkel az,
hogy legalabb 10-zel tobb négyzet legyen fekete, mint fehér!

Az els6 oszlop minden kis négyzete feketére valtoztathato: haladjunk rajta végig a mezdkon
egyesével, és ahol fehér négyzet szerepel, annak a sorat valtoztassuk meg. fgy tehat az els6
oszlop minden mezéje feketévé valik. Ezutan vizsgaljuk meg a maradék kilenc oszlopot
kiilon-kiilon. Ahol a fekete mezok nincsenek kisebbségben, ne valtoztassunk, ahol viszont
kisebbségben vannak, valtoztassuk meg az oszlopot. Az eredményiil kapott tablazatban az
elso oszlop fekete, a tobbi oszlopban legaldbb annyi a fekete, mint a fehér mezo, igy a fekete
mezok legaldbb tizzel tobben vannak, mint a fehér mezok.

Megjegyzés. Ha mar az els6 oszlopot feketére valtoztattuk, a megoldast a kovetkezoképpen
is folytathatjuk: az els6 oszlopot elhagyjuk, és megnézziik, hogy a maradék 9 x 10-es
tablazatban kisebbségben vannak-e a feketék. Ha nincsenek, nem csinadlunk semmit. Ha vi-
szont kisebbségben vannak a feketék a tdblazatban, akkor mind a 9 oszlopban végrehajtjuk
a valtoztatast. fgy az egész 9 x 10-es rész az ellenkezOjére valtozott, vagyis most mar

tobbségben vannak benne a fekete mezok. Innen a befejezés ugyanaz, mint az eredeti meg-
oldasban. (1)

2. Jené6 idén februarban a varosban sétalgatott, amikor egy figyelemre mélto épiileten
meglatott egy ismerteto tablat. A tablan sok érdekesség volt olvashato az éptiletrdl, tobbek
kozott az is, hogy mikor épitették. Kicsit elgondolkozott, majd megallapitotta, hogy 2015-
ot kovetden lesz egy olyan év, amikor az aktudlis évszam éppen a négyzete annak a szamnak,
ahany éves az épiilet abban az évben. 2015-ben az épiilet épitésének hanyadik évforduldjat
iinneplik?

Tegyiik fel, hogy n éves lesz az épiilet majd a jovében, amikor az akkori év értéke éppen n?.
Mivel jové idérél beszéliink, gy n? > 2015. Innen azt kapjuk, hogy n > 45, hiszen

442 = 1936 < 2015, 45> = 2025 > 2015. Mdsrészt a multban épiilt, azaz
n*> —n = n(n —1) < 2015. Mivel 45 - 44 = 1980 < 2015, 46 - 45 = 2070 > 2015, és
az n(n — 1) szorzat értéke n novelésével né, igy n < 45. Az eddigieket Osszevetve az n
egyetlen lehetséges értéke 45. Ezek szerint az épiilet 1980-ban épiilt, ami azt jelenti, hogy
2015-ben épitésének 35. évforduldjat tinnepli az épiilet.
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R4 lehet-e irni egy kocka nyolc cstucsara a 0,1,2,...,12 szdmok koziil nyolcat tugy, hogy
minden él két végpontjaban a szdmok Osszege oszthaté legyen hdrommal? (Minden szamot
legfeljebb egyszer hasznalhatunk fel.)

Egy lehetséges megoldas:

10— 11

Megjegyzés. Ha valamelyik csticsra 3-mal oszthatd szamot irunk, akkor minden vele
élszomszédos csucson is 3-mal oszthatd szamnak kell allnia: Ha valamelyik cstucsra 3-mal
osztva 1, illetve 2 maradékot add szamot irunk, akkor minden vele élszomszédos csicsra
3-mal osztva 2, illetve 1 maradékot add szamot kell irnunk: Mivel barmely csticstél barmely
csucsig el lehet jutni az éleken 1épdelve, ezért vagy minden csiucsra 3-mal oszthatd szamot
irunk, vagy egyikre sem irunk harommal oszthaté szamot: mivel 0-tél 12-ig 5 db 3-mal oszt-
haté szam van (0, 3, 6, 9, 12), igy a feliratozas harommal oszthaté szamokkal nem végezhetd

el. o

Egy téglalap alakd papirlap két oldala 1 és v/2 egység. A papirlap egyik sarkat behajtjuk
(egyenes hajtaséllel) ugy, hogy a hajtdsél az egyik csicsbdl indul, és a csiicsot nem tartal-
mazd rovidebbik oldalt metszi, valamint a behajtott csics éppen a hosszabb oldalra esik.
Milyen messze van a hajtasél (cstcstdl kiillonboz6) végpontja a legkézelebbi csicstol?

Rajzoljunk abrat a feladat szovege alapjan.

D e
E

V2
Ak 1 B

A hajtds miatt AD = AE = /2. Ekkor ABE egy olyan derékszogii hdromszog, melynek
egyik befogdja 1, atfogsja pedig V2. A Pitagorasz-tétel miatt igy BE = 1. (A négyzet
atléjanak hosszara is hivatkozhatunk.) fgy ABE egyenlo6 szaru is egyben, ami azt jelenti,
hogy az E-nél 1év6 szoge 45°-0s. Masrészt a hajtds miatt az AEF< derékszog, s igy a
FEC< szintén 45°-0s, azaz az F'EC' haromszog egyenlo szard derékszogli haromszog. C'E =
BC — BE = /2 — 1. A fentiekbél kovetkezik, hogy CF = CE = /2 — 1, vagyis a feladat
kérdésére a vdlasz V2 — 1.




XLIV. verseny 2014-2015.

Megoldasok

d.

Egy a, sorozat tagjairdl tudjuk, hogy minden pozitiv egész n esetén
A2p = Qp és Aop+1 = Qp 1 a1,

tovabba a1000 — 6. Mennyi a9015 értéke?

Els6 megoldas. Nézziik meg, mit derithetiink ki abbdl, hogy ajgg0 = 6:
6 = ai000 = G500 = Q250 = Q125 = Qg2 + a1 = az1 + a1 = a5+ 2a; = a7 +3a; = az +4a; = 6ay,

vagyis a; = 1.

Ezt felhasznalva:

a2015 = Q1007 + a1 = as03 + 201 = ags1 + a1 = ai25 + 4a; = a0 + 4a; = 10a; = 10,

azZazZ 015 értéke 10.

Masodik megoldas. Vegyiik észre, hogy ha b,, azt jeloli, hogy hany egyes van az n szam kettes
szamrendszerbeli alakjaban, akkor b, is teljesiti a feladatban szerepl6 feltételt: b, = b, és
bont1 = b, +b1. Vegylik észre azt is, hogy b1ggg = 6. Mivel a sorozat 1000. tagja és a képzési
szabaly egyértelmiien meghatarozza a sorozat minden tagjat, ezért aigoo = bigoo alapjan
an = bp. Igy asprs = baors = 10 (hiszen 2015=1024+512+256+128+64+16+8+4+42+1).
Megjegyzés. A fenti masodik megoldas akkor lenne teljesen pontos, ha bebizonyitanank,
hogy a képzési szabalyt kielégitd sorozatok egy konstans szorzé erejéig egyértelmiiek. o
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Egy hdromjegyl szam kozépsé szamjegyét elhagyva egy kétjegyli szamot kaptunk. A két
szam Osszege 816. Mi lehet ez a két szam?

A haromjegyil szdm elsé szamjegye 7. 6 kevés lenne, mert igy az Osszeg legfeljebb
699 + 69 = 768 lenne, 8 pedig sok, mert igy az 6sszeg legalabb 800 + 80 = 880 lenne. Az
Osszeg 6-ra végzodik és ez két egyforma szamjegy Osszege, ezért csak itt 3 + 3 = 6, vagy
8 + 8 = 16 lehetséges. Ezért az utolsé szamjegy 3 vagy 8. Ha az utolso szamjegy 3, akkor
a kétjegyl szam 73, igy 816 — 73 = 743 a haromjegyli. Ha az utolsé szamjegy 8, akkor a
kétjegyli szam 78, igy 816 — 78 = 738 a haromjegyti.

Egy 14 cm oldali négyzet két atellenes sarkdba beillesztettiink egy-egy kisebb négyzetet
ugy, hogy két szomszédos oldaluk illeszkedik a nagy négyzet oldalaira.

14 cm

14 cm

A kis négyzetek koziil a nagyobb teriilete a kisebb tertiletének 4-szerese. A két kis
négyzetnek keletkezett kozos része, ennek teriilete 1 cm?.  Mekkora a nagy négyzetnek
a kicsik dltal le nem fedett teriilete?

Els6 megoldas. Jelolje x a legkisebb négyzet oldalat. Mivel a masik négyzet tertilete 4-szerese
a kicsinek, ezért az oldala 2-szerese, azaz 2x. A kozos rész 1 cm? teriiletii négyzet, {gy ennek
oldala 1 cm-es. A legnagyobb négyzet oldaldt megkapjuk a kisebbekbdl: 14 = = + 2x — 1.
Ebbél a kisebb négyzetek oldala 5 cm és 10 cm. (*) A kisebb négyzetek teriilete 25 cm?, és
100 cm?. A két négyzet teriilete egyiitt 25+100-1 = 124 cm? (a kozos rész levondsaval). A
kimaradd teriilet ezért 14 - 14 — 124 = 196 — 124 = 72 cm?.

Maésodik megoldds.  (*)-t6l folytatva: A nem szinezett részek egyforma (egybevéigo)
téglalapok. A rovidebb oldal hossza 14 — 10 = 4 cm, a hosszabbiké 14 — 5 = 9 cm. A
2 téglalap egyiittes teriilete ezért 2-4 -9 = 72 cm?. o

Belenéztiink a tanarok tolltartéiba, és a kovetkezot figyeltiik meg: mindegyikben tollak
és ceruzak voltak, tollbdl is, és ceruzabdl is legalabb egy. Minden darab fekete vagy piros
szind, és minden tolltartéban van mindkét szinbdl. Igaz-e, hogy mindegyik tolltartéban van
két olyan iréeszkoz, amelyik szinben is, fajtaban is kiilonbozik?

Elsé megoldds. Vilasszunk egy tollat és egy ceruzat (van mindkettd). A pont azért az
otletért jar, hogy két kiilonbozé fajtat valaszt. Ez lehet két kiilonboz6 szin is, a gondolat-
menet nyilvan ugyanez lesz a szinek, illetve a formak szerepcseréjével.

Ha ezek kiilonboz6 szintiek, akkor készen vagyunk. Ha viszont egyformak, akkor van a
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tolltartoban a masik szinbol is egy irdeszkoz. Ha ez toll, akkor az elébbi ceruzaval, ha
ceruza, akkor az elébbi tollal alkotnak megfelel6 part. Ugyanezt mondhatjuk barmelyik
tolltartordl. A valasz tehat igen.

Masodik megoldds. Vegyiink a tolltartobol egy ceruzét (van benne). Ez piros vagy fekete.
Legyen piros. (Feketével ugyanigy megy.)

Ha van fekete toll, készen vagyunk. Ha nincs, akkor minden toll piros, ezért a ceruzak kozt
kell lennie feketének, mert van fekete is a tolltartéoban. Ugyanezt mondhatjuk barmelyik toll-
tartorél. A véalasz tehat igen. Megjegyzés. Nyilvan ennél a gondolatmenetnél is felcserélheto
a szinek és formak szerepe. o

4. Egy hatszog csicsaiba az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamokat irjuk, mindet pontosan egy csticsba.
Hanyféleképpen tehetjiik ezt meg gy, hogy minden cstcsba irt szamra igaz, hogy vagy
mindkét szomszédja nagyobb nala, vagy mindketto kisebb?

Els6 megoldas. Betlizziik meg az 1-estol koriiljarva a mezoket: 1,a,0b,c,d,e.

1 és 2 nem lehetnek szomszédok, mert 2-nél csak az 1 kisebb. A 2-t ezért csak két
helyre tehetjiik, az 1-gyel szembe (c), vagy az 1 mdasodszomszédjanak (b, vagy d, de ez
mindegy, mert tiikrosek az 1-c atléra - a titkroseket kés6bb szamoljuk). 1. eset: b = 2
(mésodszomszéd) Most d szomszédai csak d-nél nagyobbak lehetnek, mert az egyiknek az
1, a masiknak a 2 a d-t6l kiilonboz6 szomszédja. fgy d =3 vagy d =4. Ha d = 3, akkor a
masik 3 mezdre a 4,5,6 szamok minden lehetséges elhelyezése megfelel a feltételnek. Ilyen
elhelyezés 3 -2 -1 = 6 van (nem elvaras, hogy szorzassal szamoljon, felsorolhat, rendezhet).
Ha d = 4, akkor mellé mar csak az 5,6 keriilhet, ezeket 2-féleképpen tehetjiik le. II.
eset: ¢ =2 fgy a szomszédos b és a mezdknek van kisebb szomszédja, tehat mindkettének
kisebbnek kéne lenni a masiknal, ami lehetetlen. Itt tehat nincs megoldas. Ez Osszesen 8
lehet6ség, valamint ezek szimmetrikus parjai: 8 - 2 = 16 kitoltés.

Masodik megoldas. Az 1-estol korbehaladva egy kisebbet egy nagyobb, majd azt egy az
el6zonél kisebb szam koveti és igy tovabb. Azaz az elrendezés olyan, hogy ,,Nagy”, ,,Kicsi”,
,Nagy”, | Kicsi”, ,Nagy”, , Kicsi”. Az 1 és a 2 csak ,Kicsi” lehet, mert nincs 2 darab
kisebb szam naluk, az 5 és a 6 pedig csak ,,Nagy” lehet hasonlé okbdl. A 3 lehet , Kicsi”
vagy ,,Nagy”: L. eset: a 3 ,,Kicsi”. Az 1 rogzitett, a 2 és a 3 kétféleképpen helyezheto el.
Ehhez a 4, 5, 6 szamokat a maradék 3 helyre 3 -2 -1 = 6 féleképpen helyezhetjiik el. Ez
Osszesen 2 -6 = 12 elhelyezés. Il.eset: a 3 ,,Nagy”. Ekkor a 3 csak az 1 és a 2 kozé keriilhet,
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mert csak ezek kisebbek néla, tehat a 3 az 1 szomszédja - ami kétféleképp lehetséges. A
fennmaradé 3 hely szomszédos, itt a 4 kertl kozépre, és az 5 és 6 helyet cserélhet. Itt tehat
2.2 =4 tjabb lehetdségiink van. Osszesen 12+4=16. o

5. Adott 5 pozitiv egész szam, amelyeknek felhasznalasdval az Gsszes lehetséges 3-tagu Gssze-
get elkészitettiik. Igy ezeket a szamokat kaptuk:

10,14, 15,16, 17, 18, 20, 21, 24, 25.

Mi lehetett az eredeti 5 szam?

Els6 megoldas. Ha osszeadjuk a szamokat, akkor a keresett szamok osszegének 6-szorosat
kapjuk, mivel minden szam 6 6sszegben szerepel. fgy az eredeti szamok Osszege 180 : 6 = 30.
Ezért ha az 5 szdm kozill haromnak az osszegét tudjuk, akkor tudjuk a maésik 2 szam
Osszegét, hiszen a 30-bol csak ki kell vonnunk az eredeti haromtagi Osszeget. Ezek szerint
az b szam koziil barmelyik 2-nek az 6sszege rendre: 20, 16, 15,14, 13,12,10,9, 6, 5. Lathato,
hogy 4 paratlan szamot kaptunk a kéttagi osszegek kozott. Ez csakis abban az esetben
lehetséges, ha az eredeti szamok koziil 1 paros, a tobbi 4 pedig paratlan. Mivel az az
egy szerepel abban a négy darab Osszegben, aminek az értéke paratlan, csak ezzel a négy
osszeggel kell foglalkoznunk (15,13,9,5). Ha ezeket Osszeadjuk (42), akkor ebben az
Osszegben 4-szer szerepel a paros szamunk, és minden paratlan pontosan egyszer. Vagyis
minden szam szerepel benne egyszer, és még a paros szamunk pluszban haromszor. Mivel a
szdmok Osszegét mar ismerjiik (30), {gy a paros szdmunk 42 — 30 = 12-nek a harmada, azaz
4. Mivel a 4-nek a tobbivel alkotott Gsszegei rendre a kordbbiak értelmében 15,13,9,5, igy
a tobbi szam azonnal addédik: 11,9,5,1. Ezt konnyen le is ellenérizhetjiik.

Masodik megoldas. A hat szam Osszege 30 (1d. elsé megoldas). Novekvé széamsorrendben
jeloljiik a szamokat: a,b,c,d, e.

A legnagyobb 0sszeg a harom legnagyobb szam Gsszege, a legkisebb pedig a harom legkisebbé.
Mivel e két oOsszegben csak a kozépso szam kozos, ezeket Osszeadva kétszer szamoljuk a
kozépsot. Ha tehat levonjuk az 5 szam osszegét, megkapjuk a kozépso szamot: 104+25—30 =
5. A kozépsO szam tehat 5, azaz ¢ = 5. a + b+ ¢ = 10 miatt a + b = 5, innen a két , kicsi”
szam lehet 1 és 4, vagy 2 és 3. Haa = 2 és b = 3, akkor d + e = 30 — 10 = 20 miatt
d+ e+ b= 23, ami nem szerepel az 6sszegek kozott, ez tehat nem ad megoldast. A masik
eset a = 1ésb=4. A d+ e = 20 miatt most d és e lehetnek (6;14), (7;13),8;12) vagy
(9;11). Ezek koziil az els6 kettével nem &ll el6 a 18 6sszegként, a harmadikkal pedig a 17.
A (9;11) péros jo, a szamok tehat: 1,4,5,9,11.
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Anna és Andras hosszu ideje arrdl almodozik, hogy kapnak egy-egy 24 6ras beosztasu

mutatos Orat.

Tibi bacsi, az ismer6s orasmester meglepi Oket egy-egy ilyen oraval. Anna érdja kétszer
olyan gyorsan jar, mint ahogy kellene, de szerencsére a megfelel6 iranyban. A masik
tokéletes tempdban jar, viszont visszafelé. 13:00-kor mindkét éra a pontos idét mutatja.
Mikor mutatjék legkozelebb ugyanazt az idét?

Amikor legkozelebb ugyanazt az idét mutatjak, addigra a két kismutatd egyiitt egy teljes
kort tesz meg, azaz 24 6rat jar be. Anna érdja a megfeleld iranyban kétszer annyit tesz
meg, mint amennyit Andras o6raja a helytelen iranyban. Ez azt jelenti, hogy Anna éréjanak
kismutatdja kétszer annyi orat jar be, mint Andrasé. Azaz a 24 6rat harom egyenld részre
kell felosztanunk, ebbdl két rész a gyorsabb o6raé. Ezért 16 éra a gyorsabbé és 8 dra a
lassabbé. Anna ordja tehat 16 6rat halad a rendes iranyba, Andrasé pedig az ellenkezo
irdnyba 8 érat. (Mivel 13 6ratdl indultak el, igy 13-8=5 6rdnédl taldlkoznak.) Tehét 8 ora
telik el a legkozelebbi talalkozésig, igy ekkor a pontos id6: 21.00. o

Négy otodikes didk a matekszakkoron a kovetkezo feladvannyal lepte meg a tobbieket:
tegnap megmértilk mind a négyiink sulyat. Minden mérés utan kiszamitottuk az addigi
mérések atlagat, és azt tapasztaltuk, hogy minden mérés utan az atlag 1-gyel nétt. Mennyi-
vel nehezebb koziiliink a legnehezebb a legkénnyebbnél? (Egy szam &atlaga sajat maga, két
szam atlaga a két szam Osszegének fele, hdrom szam &atlaga a harom szam osszegének har-
mada, négy szam atlaga pedig a négy szam Osszegének negyede.)

Elsé megoldas. Az vilagos, hogy a gyerekek nehezed6 sorrendben mérték meg magukat,
hiszen az atlaguk csak igy ndéhet. Legyenek a gyerekek fiktiv modon elnevezve nehezedo
sorrendben: A, B,C, D. Az els6é mérés utan az atlag A tomegével egyezik meg. A masodik
mérés utan az atlag gy tud 1 kg-mal néni, ha B tomege 1 kg-mal tobb az 1j atlagnal, azaz
2 kg-mal tébb A-nal. Jon a harmadik gyerek, akinek a megmérése utan az atlag ismét 1
kg-mal tobb lesz, azaz éppen B tomegével lesz egyenld. Mivel ekkor 2 kg-mal tobb az atlag
A tomegénél, B tomegével egyenld, igy C éppen 2 kg-mal nehezebb, mint az atlag, azaz 4
kg-mal nehezebb A-nal, és 2 kg-mal B-nél. Az utolsé mérés utan az atlag ismételten né 1
kg-mal, azaz A tomegénél 3 kg-mal, B tomegénél 1 kg-mal lesz tobb, C tomegénél pedig 1
kg-mal lesz kevesebb. fgy D tomege 3 kg-mal tobb C-nél, ami azt jelenti, hogy A-nél, azaz
a legkonnyebbnél a D 6 kg-mal nehezebb.
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Maésodik megoldéds. Csak gy novekedhet az atlag, ha nehezedd sorrendben mérték meg a
tomegiiket. Ha az emberek tomegének mérdszamait egyszerre ugyanannyival csokkentjik
vagy noveljik, akkor az atlag is ugyanezzel az értékkel csokken vagy nd. Tehat akarmilyen
tomegértéket adhatunk a legkonnyebb gyereknek, a tobbiek rendre ugyanannyival lesznek
nehezebbek a konnyebbeknél. Legyen ez a tomegérték az egyszertiség kedvéért 0. Ezutan
konnyt szamolassal jonnek a tobbi értékek: 2, 4, 6. Tehat a legnehezebb 6 kiléval nehezebb
a legkonnyebbnél. o

Peti egy 4 x 4-es tablazatot kitoltott szamokkal. Elarulta, hogy egy szam jobb oldali szom-

szédja mindig ugyanannyival nagyobb az eredetinél, de nem mondta meg, hogy mennyivel.
Azt is elmondta, hogy egy szam alsé szomszédja mindig ugyanannyival nagyobb az erede-
tinél, de itt sem drulta el, hogy mennyivel. Az 1. sor 1. mezdjébe (bal fels6 sarok) 7, a 3.
sor 4. mez6jébe 33, a 4. sor 2. mezojébe 32 keriilt. Milyen szamokat irt Peti a tablazat
tobbi mezd6jébe?

Elsé megoldas. A jobbra 1épés novekedése legyen J, a lefelé pedig L. A jobb als6 mezére
lépjink a 32-bdl és a 33-bdl: 32 4+ 2J = 33 + L, azaz L = 2J — 1. Most a 7-bol jussunk el a
32-be: 32 =7T+J4+3L=7+J+6J—3=7J+4, ahonnan J = 4 adddik, onnan pedig
L =17. A tablazat igy:

7111 115]19
14 118 | 22 | 26
2112512933
28 | 32 | 36 | 40

Masodik megoldds. A 32-r6l a 33-ra 16lépésben jutunk (2 jobbra, 1 felfelé). Ezt a 1épést
alkalmazva minden esetben ugyanannyival valtozik az Osszeg,

7 35
34

33

32

ezért ilyen 1épésekkel haladva a 32, 33, 34, 35 szdmokra 1éplink, ezzel az els6 sorba jutottunk.
A 35 a 32-t0l a 3. 1épés, tehat jobbra 3-2 = 6 mezot haladtunk. a 7-t6l pedig 7-et. Emiatt a
jobbra 1épés értéke +4. Ebbdl a lefelé 1épés értéke +7. Ezekkel az értékekkel szamolva 7-rél
a 33-ra is eljutunk, és kapjuk a fenti tablazatot. o

Egy vonalzordl lekopott a jelek egy része, mindossze 6t darab, egész centimétert jelold
beosztas maradt meg: ezek novekvo sorrendben 0, a, b, ¢ és d centimétert jelolnek. Ennek
ellenére a vonalzéval 1-t6l d-ig barmilyen egész centiméteres tavolsagot kozvetleniil le tu-
dunk mérni. (Egy tévolsdgot akkor tudunk kozvetleniil lemérni, ha van a vonalzénak két
beosztésa, amelyek téavolsdga éppen ekkora.) Tudjuk, hogy az utolsé beosztdsnak, d-nek
az értéke 6-nal nagyobb. Készits ilyen vonalzékat minél t&bb kiilonb6z6 d értékkel! (Nem
kell indokolni, hogy az altalad megadottndl tobbféle d érték nem lehetséges. Azt viszont
indokolni kell, hogy az &ltalad megadott vonalzé megfelel a feltételeknek.)

A d = T-re egy lehetséges konstrukcio: a =1,b=2,c=4ésd="T. Mérések: 1-et a0 és a
kozott, 2-t a 0 és b kozott, 3-at a és ¢ kozott, 4-et 0 és ¢ kozott, 5-0t b és d kozott, 6-ot a
és d kozott, végil T-et 0 és d kozott. A d = 8-re egy lehetséges konstrukcio: a = 1, b = 4,
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c=6ésd=8. Mérések: 1-et a 0 és a kozott, 2-t a b és ¢ kozott, 3-at a és b kozott, 4-et 0 és
b kozott, 5-0t a és ¢ kozott, 6-ot 0 és ¢ kozott, T-et a és d kozott, végiil 8-at 0 és d kozott.
A d =9 a lehetséges maximum, ez elérheté az a =1, b =4, ¢ =7 és d = 9 beosztasokkal.
Meérések: 1-et a 0 és a kozott, 2-t a ¢ és d kozott, 3-at a és b kozott, 4-et 0 és b kozott, 5-6t
b és d kozott, 6-ot a és ¢ kozott, 7-et 0 és ¢ kozott, 8-at a és d kozott, végiil 9-et 0 és 9
kozott.

1. Belenéztiink a tanarok tolltartdiba, és a kovetkezot figyeltiik meg: mindegyikben tollak
voltak és ceruzak, tollbdl is, és ceruzabdl is legalabb egy. Minden darab fekete vagy piros
szint, és minden tolltartéban van mindkét szinbol. Igaz-e, hogy mindegyik tolltartéban van
két olyan iréeszkoz, amelyik szinben is, fajtaban is kiilonbozik?

Elsé megoldds. Valasszunk egy tollat és egy ceruzat (van mindkett). A pont azért az
otletért jar, hogy két kiilonbozo6 fajtat valaszt. Ez lehet két kiilonbozo szin is, a gondolat-
menet nyilvan ugyanez lesz a szinek, ill. formak szerepcseréjével.

Ha ezek kiilonbozo szintiek, akkor készen vagyunk. Ha viszont egyformak, akkor van a
tolltartoban a masik szinbol is egy irdeszkoz. Ha ez toll, akkor az elébbi ceruzaval, ha
ceruza, akkor az el6bbi tollal alkotnak megfelelé part. Ugyanezt mondhatjuk barmelyik
tolltartérol. A véalasz tehat igen.

Masodik megoldds. Vegyiink a tolltartébdl egy ceruzat (van benne). Ez piros vagy fekete.
Legyen piros. (Feketével ugyanigy megy.)

Ha van fekete toll, készen vagyunk. Ha nincs, akkor minden toll piros, ezért a ceruzak kozt
kell lennie feketének, mert van fekete is a tolltartéban. Ugyanezt mondhatjuk barmelyik
tolltartérol. A valasz tehat igen. Nyilvan ennél a gondolatmenetnél is felcserélheté a szinek
és formak szerepe. o

2. Egy taxis cég konnyen megjegyezhetd telefonszamot szeretne, ezért gy dontenek, hogy
legfeljebb kétféle szamjegyet fognak hasznalni. Az kotelezo érvényt, hogy egy taxitarsasig
telefonszama csak 3-assal kezdddhet, és csakis 6-jegytli lehet. Hany kiilonbozé lehetdséghdl
valaszthatnak?

Els6 megoldas. Legyen x a masik szamjegy, feltéve hogy nem csupa 3-asbdl all a szam. Az
elso jegy kotelezden 3. Ha rogzitjik a mésik lehetséges szamjegyet, akkor a kovetkezo 5 jegy
mindegyike 3 vagy x (# 3) lehet. Ez 2-2-2-2-2 = 25 = 32 lehet6ség. (*) A csupa hdrmas
szamjegyet tartalmazot kiilon vessziik, igy marad 31 olyan eset, amikor 3 és x is szerepel.
Mivel z értéke lehet 0,1,2,4,5,6,7,8,9, ami 9 lehetéség, ezért Osszesen 9 - 31 + 1 = 280
lehet6ség koziil valaszthat a tarsasag.

Masodik megoldds. (*)-t6l folytatva: A masik szdmjegy 9-féle lehet, ami 9 - 32 lehet&ség.
Ekkor azonban a csupa harmast minden szamjegynél megszamoltuk, pedig csak egyszer
akartuk. Vagyis 8-cal tobbszor szamoltuk, mint akartuk. Ezért osszesen 9 - 32 — 8 = 280
lehetOség van a telefonszam megvalasztasara.
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Harmadik megoldas. Csoportositsuk a lehetséges telefonszamokat aszerint, hogy hanyadik
helyen fordul el6 el6szor a nem 3-as szamjegy. Az els6 helyen 9 lehetoség koziil valaszthatunk,
hiszen barmely nem 3-as szamjegy lehet az els6. Az ezt kovetd helyeken mindig két
valasztasunk lesz, hiszen vagy 3-at vagy a valasztott egyéb szdmjegyet hasznalhatjuk. Ha
a masodik szdmjegy lesz 3-astdl kiilonbozd, akkor 9 - 2% = 144 eset van, ha a harmadik,
akkor 9 - 23 = 72 eset. Ha a negyedik szdmjegy lesz 3-astdl kiilonbozd, akkor 9 - 22 = 36
eset van, ha az 6todik, akkor 9 - 2 = 18 eset, ha pedig csak az utolsé szamjegy mas, akkor
9. 1 esetben pedig nem lesz més szamjegy csak a 3-as, amikor a 333333 a telefonszam. Ez
osszesen: 144 + 72 4+ 36 + 18 + 9 + 1 = 280 lehetdség koziil valaszthat a tarsasag.

Negyedik megoldas. Szamoljuk meg a telefonszdmokat annak alapjan, hogy hény 3-astél
kiilonbozo jegyet tartalmaz. Egyedil a 333333 olyan, amiben nincs mas szamjegy. Ha
egyetlen 3-astol kiilonb6z6 szamjegy van, akkor az 5 helyen lehet (az elsé szdmjegy biztosan
3-as), a szamjegy lehet 9 féle, igy Osszesen 45 ilyen szdm van. Ha kettd 3-astdl kiillonb6z6
van, akkor az egyik ilyen jegy 5 helyen lehet, a masik 4 helyen, ami 5 - 4 lehetdség, de
igy mindent kétszer szamoltunk, hiszen a vélasztas sorrendje nem szamit. A két 3-astol
kiilonbozo6 szamjegy tehat 10 helyen lehet, a szamjegy pedig 9 féle, igy Gsszesen 90 ilyen szam
van. Ha harom 3-astél kiillonb6z6 jegy van, akkor pontosan két 3-as van az elsé szamjegyet
leszamitva, ez a két harmas ugyantugy 10 helyen lehet, a méasik szamjegy pedig tovabbbra is
9 féle lehet, igy ilyen szambdl is 90 van. Ugyanez a helyzet, ha négy 3-astdl kiilonb6z6 van,
ilyenbdl tehat 45 van, és 9 olyan szdm van, amikor az mind az 6t szamjegy 3-astél kiillonbozo.
Ez 6sszesen 1+ 45 + 90 + 90 + 45 + 9 = 280. (4)

Az
1+ 2!+ 3!+ ... + 49!

szdmnak mi a tizes szamrendszerbeli utols6 két szamjegye? (Aholn! =1-2-3-...-(n—1)-n.)

Az Osszeg utolsd két szamjegyét egyértelmiien meghatarozza az Osszeadanddk utolsd két
szamjegye. A 10!-t6]l kezdve minden faktoridlis oszthaté 100-zal (2, 5 és 10 szerepel a
szorzatban), igy utolso két szamjegyiik 00. Ezért elég az 1!+ 2! 4 ... + 9! &sszeget vizsgalni.
Az Osszeadanddk utolsé két szamjegye: 1! = 1, 2! = 2, 3! = 6, 41 = 24, 5! = ...20,
6! =...20, 7' = ...40, 8! = ...20, 9! = ...80. Ezek Osszege ...13-ra végzodik. fgy az
eredeti szam utolsé két szamjegye is 13.

Egy tablan mindig egyetlen szam lathato, kezdetben ez a szam az 1. Egy 1épésben a tablan
1év6 szamot novelhetjiik 1-gyel, vagy a reciprokat vehetjik. Mutasd meg, hogy elérhet6 a
fenti 1épések alkalmazasaval, hogy a tédblan a 7/2015 legyen lathato.

Elsé megoldds. Gondolkodjunk visszafelé! A 7/2015 eléallitashoz elég a @ = 287$—et
eléallitani. Ezt megkaphatjuk az 1-gyel novelés ismételt alkalmazasaval a g—b(')'l. Ez
utébbihoz elég a % = 1%—0t eloallitani. Ezt pedig megkaphatjuk 1-gyel noveléssel az %—bél.
Az 1-et 5-szor megndvelve, majd a reciprokat véve megkapjuk az %—ot, tehat elérhetd, hogy
a 7/2015 legyen a tablan.

Masodik megoldas. Az 1-gyel novelés ismételt alkalmazasaval az Osszes n pozitiv egész szam
el6allithat6. A reciprok segitségével igy barmely 1/n alaki szém is felirhaté. Az 1/2-r6l
vagy az 1-rél indulva 1-gyel valé novelés segitségével el6all az n/2 alaki szamok. Reciprokot
véve igy a 2/n alaki szamokat is felirhatjuk a tdblara. Az 1/3,2/3, 1 szdmok valamelyikérol
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indulva 1-gyel noveléssel megkaphaté az Osszes n/3 alaki szam. Reciprokvétellel pedig
ezekbdl a 3/n alakiak is. Az eljarast folytatva sorra megkapjuk az n/4, 4/n, n/5, 5/n, n/6,
6/n, ... alaki szdmokat. Igy a 7/n alaki szamokhoz érve megkapjuk a 7/2015-6t is. o

124 fekete és 1 piros kis kockabol hany kiilonbozé 5 x 5 x 5-6s kocka épithetd, ha csak a
nagy kocka felszine alapjan tudjuk megkiilonboztetni a kockakat, és a forgatassal egymasba
vihetoket nem tekintjiik kiillonbozonek?

Ha kocka cstcsanal van piros kis kocka, akkor ez Osszesen egyféleképpen lehetséges, mert a
kiilonboz6 csicsok egymasba forgathatok. Ha a kocka élén van piros kis kocka, de nem a
csucsnal, akkor az osszesen kétféleképpen lehetséges. Vagy az él kozépso kis kockaja piros,
vagy pedig a cstics melletti. Ezek kiilon-kiilon mind egymaésba forgathatok. Ha egy lap
bels6 részén van piros kis kocka, akkor az haromféleképpen lehetséges. 1) A lap kozepén. 2)
A lap kozépsé kis kockdja és a csiicsndl 16v6 kis kocka kozott. 3) A lap kozépso kis kockéja
és az egyik él kozépso kis kockaja kozott. Elképzelheto, hogy a kocka belsejében van a
piros, vagyis a feliilet teljesen fekete. Ez 1 eset. Osszesen tehdt 142+ 3+ 1 = 7 kiilonbozd
kinézetli kocka képzelhet el. o

6. osztaly, 2. nap

1.

Orszagos dont6

2

Felirtuk a tablara az 1,3, 1 1 . L iz szamokat, majd kozéjiik a ,,+7 és ,,-”7 miiveleti

) 5 5 120374 110 1
jeleket tettiik kedviink szerint.

Lehet-e az eredmény 07

Hozzuk kozos nevezdre az osszeget. A kozos nevezd 2°-32-5-7-11 lesz. Az z-nak megfeleld
tag szamlaléja paratlan lesz, hiszen a kozos nevezd nem oszthatd 8-nél nagyobb ketto-
hatvannyal. A tobbi tag szamldldja viszont péros lesz, hiszen nincs mas 8-cal oszthato
nevez6. A szamlalok kozott tehat pontosan egy péaratlan szam szerepel, ami azt jelenti,
hogy a szamlal6 biztosan paratlan. fgy nem lehet 0, ezért az egész Osszeg sem lehet 0. o

Egy n oldali sokszogrél tudjuk, hogy barmely két szomszédos oldala merdleges egymasra,
és oldalainak hossza 1,2,...,n egység (nem feltétlentil ebben a sorrendben). Mennyi az n
lehetséges legkisebb értéke?

Az n értéke csak péros lehet, hiszen felvaltva lesznek |, fiiggéleges” és ,,vizszintes” oldalai.
Arra is sziikséglink van még, hogy az 1,2,...,n szdmokat két egyenld elemszamu részre
lehessen osztani ugy, hogy a részek mindegyike két egyenld 0Osszegli csoportra oszthato.
Ez sziikséges feltétel, hiszen a két nagy csoportot a ,,fliggoleges” és a ,,vizszintes” oldalak
adjak, és mar megallapitottuk, hogy a ,,vizszintes” és , fiiggoleges” oldalak szdama egyenlo.
Kell azonban az is, hogy a ,vizszintes” oldalakon beliil a ,balra” halad6 oldalak (egy
kijelolt kortiljards szerint) ugyanolyan &sszhosszt adjanak, mint a ,,jobbra” haladék. Ennek
az az oka, hogy a sokszognek zarédnia kell. (Ugyanez igaz a ,,fiiggélegeseknél” a | felfelé”
és , lefelé” haladé oldalakra.) Ez utébbi miatt az is sziikséges, hogy az 1 +2+3 4 ---+n
Osszeg paros legyen. Nézziik a paros n-eket. Az n = 4 nem j6, mert bar az Osszeg 10, de
nem lehet egyenlo Osszegekre bontani a két nagy csoportot, hiszen azokban csak egy-egy
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3.

szam szerepelhetne. Az n = 6 esetén az 1 + 2 + --- 4 6 Osszeg paratlan. Az n = 8 teljesit
minden feltételt, és tobb ilyen sokszog is létezik. Egy lehetséges konstrukcioé az alabbi:

3

1 6

4

o

Egy szammisztikaval foglalkozo klub tagjai az 1,2, 3, ..., 11 szdmok kozil némelyik szamot
szerencsésnek, a tobbit szerencsétlennek nevezik. A kovetkezoket arultak el a szamaikrol:

e Ha egy szam szerencsés, akkor az 0t osszegben 12-re kiegészito szam is szerencsés.
e Ha egy szam szerencsés, akkor az osztoi is szerencsés szamok.
e Van paros szerencsés szam.
e A szerencsétlen szamok szama is szerencsétlen szam.
Hatarozd meg, hogy melyek a szerencsés szamok!

Mivel van paros szerencsés szam, ennek osztéja az 1 és a 2, igy ezek mindenképp szerencsés
szamok. Ebbdl kovetkezoen a 12 — 2 = 10 és a 12 — 1 = 11 is szerencsés. Mivel 10-nek
osztdja, ezért az 5 is szerencsés, emiatt viszont a 12 — 5 = 7 is az. Ekkor legfeljebb 5 darab
szerencsétlen szam maradt. Mivel az 1, 2, 5 szerencsés szamok, ezért szerencsétlen szambol
csak 3 vagy 4 darab lehet. Ha a 6 szerencsés lenne, akkor emiatt a 3 és emiatt a 9 is az
lenne, vagyis 3-nél kevesebb szerencsétlen szam lenne, ami lehetetlen. fgy a 6 szerencsétlen.
A 4 és a 8, valamint a 3 és a 9 mindenképp egyiitt szerencsések vagy szerencsétlenek. fgy a
szerencsétlen szamok szama csak 3 lehet. Ekkor viszont a 3 (és a 9) szerencsétlenek, tehét
a 4 és a 8 szerencsések. Azaz a szerencsés szamok: 1,2, 4, 5,7, 8, 10, 11. o

Egy vonalzérdl lekopott a beosztdasok jelentés része, csak a 0,a,b, c,d centimétert jelzo
vonalak lathatéak, ahol 0 < a < b < ¢ < d egész szamok. Mekkora az a legnagyobb d érték,
amelyre a vonalzéval 1-t0l d-ig minden egész centiméteres tavolsagot kozvetleniil le tudunk
mérni? Bizonyitsd az allitdsod! (Egy tavolsagot akkor tudunk kézvetleniil lemérni, ha van
a vonalzénak két beosztdsa, amelyek tavolsaga éppen ekkora.)

A kovetkezo6 tavolsdgokat tudjuk mérni:
a,b,c,d,b—a,c—0b,d—c,c—a,d—0b,d— a.

Ez legfeljebb 10 kiilonboz6 érték, tehat d < 10. A d = 10 azt jelentené, hogy a fenti
értékek mind kiilonboznek. Igy a beosztasok kozotti kiilonbségek is mind méasok. Vagyis
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a szomszédos beosztasok kozotti kiilonbségek éppen az 1,2, 3,4 szdmok. Ha ugyanis lenne
kozottiik legaldbb 5, akkor az 0sszegiik legalabb 1 + 2 + 3 + 5 = 11 lenne. Az 1 kiilonbség
nem keriilhet sem a 2, sem a 3 mellé, mert akkor a 3, illetve a 4 kétféleképpen is mérheto
lenne. Vagyis az 1 kiilonbség csak a szélén lehet, mégpedig tgy, hogy a 4 kiilonbség koveti.
Ekkor azonban a 2 és a 3 is egymas mellé keriil, igy az 5 kétféleképpen is mérheto lesz.
(1+44=243=5.) Ad=9elérhetbéaza =1,b=4, c =7 és d =9 beosztasokkal. Mérések:
l-et a 0 és a kozott, 2-t a ¢ és d kozott, 3-at a és b kozott, 4-et 0 és b kozott, 5-6t b és d
kozott, 6-ot a és ¢ kozott, 7-et 0 és ¢ kozott, 8-at a és d kozott, végiil 9-et 0 és 9 kozott. o

1.

Orszagos donto

Az
1M+ 2+ 3!+ ... + 49!

szamnak mi a tizes szamrendszerbeli utolsé két szamjegye? (Aholn! =1-2-3-...-(n—1)-n.)

Az Osszeg utolsd két szamjegyét egyértelmiien meghatarozza az Osszeadanddk utolsd két
szamjegye. A 10!-t6] kezdve minden faktoridlis oszthaté 100-zal (2, 5 és 10 szerepel a
szorzatban), igy utolsé két szdmjegyiik 00. Ezért elég az 1!+ 2! 4 ... + 9! &sszeget vizsgalni.
Az Osszeadanddk utolsé két szamjegye: 1! = 1, 2! = 2, 3! = 6, 4! = 24, 5! = ...20,
6! = ...20, 7' = ...40, 8! = ...20, 9! = ...80. Ezek Osszege ...13-ra végzodik. fgy az
eredeti szam utolso két szamjegye is 13.

Pisti a sikot 100 kiilonboz6 egyenessel felosztotta tartomanyokra, majd beszinezte az
abrajan a sokszogeket. Hény olyan tartomany johetett létre, amelyet Pisti nem szinezett
be? Mutass példat minden lehetOségre, és bizonyitsd, hogy mas nem lehet a nem szinezett
tartomanyok szama.

Els6 megoldas. Ha az Osszes egyenes parhuzamos egymassal, akkor 101 tartomany ke-
letkezik, amelyek egyike sem sokszog. Ha 99 parhuzamos egyeneshez tesziink 1 metszo
egyenest, akkor 200 tartomany keletkezik, amelyek egyike sem sokszog. Megmutatjuk,
hogy mas lehetdség nincs a nem sokszog alaki részek szamara. Mivel a csupa parhuzamos
esetét mar vizsgaltuk, tegyiik fel, hogy van az egyenesek kozott két metszo. Belatjuk, hogy
a keletkez6 tartomanyok koziil pontosan 200 nem sokszog. Minden egyenesen keletkezik
metszéspont, hiszen ha valamelyiken nem lenne, az azt jelentené, hogy az Osszes tobbi
egyenes vele parhuzamos. Emiatt barmelyik egyenest a metszéspontok két félegyenesre, és
koztiik néhany (esetleg 0) szakaszra vagnak szét. fgy osszesen 200 félegyenes keletkezik. A
nem sokszog alaku tartomanyok éppen azok, amelynek hatarolé alakzatai kozott félegyenes
is talalhaté, méghozza pontosan ketté. Minden félegyenes pontosan két (nem sokszog)
tartomanyt hatarol. Igy a nem sokszog alaki tartomanyok szdma megegyezik a félegyenesek
szamaval, vagyis 200-zal.

Masodik megoldas. Tegyiik fel, hogy vannak az egyenesek kozott metszok. Ekkor barmely
egyenesen van metszéspont, hiszen ha az egyiken nem lenne, akkor az Osszes egyenes
parhuzamos lenne vele. Vegyiink egy olyan kort, amely a belsejében tartalmazza az egye-
nesek Osszes metszéspontjat. A korvonal minden olyan tartomanyba belemetsz, ami nem
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sokszog, és csakis azokba (hiszen a sokszogek a belsejében vannak). A kort mindegyik egye-
nes két pontban metszi, igy rajta 200 koriv keletkezik. Egy ilyen koriv végpontjai vagy
egy egyenesen vannak, vagy két metszo egyenesre illeszkednek, vagy két parhuzamos egye-
nesre illeszkednek. Utobbi esetben van olyan egyenes, ami mindkét parhuzamost metszi.
Mivel metszéspontok csak a kor belsejében lehetnek, az igy adédo egy, két vagy harom
egyenes elvalasztja a korivet az 6sszes tobbi korivtol. fgy barmely két koriv kiillonbozé tar-
tomanyban van, tehat 200 olyan tartomany van, ami nem sokszog. Ha pedig minden egyenes
parhuzamos, akkor 101 tartomany keletkezik, amelyek egyike sem sokszog. Igy 101 vagy 200
ilyen tartomany van.

Egy tablan mindig egyetlen szam lathato, kezdetben ez a szam az 1. Egy 1épésben a tablan
1év6 szamot novelhetjitk 1-gyel, vagy a reciprokat vehetjik. Mutasd meg, hogy elérhet6 a
fenti 1épések alkalmazasaval, hogy a tdblan a 17/2015 legyen lathato.

Elsé megoldéas. Gondolkodjunk visszafelé! A 17/2015 el6éllitashoz elég a % = 118%—et

eloallitani. Ezt megkaphatjuk az 1-gyel novelés ismételt alkalmazasaval a %—b(’ﬁl. Ez
utébbihoz elég a 137 = 1%—613 eloallitani. Ezt pedig megkaphatjuk 1-gyel noveléssel a g—bél.
Ehhez elég a %—ot elééllitani, amely 1-gyel noveléssel kaphaté az é-bo’l. Az l-et T-szer
megnovelve, majd a reciprokat véve megkapjuk az %—ot, tehdt elérhet6, hogy a 17/2015

legyen a tablan.

Masodik megoldas. Az 1-gyel novelés ismételt alkalmazasaval az 0sszes n pozitiv egész szam
el6allithat6. A reciprok segitségével igy barmely 1/n alaki szém is felirhaté. Az 1/2-r6l
vagy az 1-rél indulva 1-gyel valé novelés segitségével el6all az n/2 alakd szamok. Reciprokot
véve igy a 2/n alaki szamokat is felirhatjuk a tablara. Az 1/3, 2/3, 1 szdmok valamelyikérol
indulva 1-gyel noveléssel megkaphaté az Osszes n/3 alaki szdm. Reciprokvétellel pedig
ezekbdl a 3/n alakiak is. Az eljérédst folytatva sorra megkapjuk az n/4, 4/n, n/5, 5/n, n/6,
6/n, ... alaki szamokat. Igy a 17/n alaki szamokhoz érve megkapjuk a 17/2015-6t is. o
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4.

Adott 6 egységsugaru korlap, melyek az alabbi dbra szerint érintik egymast.

00
coe
e

Szerkesztend6 két kiillonbozo egyenes, amelyek mindegyike felezi a 6 korlapbdl allé alakzat
teriiletét. Ird le a szerkesztés menetét. A szerkesztést nem kell végrehajtani, de indokolni
kell, hogy a kapott egyenesek miért felezik az alakzat teriiletét.

Az AD egyenes nyilvanvaléan felezi az alakzat teriiletét. A C'D szakasz, valamint a C' és
D kozéppontu korok kozos pontja legyen P. Ez a pont az emlitett két korbol allé alakzat-
nak szimmetria-kozéppontja. fgy az P-n athalad6 egyenesek felezik ennek a két kornek a
teriiletét. A BE szakasz, valamint a B és F kozéppontu korok kozos pontja legyen Q. Ez a
pont pedig ennek a két korbdl allé alakzatnak szimmetria-kozéppontja. fgy a (Q-n athaladé
egyenesek felezik ennek a két kornek a teriiletét. A PQ egyenes tehat mind a C' és D, mind
a B és E kozéppontu korok teriiletét felezi, és nyilvanvald, hogy az A és F kozépponti
korok az egyenes kiilonb6zo oldaldn vannak, igy a P(Q) egyenes felezi a 6 korbdl allo alakzat
teriiletét.

Els6 megoldas.

Masodik megoldas. Az AD egyenes nyilvanvaléan felezi az alakzat teriiletét. Az AD szakasz,
valamint az A és D kozéppontu korok kozos pontja legyen R. Ez a pont az emlitett két
korbdl 4ll6 alakzatnak szimmetria-kozéppontja. fgy az R-en athaladé egyenesek felezik ennek
a két kornek a teriiletét. Ha olyan egyenest hizunk R-en at, amelynek egyik oldalan lesznek
teljes egészében a B és E, a masikon a C és F' kozéppontu korok, akkor ez az felezi a 6
korbol allo alakzat teriiletét. Egy ilyen egyenes szerkesztése: az AB szakasz segitségével
megkaphaté az A és B kozéppontu korok érintési pontja (G), ugyanigy a DFE szakasszal a
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D és E kozéppont korok érintési pontja (H). A BE félegyenes és az E kozépponti kor B-
t6l tavolabbi metszéspontja legyen I. Az [-bol GH egyenesre allitott merdleges talppontja
legyen J. Ekkor az R.J egyenes nyilvanvaléan megfelelo.

Harmadik megoldas.

Az AD egyenes nyilvanvaléan felezi az alakzat teriiletét. Az DFE szakasz, valamint az D és
E kozéppontu korok kozos pontja legyen H. Ez a pont az emlitett két korbdl allo alakzat-
nak szimmetria-kozéppontja. fgy az H-n athalad6 egyenesek felezik ennek a két kornek a
tertiletét. Ha olyan egyenest hiizunk H-n at, amelynek egyik oldalédn lesznek teljes egészében
a A és B, a masikon a C' és I’ kozéppontu korok, akkor ez az felezi a 6 korbol allé alakzat
teriiletét. Egy ilyen egyenes szerkesztése: az AD szakasz segitségével megkaphaté az A és
D kozépponti korok érintési pontja (R), ugyanigy a BE szakasszal a B és E kozépponti
korok érintési pontja (S), illetve a C'D szakasszal a C' és D kozépponti korok érintési pontja
(P). A P-bél RS egyenesre allitott merdleges talppontja legyen T. Ekkor a HT egyenes
nyilvanvaléan megfeleld.
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d.

Két rablé a kovetkezo médon osztozkodik a zsakményolt aranytallérokon: ,,1 neked, 2
nekem, 3 neked, 4 nekem stb.”, amig az aranytallérokbdl futja. A végén a soron kévetkezo
rabléo megkapja a maradék aranytallérokat. Tudjuk, hogy 1000 aranytallérnédl kevesebb
volt a zsakmanyuk, és azt is, hogy az osztozkodas végén mindkét rablé egyforma szamu
aranytallért kapott. Legfeljebb hany aranytallér lehetett a zsakmany?

Els6 megoldas. Mivel egy lépésparban a masodik rablé mindig 1-gyel tobb tallért kap,
2k szadmu teljes 1épés utdn k-val tobb aranya van. Az utolsé (csonka) lépéspéar innen
kétféleképp adhat egyenloséget: vagy az els6 kap k darabot és ezzel vége, vagy az elso kap
2k + 1-et és a masodik k + 1-et. Az els6 esetben

(2k + 1)2k

1+24+ .. +2k+k= 5

th=2k+ Dk +k=2k(k+1)

a tallérok szama, a masodik esetben pedig

(2k +2)(2k + 1)
2

A 2k(k + 1) alakd szamokbdl 1000 alatt a 2 - 21 - 22 = 924 a legnagyobb, a 2(k + 1)(k + 1)
alakuakbol pedig a 2 - 22 - 22 = 968. Tehat legfeljebb 968 tallér lehetett a zsakmany.

Masodik megoldas. Nevezziik A-nak a rablot, aki 1 aranytallért kap, B-nek a maésikat.
Kétféle modon allhat eld a feladatban leirt helyzet: vagy mindkét rablé n-szer kap arany-
tallért, és A kapja a maradékot, vagy A n-szer, B n — 1-szer kap aranytallért, és B kapja a
maradékot. Az elsé esetben B zsdkmanya 2+4+6+...4+2n = n(n+1) aranytallér. Ez az eset
meg is val6sulhat, mert a maradék, ami A-nak jut, 24+4+6+...4+2n—(1+3+...42n—1) = n,
ami kevesebb, mint 2n + 1. Ekkor a a zsdkmény 2n(n + 1) aranytallér, melynek leg-
nagyobb lehetséges 1000-nél kisebb értéke a 924 (n = 21 esetén). A madsodik eset-
ben A zsdkménya 1 + 3 + ... +2n — 1 = n? aranytallér. A B-nek juté maradék
1434+ ... 4+2n—1—(2+4+ ..+ 2n—2) = n, és ez lehetséges, mert kevesebb, mint
2n. Ekkor a teljes zsdkmdny 2n?, melynek legnagyobb lehetséges 1000-nél kisebb értéke 968
(n = 22 esetén). Tehat a feladat kérdésére a valasz: 968 aranytallér. o

142+ +2k+1+k+1 =

+k+1=(k+1)(2k+1)+k+1=2(k+1)(k+1).
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1. Adott egy kor kertiletén 8 pont, A, B,C, D, E, F,G, H.

H A
G

E D

Hany olyan konvex sokszog 1étezik, amelynek az AD szakasz atldja, csicsai pedig a nyolc
pont koziil kertilnek ki?

Mivel AD a sokszog atléja, ezért mindkét oldalan van legalabb 1 csicsa a sokszognek. A B
és C pontokat tartalmazé ivrol igy 3-féleképpen valaszthatunk (C, D, CD). Az E, F, G, H
pontokat tartalmazé {vrél pedig 2 — 1 = 15-féleképpen (E, F, G, H, EF, EG, EH, FG,
FH, GH, EFG, EFH, EFH, FGH, EFGH). Mivel a két valasztés fiiggetlen, Gsszesen
3 - 15 = 45 ilyen sokszog 1étezik. o

2. Egy szammisztikaval foglalkozé klub tagjai az 1,2, 3, ..., 11 szdmok koziil némelyik szamot
szerencsésnek, a tobbit szerencsétlennek nevezik. A kovetkezoket arultak el a szamaikrol:

e Ha egy szam szerencsés, akkor az 6t Osszegben 12-re kiegészito szam is szerencsés.
e Ha egy szam szerencsés, akkor az osztoi is szerencsés szamok.
e Van paros szerencsés szam.
e A szerencsétlen szamok szdma is szerencsétlen szam.
Hatérozd meg, hogy melyek a szerencsés szamok!

Mivel van paros szerencsés szam, ennek osztéja az 1 és a 2, igy ezek mindenképp szerencsés
szamok. Ebbdl kovetkezéen a 12 — 2 = 10 és a 12 — 1 = 11 is szerencsés. Mivel 10-nek
osztdja, ezért az 5 is szerencsés, emiatt viszont a 12 — 5 = 7 is az. Ekkor legfeljebb 5 darab
szerencsétlen szam maradt. Mivel az 1, 2, 5 szerencsés szamok, ezért szerencsétlen szambol
csak 3 vagy 4 darab lehet. Ha a 6 szerencsés lenne, akkor emiatt a 3 és emiatt a 9 is az
lenne, vagyis 3-nél kevesebb szerencsétlen szam lenne, ami lehetetlen. fgy a 6 szerencsétlen.
A 4 és a 8, valamint a 3 és a 9 mindenképp egylitt szerencsések vagy szerencsétlenek. fgy a
szerencsétlen szdmok szama csak 3 lehet. Ekkor viszont a 3 (és a 9) szerencsétlenek, tehat
a 4 és a 8 szerencsések. Azaz a szerencsés szamok: 1,2, 4,5 7, 8, 10, 11. o




XLIV. verseny 2014-2015.

Megoldasok

3.

Héany négyzetszam van az 1476,14076, 140076, 1400076, 14000076, ... végtelen
szamsorozatban?

A sorozat minden tagja 14-10% 470 + 6 alaki, ezért 7-tel osztva 6-ot ad maradékul. Nézziik
a négyzetszamok 7-es maradékait. A maradékok szorzasi szabdlya alapjan:

n T-es maradéka | n? 7-es maradéka
0 0-0=0
1 1-1=1
2 2-2=4
3 3:3=9—2
4 4.-4=16— 2
5 5.-5=25—4
6 6-6=36—1

Lathato, hogy négyzetszam 7-es maradéka sosem lesz 6, igy a sorozatban nincs négyzetszam.

Az ABCD téglalapban AB = 7 és BC = 4. Az A kozéppontu AB sugaru kor a C'D
oldalt E-ben metszi. A téglalap belsejében 1év6 BFE koriv felez6pontja F. Az F pontbdl
AB-re, illetve AD-re éllitott merdlegesek talppontjai G és H. Mekkora az AGF H téglalap
teriilete?

Els6 megoldas. Az AF egyenes az ABE egyenl6 szaru haromszog szarszogének szogfelezdje,
ezért silyvonal is egyben. Legyen BE felezopontja M, ekkor Tapg = 2 - Tanip. Az ABF
haromszog is egyenlo szaru, az AB és AF' szarakhoz tartozé magassagai F'G és BM, ezek is
egyenlok. fgy az AGF és AM B haromszogek egybevdgdak, mert két oldalban (AF = AB,
FG = BM) és a nagyobbikkal szemkozti szogben (derékszog) megegyeznek.

Tacgra =2 -Tagr =2 -Tayp = Tape

Az ABFE haromszog AB oldalhoz tartozé magassaganak hossza megegyezik a BC' oldal
hosszaval. Igy

AB - BC 7-4
Tagra = Tape = = = 14.
2 2
D F C
H F
K M
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Maésodik megoldds. (Sok Pitagorasz-tétellel.) Az AED derékszogli hdromszoghdl a DE
befogé hossza /49 — 14 = /33, igy EC = 7 — v/33. A BEC' derékszogli haromszoghél a

BE atfogd hossza:
BE = \/(7— V/33)2 + 16 = 1/98 — 144/33.

Mivel BM = BE/2, az eddigiekhez hasonléan

AM = /49 — BE?/4 = \/49—24,5+3,5\/3_: \/24,5+3,5\/§.

Az M pontbol merolegest allitunk AB-re és AD-re: igy kapjuk J-t és K-t. Konnyen lathato,
hogy MJ =2 és MK = 3,5+ 0.5v/33. Igy az AJMK téglalap teriilete 7 + v/33. AJMK

és AGF H hasonlbak, a hasonlésdg ardnya AF/AM =7/ V24,5 + 3,5v/33, azaz a teriiletek
aranya

(AF/AM)? = 49/(24,5 + 3,5V/33) = 98/(49 + 7V/33) = 14/(7 + V/33).

Tgy végiil a keresett teriilet: (7 4 v/33) - 14/(7 + v/33) = 14. O

8. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1.

A sakktablan pirosra van szinezve 3 mez6. Szeretnénk elérni, hogy barmely piros mezérol

barmely masik piros mezére el lehessen jutni gy, hogy csak piros mezoket érintiink, és
mindig oldallal szomszédos mezdre lépiink tovabb. Mutassuk meg, hogy ehhez legfeljebb
12 tovabbi mez6t kell pirosra szinezni!

1. eset: Tegytik fel, hogy a 3 piros mez6 harom kiilonb6z6 oszlopban van. Vegyiik azt az
oszlopot, amelyik a harom mez6 oszlopa koziil a kozépso, és ebben minden mezot szinezziink
pirosra: ez eddig legfeljebb 7 mezd. A masik két mezotol sétaljunk el vizszintes iranyban
eddig az oszlopig: az érintett mezoket szinezziik pirosra: ez legfeljebb 8-3=5 piros mezo.
fgy legfeljebb 7+5=12 mez6t szineztiink pirosra, és a feladat feltételeit teljesitettiik.

2. eset: a 3 piros mez6 koziil legaldbb ketté egy oszlopban van. Vegyilik azt az oszlopot,
amelyikben legalabb két piros mezd van, és ezt szinezziik pirosra: igy legfeljebb 6 mezot
szineztliink eddig pirosra. A harmadik piros mezo6 oszlopatol sétaljunk el eddig az oszlopig, és
az utunk sordn érintett mezéket szinezziik pirosra. igy legfeljebb tovabbi 6 mezét szineztiink
pirosra. A kapott legfeljebb 64+6=12 mez0 teljesiti a feladat feltételeit. o

Mennyi lehet p + g és p? + ¢* legnagyobb kozos osztdja, ahol p és ¢ két kiilonbozd pozitiv
primszam?

Els6 megoldds. Ha az r primszam osztja a p + q és a p* + ¢* szamot, akkor osztja a
(p+ q)* — (p* + ¢*) = 2pq szamot is. A 2pq szdm primosztéi: 2, p és ¢, igy r csak ezek
egyike lehet. p és ¢ nem jon széba, hiszen ha példaul p osztja p + ¢-t, akkor ¢-t is osztania
kéne, ami lehetetlen, hiszen p és ¢ két kiilonb6z6 pozitiv primszam. fgy r csak a 2 lehet. A
4 mar nem oszthatja p? 4+ ¢*-et, hiszen a 4-es maradék vizsgélata alapjan ez csak paros p és
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g mellett lenne lehetséges, de ekkor p = ¢ = 2, amit a feladat szévege kizart. Tehat a két
szam legnagyobb kozos osztdja csak 1 vagy 2 lehet, és ezekre van is példa: az elsé esetben
pl. p =2 és ¢ = 3, a masodik esetben pedig p = 3 és ¢ = 5.

Masodik megoldds. Ha d jeldli a legnagyobb kozos osztét, akkor d osztja (p + q)(p — q) =
p? — ¢*-et is. Ezek szerint d|(p® — ¢%) + (p* + ¢*) = 2p? és d|(p* + ¢*) — (P* — ¢®) = 2¢°.
Mivel p és ¢ kiilonboz6 pozitiv primek, igy 2p? és 2¢? legnagyobb kozos osztéja 2, azaz d-nek
osztania kell a 2-t, igy csak 1 vagy 2 lehet. Az el6z6 megoldasban lattuk, hogy ez a két eset
meg is valésul. o

Igaz-e, hogy 20 egymast koveté egész szambol mindig kivalaszthaté 10 dgy, hogy a
kivalasztott szamok Osszege relativ prim legyen a nem kivalasztott szamok Gsszegéhez?

Igen, igaz. Legyen a 20 egymast kovetd egész szdm a — 9,a — 8, ...,a,a + 1,...;a + 10.
Ezek 0Osszege 20a + 10. Célunk az, hogy a két osszeg 10a + 3 és 10a + 7 legyen.
Ez a két szam valdoban relativ prim, mert a legnagyobb ko6zos osztéjuk osztja a
kiilonbségiiket, a 4-et is, igy csak 1, 2 vagy 4 lehet, de mivel mindkét szam paratlan,
igy a 2 és a 4 nem lehet koz0s oszt6. Ez a kettéosztds megvaldsithaté. Az egyik cso-
port: a —9,a — 8 a —T,a —6,a —5,a+ 5,a+ 6,a + 8 a4+ 9,a + 10, a masik pedig:
a—4,a—3,a—2,a—1,a,a+1,a+2,a+3,a+4,a+7.

Két rablé a kovetkez6 moédon osztozkodik a zsdkmanyolt aranytallérokon: .1 neked, 2
nekem, 3 neked, 4 nekem stb.”, amig az aranytallérokbdl futja. A végén a soron kévetkezo
rablé megkapja a maradék aranytallérokat. Tudjuk, hogy 1000 aranytallérnal kevesebb
volt a zsakmanyuk, és azt is, hogy az osztozkodas végén mindkét rablé egyforma szamu
aranytallért kapott. Legfeljebb hany aranytallér lehetett a zsakmany?

Els6 megoldas. Mivel egy lépésparban a masodik rablé mindig 1-gyel tobb tallért kap,
2k szamu teljes 1épés utdan k-val tobb aranya van. Az utolsé (csonka) lépéspar innen
kétféleképp adhat egyenléséget: vagy az els6 kap k darabot és ezzel vége, vagy az els6 kap
2k + 1-et és a masodik k + 1-et. Az els6 esetben

(2k + 1)2k

1+24 .. +2k+k= 5

k= (2k+1)k+k=2k(k+1)

a tallérok szama, a masodik esetben pedig

(2k+2)(2k+ 1)
2

A 2k(k + 1) alakd szamokbdl 1000 alatt a 2 - 21 - 22 = 924 a legnagyobb, a 2(k + 1)(k + 1)
alakiakbdl pedig a 2 - 22 - 22 = 968. Tehat legfeljebb 968 tallér lehetett a zsdkmany.

Masodik megoldas. Nevezziikk A-nak a rablot, aki 1 aranytallért kap, B-nek a masikat.
Kétféle modon allhat el6 a feladatban leirt helyzet: vagy mindkét rablé n-szer kap arany-
tallért, és A kapja a maradékot, vagy A n-szer, B n — 1-szer kap aranytallért, és B kapja a
maradékot. Az elsd esetben B zsdkménya 24+44-6+...4+2n = n(n+1) aranytallér. Ez az eset
meg is valosulhat, mert a maradék, ami A-nak jut, 24+4+6+...42n—(1+3+...42n—1) = n,
ami kevesebb, mint 2n + 1. Ekkor a a zsdkmény 2n(n + 1) aranytallér, melynek leg-
nagyobb lehetséges 1000-nél kisebb értéke a 924 (n = 21 esetén). A madsodik eset-
ben A zsdkménya 1 + 3 + ... +2n — 1 = n? aranytallér. A B-nek juté maradék

1424 42k+1+k+1 = +k+1=(k+1)2k+1)+k+1=2(k+1)(k+1).
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1434+ ... 4+2n—1—(2+4+ ...+ 2n—2) = n, és ez lehetséges, mert kevesebb, mint
2n. Ekkor a teljes zsdkmdny 2n?, melynek legnagyobb lehetséges 1000-nél kisebb értéke 968
(n = 22 esetén). Tehdt a feladat kérdésére a vélasz: 968 aranytallér.

Harmadik megoldas a versenyzok dolgozatai alapjan. Nézziikk meg, hény teljes korbdl
allhatott az osztozkodds. 43 teljes kor esetén a teljes korok végén az elso rablo 14+34-...+43 =
222 = 484 aranyat kapott, a masodik rablé pedig konnyen ldthaté médon 22-vel kevesebbet,
azaz 462 aranyat. Az egyenlOséghez a masodik rablonak még 22 aranyat kell kapnia, ami
lehetséges, mert a teljes kor 44 aranybdl allna. Ez 0sszesen 968 arany. Ha legfeljebb 42 teljes
kor volt, a kiosztott aranyak szama kevesebb, mint 14+2+...4+43=484+-462=946. Ha legaldbb
44 teljes kor volt, akkor a mésodik rablo legaldbb 2+44+4-...4+44=506 aranyat kapott, és mivel
az elsonek is legalabb ennyit kellett kapnia, igy 0sszesen 1000-nél tobb aranyat kaptak, ami
kizart. fgy a feladat kérdésére a valasz: 968 aranytallér.

Egy hegyesszogii haromszog oldalfelez6 pontjaibdl merdlegeseket allitottunk a masik két ol-
dalra. A 6 meroleges altal kozrezart hatszog tertilete hanyadrésze a hdromszog tertiletének?

Els6 megoldas. Allftsunk merolegeseket az oldalfelezé pontokbdl a felezopontot tartalmazd
oldalakra. A kapott harom merdleges egy ponton megy at, a haromszog korilirt korének
kozéppontjan, melyet jeloljon O. Az oldalfelezé pontokat kossiik 6ssze O-val. A kapott
harom szakasz hatszoglinket hdrom parallelogramméra bontja (hiszen mindhdrom kapott
négyszognek két-két parhuzamos oldalparja van). Behtuzva a parallelogrammék O pontot
nem tartalmazo atléit azonnal addédik, hogy a hatszog teriilete dupldja az oldalfelezo
pontok altal alkotott haromszognek. Mivel a kozépvonalak négy egybevagd haromszogre
bontanak egy haromszoget, igy az oldalfelezé6 pontok &ltal alkotott haromszog teriilete
negyede az eredeti haromszog teriiletének, tehat a hatszog tertilete fele az eredeti haromszog
teriiletének.

C

A B

Masodik megoldas a versenyzék dolgozatai alapjan. Jelolje D, E és F' a megfelel6 olda-
lak felezopontjait. Allitsunk merdlegest az A cstcsbol a DF' kozépvonalra. Vegyiik észre,
hogy ez az egyenes tartalmazza a hatszog abran P-vel jelolt csicsat, hiszen ez a P pont
az ADF haromszog magassagpontja, mert rajta van a haromszog D-bol és F-bol induld
magassagvonalan. Hasonléan igazolhatd, hogy a R és Q az CEF és a BDE haromszog
magassagpontja. Az FFRE és a DQB haromszog egybevago, hiszen F'R parhuzamos DQ-
val (mindketté meréleges BC-re), RE péarhuzamos )B-vel (mindketté meréleges AC-re),
és CE és DB péarhuzamosak és egyforma hossziak (a kézépvonal jol ismert tulajdonsiga
miatt). Hasonl6an elmondhaté, hogy az F'PD és az EQB haromszog egybevago. fgy tehat
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a hatszog tertilete felirhato a kovetkezoképpen:

Toepr+TpeQ+TErr+Trpp = TpEFr+TDEQ+HTBDQ+TEBG = TPEF+TEDE = 2 TABC/4 = TaABC

Azaz a hatszog teriilete a haromszog tertiletének a fele.

o

8. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1.

Az ABC haromszogben a B cstcsbol indul6 szogfelezd az AC' oldalt az E pontban metszi.

Tudjuk, hogy a BEA szbg nagysaga 45°. Vegylik fel a BC oldalon az F' pontot tugy, hogy
BF = BA legyen. Mekkora az FF A szog nagysaga’

Mivel a AFB haromszog egyenloszari, igy a B csticsbdl induld szogfelezd egyben fe-
lezémerolegese is az AF szakasznak. Ez azt jelenti, hogy FE = AF. fgy az AFE
haromszog egyenlé szaru. Az eddigiek alapjan A tikorképe a BE egyenesre F, igy
AEF< = 2-45° = 90°. Igy végiill EF A< = (180° — 90°)/2 = 45°.

C
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2.

Egy 8 x 8-as sakktablan a kovetkezo jatékot jatssza két jatékos: az elsé jatékos elhelyezi
a kirdlyt a tabla egyik mez&jén, majd felvaltva lépnek a kirdllyal (az els6 1épést a kirallyal
a masodik jatékos teszi). Olyan mezére szabad csak lépnie a soron kovetkezd jatékosnak,
ahol a kirdly még nem jart. Az a jatékos veszit, aki mar nem tud lépni. Melyik jatékosnak
van nyerd stratégidgja? Adj meg egy nyerd stratégiat! (A kirédllyal egy 1épés soran egy él-
vagy egy csucsszomszédos mezére szabad 1épni.)

A miésodik jatékosnak van nyero stratégiaja. Osszuk fel a sakktablat 1 x 2-es tégla-lapokra.
A mésodik jatékos stratégidja a kovetkezd: akarhova 1ép az elsé jatékos (illetve kezdetben
helyezi a kirdlyt), § a mezét tartalmaz6 1 x 2-es téglalap masik mezéjére 1ép. Ez valéban
nyeré stratégia: a masodik jatékos minden lépése utan igaz az, hogy a kijelolt 1 x 2-es
téglalapokban vagy mindkét mezén jart a kirdly, vagy egyiken sem, és igy az elsé jatékos
csak ugy tud lépni, hogy egy eddig nem érintett téglalapba belép. fgy viszont a masodik
jatékos mindig tud lépni az elsé jatékos 1épése utan, és mivel a jaték véges sok lépésben
véget ér, az elso jatékos fog elakadni. o

Az ABCD téglalapban AB = 7 és BC = 4. Az A kozépponti AB sugaru kor a CD
oldalt F-ben metszi. A téglalap belsejében 1évo BE koriv felezopontja F. Az F pontbdl
AB-re, illetve AD-re éllitott merdlegesek talppontjai G és H. Mekkora az AGF H téglalap
tertilete?

Els6 megoldas. Az AF egyenes az ABE egyenlo szaru haromszog szarszogének szogfelezdje,
ezért sulyvonal is egyben. Legyen BFE felezopontja M, ekkor Tapr = 2 - Tapyp. Az ABF
haromszog is egyenld szaru, az AB és AF szarakhoz tartozé magassagai F'G és BM, ezek is
egyenlék. Igy az AGF és AM B hiromszogek egybevagdak, mert két oldalban (AF = AB,
FG = BM) és a nagyobbikkal szemkozti szogben (derékszog) megegyeznek.

Tagra =2 -Tagr =2 -Tamp = TaBe

Az ABE héromszég AB oldalhoz tartozé magassaganak hossza megegyezik a BC oldal
hosszaval. Igy

AB - BC 7-4
Tacra = Tape = = = 14.
2 2
D F C
H F
K M




XLIV. verseny 2014-2015.

Megoldasok

Maésodik megoldds. (Sok Pitagorasz-tétellel.) Az AED derékszogli hdromszoghdl a DE
befogé hossza /49 — 14 = /33, igy EC = 7 — v/33. A BEC' derékszogli haromszoghél a

BE atfogd hossza:
BE = \/(7— V/33)2 + 16 = 1/98 — 14+/33.

Mivel BM = BE/2, az eddigiekhez hasonléan

AM = /49 — BE?/4 = \/49—24,5+3,5\/£: \/24,5+3,5\/§.

Az M pontbdl merdlegest allitunk AB-re és AD-re: igy kapjuk J-t és K-t. Konnyen lathato,
hogy MJ =2 és MK = 3,5+ 0.5v/33. Igy az AJMK téglalap teriilete 7+ v/33. AJMK
és AGF H hasonléak, a hasonlésag ardnya AF/AM =7/ \/24, 5+ 3,51/33, azaz a teriiletek

aranya

(AF/AM)? = 49/(24,5 + 3,5V/33) = 98/(49 + 7v/33) = 14/(7 + V/33).
Tgy végiil a keresett teriilet: (7 4 v/33) - 14/(7 + 1/33) = 14. (1)

Egy teremben 20 ember van, akik kozott eddig nem tortént kézfogds. A terembe 5 per-
cenként belép egy 1j ember, és kezet fog pontosan két jelenlévovel. Azonban barmelyik
résztvevo a harmadik kézfogasa utan rogton elhagyja a termet és tobbé nem tér vissza.
Bizonyitsd be, hogy egy id6 utan valaki egyediil marad a teremben!

Els6 megoldas. Tegyiik fel indirekt médon, hogy senki nem marad egyediil a teremben.
Ekkor mindig be tud lépni egy 1Uj ember a terembe, tehdt az is lehetséges, hogy 60 1j
ember belép a terembe. Ekkor a kézfogasok szama a 60. ember belépése utan pontosan 120
(a belépd emberek nézépontjabol szamolva). A 1épés végén a teremben maradd emberek
szama legyen n, igy eddig 80 — n ember tdvozott a terembol. A teremben maradt emberek
mindegyike legfeljebb két emberrel fogott kezet, a tavozottak mindegyike pedig pontosan
hédrommal, igy a kézfogasok szama legfeljebb (2n + 3(80 — n))/2 = (240 — n)/2. Tehat
120 < (240 — n)/2, azaz n < 0, ami ellentmondés, hiszen az jonnan érkezé ember mindig
benn marad a teremben. Az ellentmondas igazolja az allitést.

Masodik megoldas. Egy adott helyzetben jelolje a a teremben 1év6 emberek szamat, akik még
senkivel nem fogtak kezet, b a teremben 1év6 emberek szamat, akik pontosan egy emberrel
fogtak kezet, ¢ pedig a teremben 1évé emberek szamét, akik pontosan két emberrel fogtak
kezet. Egy 1j ember belépése utdn az (a,b,c) szamharmas a kovetkez6képp maédosulhat:
(@ — 2,0+ 2,¢c+ 1) (a belép6é két nulldssal fogott kezet), (a — 1,b,¢ + 2) (egy nullassal
és egy egyessel fogott kezet), (a — 1,0+ 1,¢) (egy nulldssal és egy kettessel fogott kezet),
(a,b — 2,c + 3) (két egyessel fogott kezet), (a,b — 1,c + 1) (egy egyessel és egy kettessel
fogott kezet), (a,b,c—1) (két kettessel fogott kezet). Vegyiik észre, hogy a 3a+ 2b+ ¢ Gsszeg
minden esetben eggyel csokken. Kezdetben az 0sszeg 60, igy legfeljebb 59 1épés utan egy
ember fog a teremben maradni (kiillonben lehetne jabb 1épést tenni).

Harmadik megoldds. (Véltozat az el6zére) Kezdetben mindenkinél a teremben legyen 3
kavics. Amikor valaki belép, vegyen el azoktdl, akikkel kezet fog, egy-egy kavicsot, és egyet
dobjon el (igy nala egy kavics lesz). Minden 1épés utan igaz az, hogy aki még nem fogott
kezet, anndl 3 kavics van, aki egy emberrel fogott kezet, anndl 2, aki pedig két emberrel,
annal 1. Akinek elfogy a kavicsa, tavoznia kell, hiszen mar harom emberrel fogott kezet.
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Mivel minden 1épésben eggyel csokken a kavicsok szama, ezért legfeljebb 59 1épésig tart az
eljards. (S6t, mivel a végén benn maradt ember kezében 1, 2 vagy 3 kavics van, igy a
lépésszam csak 59, 58 vagy 57 lehet).

Negyedik megoldas. Szamoljuk meg, hogy az egyes emberek még hanyszor foghatnak kezet,
miel6tt tavozniuk kell, és vegyiik ezen szamok Osszegét. Kezdetben ez 20 - 3 = 60. Amikor
belép valaki, akkor az Gsszeg 3-mal né, a két kézfogds eredményeképpen viszont (minden
kézfogas mindkét résztvevotol egy lehetdséget vesz el) 4-gyel csokken. fgy egy ember belépése
és kézfogéasai utan az osszeg 1-gyel csokken. Fz a folyamat mindaddig ismétlédik, amig van
legaldbb két ember a teremben (hiszen velitk megtorténhet a két kézfogds). Az 59. belépd
kézfogasai utan viszont az osszeg 1, igy ekkor mar csak egyetlen ember lehet a teremben
(hiszen akinek nincs t6bb lehetésége a kézfogdsra, annak tdvoznia kellett). (1)




XLV. verseny 2015-2016.

Feladatok

r—m Megyei fordulo

1. — Tobbet eszel, mint én! — mondta méltatlankodva Hernyé Alteknécnek.
— Nem is igaz! — valaszolta felhaborodva Alteknéc.
— Mindketten tévedtek — csititotta cket Alice, hangjaban enyhe szemrehdnyassal.
Mire Fehér Nyl a vilag legszelidebb hangjan flizte véleményét az elhangzottakhoz:
— Mindnyajatoknak igaza van.
A négy 4llitas koziil hény igaz? ()

2. Irjuk be 1-tél 10-ig a szdmokat a sziirke
haromszogekbe 1gy, hogy minden fehér

héaromszogben a vele oldallal szomszédos 22
héaromszogekbe irt szamok Osszege szerepel- 6 19
jen.

12 /\10/\20

3. Osszuk fel az itt lathato alakzatot

egybevdgd  (titkrozést is  megengedve
egymaéssal fedésbe hozhatd) részre. o

4. 2016 darab szomszédos egész szamot Osszeadva kiillonbozo Gsszegeket kaphatunk. Ezek koziil
az Osszegek kozil melyik all legkozelebb a 0-hoz? °

5. Van sok egyforma 4 x 9-es téglalapunk. Ezekbol nagyobb téglalapokat szeretnénk
hézagmentesen, a kisebb téglalapok atfedése nélkiil osszerakni. Sikeriilhet-e ez, ha a nagy
téglalap oldalai

a) 20 x 71;
b) 19 x 72;

¢) 21 x 727 O
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Az 1,2,3,...,9 szamokat hanyféleképpen lehet tigy sorbarendezni, hogy nem allhat egymas
mellett két paratlan szam?

(Az 1,2,3,4,5,6,7,8,9 tehat egy megfelel§ sorozat, mig a 3,2,1,4,5,7,6,8,9 nem, hiszen
az b és a 7 szomszédosak. ) O

. Egy négyjegyi pozitiv egész szamrol a kovetkezoket tudjuk:

1) Minden szamjegye kiilonbozé.

2) Szamjegyeinek Osszege megegyezik 2016 szamjegyeinek Osszegével.
3) Szamjegyeinek szorzata megegyezik 2016 szamjegyeinek szorzataval.
Melyik a

a) legkisebb
b) legnagyobb
ilyen szam? O

a) frjuk be 1-t0l 10-ig a szamokat a sziirke
haromszogekbe gy, hogy minden fehér
haromszogben a vele oldallal szomszédos 22
héromszogekbe irt szamok Osszege szere- 6 19
peljen!

b) Lehet-e taldlni két kitéltést, amelyek- 12/\10/7\20

ben a kozéps6é haromszogbe irt szam
kiilonbozik? ()

. Osszuk fel az itt lathat6 alakzatot

egybevagd  (titkkrozést is  megengedve
egymaéssal fedésbe hozhatd) részre! o

. A kiraly leghtiségesebb szolgaléjanak a kovetkezé ajanlatot teszi:

,,Ebben a laddban 2016 aranytallér van. Minden nap két lehetoség koziil valaszthatsz.

1) Ha a ldddban pédros szdmu aranytallér van, elveheted az aranytalléroknak pontosan a
felét.

2) Visszatehetsz a ldddba pontosan 10 aranytallért az addig megszerzett aranyakbdl.
Rajtad kiviil mas nem fog sem betenni, sem kivenni aranyat. Ezt addig folytathatod, amed-
dig csak szeretnéd.”

Legfeljebb hany tallér jutalmat szerezhet igy a ladabdl a szolgdld, és hogyan tudja ezt elérni?
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r—m Megyei fordulo

Feladatok

. 20 teljesen azonos golyd belsejében elhelyeztiik a pozitiv egész szamokat 1-tdl 20-ig, majd a
golydkat egy dobozba tettiik. Ezt kovetden egyesével elkezdjiik kihtiizni a golyokat és azonnal
megallunk, ha az addig kihtzott golyékban 1év6 szamok

a) szorzata
b) Osszege

paros. Mindkét esetben add meg, hogy mi az a legkisebb szdm, ahany htzasnal tobb biztosan
nem torténhetett. o

. Az abran lathaté négyzetrdacs 9 racspontja
koziil legfeljebb hanyat szinezhetiink piros-
ra, hogy ne legyen olyan téglalap, amelynek
mind a négy csticsa piros?

©

. Gondoltunk egy haromjegyi szamra. Tudjuk, hogy az aldbbi 7 allitas nem mind igaz, de az
egymast koveto allitasok koziil legalabb az egyik igaz.

A) A szdm oszthaté 7-tel.

B) A szam oszthaté 11-gyel.

) A szam oszthaté 13-mal.

) A szam oszthatd 77-tel.

E) A szém oszthaté 91-gyel.

F) A szém oszthat6 143-mal.

G) A szam utolsé szamjegye 5.

Mi lehet a gondolt szam? O

. Van rengeteg 1 x 1-es és rengeteg 9 x 9-es négyzetiink. Ki lehet-e valasztani koziiliik 2222
darabot gy, hogy Gssze lehessen beldliik allitani egy nagyobb négyzetet? °

. Az abran lathaté alakzatot négyzetekbdl
allitottuk ossze. Hatarozd meg azt az egye-
nest, amely athalad az alakzat bal also
cstucsan (az dbran feketével jeldlve), és fele-
zi az alakzat teriiletét. Valaszodat indokold!
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r—w Megyei fordulo

1. Egy 2 x 2-es négyzetracs 3 x 3 racspontja koziil legfeljebb hanyat szinezhetiink pirosra, hogy
ne legyen olyan téglalap, amelynek mind a négy csucsa piros?

2. Van rengeteg 1 x 1-es és rengeteg 9 x 9-es négyzetiink. Ki lehet-e vélasztani koziilik 2222
darabot gy, hogy 6ssze lehessen beldliik allitani egy nagyobb négyzetet? o

3. Keressiik meg azokat az abed négyjegyl és Tyz haromjegyl szamokat, amelyekre a kovet-
kezok igazak: abed =70 -7yz, r =a—b,y=b—c, z=c—d. o

4. A kiraly leghtiségesebb szolgaléjanak a kovetkez6 ajanlatot teszi:
,,EEbben a ladaban 2016 aranytallér van. Minden nap két lehetdség koziil valaszthatsz.
1) Ha a ladaban pédros szamu aranytallér van, elveheted az aranytalléroknak pontosan felét.
2) Visszatehetsz a ldddba pontosan 77 aranytallért az addig megszerzett aranyakbdl.
Rajtad kiviil mas nem fog sem betenni, sem kivenni aranyat. Ezt addig folytathatod, amed-
dig csak szeretnéd.”
Legfeljebb hany tallér jutalmat szerezhet igy a ladabdl a szolgdld, és hogyan tudja ezt elérni?

©

5. Adott két egyenld sugari kor, melyek egymast az A és a B pontban metszik. Felvesziink
egy P pontot az AB szakasz B-n tuli meghosszabbitdsan. A P pontbdl érintét huzunk a
két korhoz ugy, hogy az érintési pontok, X és Y az AB egyenesének ugyanarra az oldalara

essenek. Tudjuk, hogy a rovidebb X B és a rovidebb BY koriv egyiitt egy negyedkorivet
tesz ki. Mekkora szoget zar be az XY és az AB egyenes?
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Feladatok

Orszagos donto

. Az 0Osszes haromjegyl szamot felirtuk egy-egy kartyara, és ezeket mind beledobtuk egy
zsdkba. Hanyat kell kihtiznunk a zsdkbol bekdtott szemmel, hogy a kihtzottak kozott biz-
tosan legyen kettd olyan, melyekben a jegyek Osszege megegyezik? °

. Egy kartyapakli lapjain 4 féle figura lehet: egy kutya, egy kutyahaz, egy labda és a kutyan
nyakorv. Mindegyik lapon van kutya, viszont a tobbi figura vagy van, vagy nincs a lapokon.
Nyakorvbdl és labdabdl tobbféle is akad, mig kutya és kutyahaz csak egyféle van. Egy-egy
kartyan akar mind a 4 figura is ott lehet. A pakliban nincs két egyforma lap. Tudjuk még
a kovetkezoket is:

(1) Egy olyan lap van, amin csak kutyus talalhato.

(2) Olyan, amelyiken nincs kutyahéz, és labda sincs, 3 db van.

(3) Se kutyahdz, se nyakorv nincs 4 lapon.

(4) 12 lapon van kutyahdz.

(5) Nincs kutyahdza, de van nyakorve 8 kutyusnak.

Hany lapos a kéartyapakli? °

. Egy 4 x 4-es tablan helyezz el 4 korongot gy, hogy a sorok, oszlopok, valamint a négyzet
két atlojanak egyikében se legyen egynél tobb korong! Hany kiilonb6z6 megoldas van, ha a
forgatassal egymasra vihetéket egyforménak tekintjiik?

N W

©

. Egy matekverseny masodik forduléjaba 340 gyerek jutott be. A fitik szdmdanak 2/3 része
egyenld a lanyok szaméanak 3/4 részével. Hany ldny jutott a mésodik forduléba? o

. Helyezd el az 1, 2, 3 ... 9 szamokat a legfelsé sorban 1évo korokbe. Minden tovabbi korbe
az a szam keriil, amelyik a folotte szereplOk Osszege, de csak azoké, amelyekkel vonal koti
ossze. A legalsé Gsszeg 67.

a) Toltsd ki az abrat!

b) Hany megoldas lehetséges az A, B, C, D korok kitoltésére?
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1. Vélasztottam 3 kiilonb6z6 pozitiv szamjegyet, leirtam az Gsszes olyan haromjegyi szamot,
ami ebbdl a 3 szamjegybdl készitheto, majd Osszeadtam a leirt haromjegytieket. Az Osszeg
1776. Mi lehetett a 3 szamjegy? o

2. Peti egy Kisértettanya nevii feladvanyt talalt egy rejtvényujsagban: egy 4 x 4-es tablazat
egyes mezdiben atlésan elhelyezett tiikrok vannak. Ezek mindkét oldalukon tiikrozédnek. A
tablazat szabadon maradt mezdibe egy-egy lakét kell bekoltoztetni igy, hogy ha a tablazat
valamelyik sordba, vagy oszlopaba betekintiink, akkor épp annyi lakét lassunk, amennyit az
odairt szam jelol. A nehézséget a lakok jelentik: 4 ember — 6k lathatok, és tiikorképiik is
lathatd, azaz tiikrozodnek; 4 kisértet — 6k nem lathatok, viszont tiikrézodnek, 4 vampir —
ok lathatok, de nem tiikrozodnek. Petinek sikeriilt megoldani feladatot. Neked sikeriil?

(Ha a jobb oldali rajzon lathaté mosolygds arc egy ember, akkor az x, y és z irdnyokbdl is
latszik. Ha kisértet, akkor csak a z iranybol, ha vampir, akkor viszont csak x és y iranybdl
latszik.)

3. Felirtuk egy téblara a (pozitiv egész) szdmokat 1-t61 2016-ig. Egy 1épésben valamelyik kettot
letoroltiik, és mindketto helyett felirtuk a két szam kiilonbségeként kaphatéo nemnegativ
szamot. Ezt a lépést néhanyszor megismételtiik, aminek kovetkeztében a tablan ugyanaz a
szam szerepelt 2016-szor.

Elérheto-e, hogy ez a szam
a) 3
b) 17

legyen? 0

4. Epitettiink egy téglatestet egységkockakbol, melyben az egy csicsba futé élek hossza 2, 3,
5 egység. Egyesével elvehetsz kockakat gy, hogy minden 1épésben a kapott test felszine
véltozatlan marad. (Az elvétel soran tigyelj arra, hogy a test ,,egyben” maradjon, azaz ha
a teljes lappal egymashoz csatlakoz6 kockakat Osszeragasztanank, akkor az épitményt egy
kockénal fogva fel lehet emelni.)

a) Vegyél el minél t6bb egységkockét!
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b) Mennyi az elvehet6 egységkockak maximalis szama?
(A kockédkat a leirds megkonnyitése érdekében megszamoztuk az dbra szerint. Az als6 réteg
kockdinak sorszama mindig 15-tel nagyobb, mint a felette 1év6 kockaé.)

1\ 2,/3 /4 /5
6 /7,8 ,/9 /10
12 /13 /14 /15

11

/

/

1. Hany olyan négyjegyti pozitiv egész szam van, amelynek utolsé szamjegye nagyobb, mint az
elso szamjegye?

2. Az 1,2, 3,4,5,6, 7,8, 9 szamjegyek mindegyikét pontosan egyszer felhasznalva felirtunk 6t
pozitiv egész szamot. Hany négyzetszam lehet ezek kézott? Adj minden lehetdségre példat!
(Négyzetszamnak nevezziik azokat az egész szamokat, amelyek megkaphatok egy egész szam
onmagaval vett szorzataként.)

3. Egy domindkészlet koveinek egyik oldala egy vonallal két részre van osztva. Az egyes részek
mindegyikén 1, 2, 3, 4, 5 vagy 6 potty lehet. A készlet a lehet6 legtobb domindt tartalmazza
ugy, hogy nincs kozottiik két egyforma. (Két dominé egyforma, ha egymaés ald helyezheték
ugy, hogy a valasztovonalak egy egyenesbe esnek és az egymas alatti részek azonos szamu
pottyot tartalmaznak.)

a) Hany domindbdl all a készlet?
b) Mutasd meg, hogy nem lehet az Gsszes dominét egymés mellé helyezni egy sorba gy,
hogy a szomszédos domindk érintkez6 részein azonos szamu potty legyen! °

4. Peti rajzolt egy otszoget. Ezutan meghatarozta az oldalak és az atlok hosszat. Lehetséges-e,
hogy ezekre pontosan négy kiilonbozo értéket kapott tugy, hogy az egyik érték egyszer, a
masik kétszer, a harmadik haromszor, a negyedik négyszer fordult el6?

5. Négy kiilonbozé méretil, téglalap alaki szonyegiink van. A szonyegek egyik oldala piros, a
masik kék. Egymasra helyeztiik a szényegeket négy kiilonbozo elrendezésben (1d. dbra). Az
els6 harom esetben meghataroztuk, hogy mekkora piros teriiletet latunk. Hatarozd meg a
lathato piros teriilet nagysagat a negyedik elrendezésnél!
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EEE

314 dm? 196 dm? 262 dm?

1. Egy négyjegyli pozitiv egész szdm minden szamjegye kiilonbozé. Azt is tudjuk, hogy ha
az elsO szamjegyet elhagyjuk, akkor egy 9-cel oszthatd, ha a mésodikat, akkor egy 2-vel
oszthatd, ha a harmadikat, akkor egy 5-tel oszthatd, ha a negyediket, akkor egy 4-gyel
oszthaté haromjegyli szamot kapunk. Hany ilyen négyjegyti szam van?

2. Van 6 egyforman kinéz6 sulyunk, amelyek 1, 2, 3, 4, 5, 6 dekdsak, és van 6 feliratunk
ugyanezen értékekkel. Minden stlyra rékeriilt egy felirat, és tudjuk, hogy legalabb 4 sulyra
a helyes érték keriilt. Hogyan lehet eldonteni egy kétkari mérleg segitségével, két méréssel,
hogy mind a 6 stlyra helyes felirat keriilt-e?
(Egy mérés a kovetkezOt jelenti: a két serpenySbe tetszélegesen stlyokat helyeziink, majd
leolvassuk, hogy az egyik serpenyébe kisebb, nagyobb vagy ugyanakkora tomeget helyeztiink-
e, mint a méasikba.) O

3. Felirtuk egy téblara a (pozitiv egész) szdmokat 1-t61 2016-ig. Egy 1épésben valamelyik kettot
letoroltiik, és mindkettd helyett felirtuk a két szam kiilonbségeként kaphaté nemnegativ
szamot. Ezt a lépést néhanyszor megismételtiik, aminek kovetkeztében a tablan ugyanaz a
szam szerepelt 2016-szor.

Add meg ennek a szamnak az Osszes lehetséges értékét! O

4. Egy pozitiv egész szamot szépnek neveziink, ha a 2, 3, 5, 7 szamjegyek mindegyikét tar-
talmazza legaldabb egyszer, mas szamjegyet azonban nem. Egy szép szdmot csodaszépnek
mondunk, ha a 7-szerese is szép szam.

a) Mutasd meg, hogy végtelen sok csodaszép szdm van.
b) Mutasd meg, hogy egy csodaszép szamban csak egy T-es szamjegy lehet. °

1. Sarkanyorszagban minden sarkanynak legalabb 3 feje van. Azok a sarkéanyok, amelyeknek
paratlan sok fejik van, mindig igazat mondanak, amelyeknek paros sok, mindig hazudnak.
Négy sarkany éppen bridzselt, amikor megkérdezték Oket, hogy négytliknek Osszesen hany
fejiikk van. A kovetkezo vélaszok érkeztek: 14, 15, 16, 20. Hény feje van Osszesen az igaz-
mondé sarkdnyoknak? Add meg az Osszes lehetdséget! o
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2. Az 1,2, 3,4,5,6, 7,8, 9 szamjegyek mindegyikét pontosan egyszer felhasznalva felirtunk o6t
pozitiv egész szamot. Hany négyzetszam lehet ezek kozott? Adj minden lehetéségre példat!
(Négyzetszamnak nevezziik azokat az egész szamokat, amelyek megkaphatok egy egész szam
onmagaval vett szorzataként.)

3. Az a, b, c,d pozitiv valés szamokrdl a kovetkezoket tudjuk:
(a:(b:c:d)=T72
(2)a:(b:c):d=38
(3)a:b:(c:d)=4,5.
Mennyi lehet a : b: c: d értéke? o

4. Egy kor mentén elhelyeztiink néhany pozitiv egész szamot. Tudjuk, hogy barmely két szom-
szédos szam koziil az egyik osztdja a méasiknak, ugyanakkor a nem szomszédos szamparok
egyike sem all oszté-tobbszoros viszonyban. Lehetséges-e, hogy a koron elhelyezett szamok

szama 207 o

5. Peti rajzolt egy otszoget. Ezutan meghatarozta az oldalak és az 4tlok hosszat. Lehetséges-e,
hogy ezekre pontosan négy kiilonbozo értéket kapott tgy, hogy az egyik érték egyszer, a
masik kétszer, a harmadik haromszor, a negyedik négyszer fordult el6?

1. Egy négyjegyli pozitiv egész szdm minden szamjegye kiilonbozé. Azt is tudjuk, hogy ha
az elsé szamjegyet elhagyjuk, akkor egy 9-cel oszthatd, ha a mésodikat, akkor egy 2-vel
oszthatd, ha a harmadikat, akkor egy 5-tel oszthatd, ha a negyediket, akkor egy 4-gyel
oszthato haromjegyl szamot kapunk. Hany ilyen négyjegyii szam van?

2. Egy 4 cm oldali négyzetet kettévagtunk az atldja mentén, majd a kapott ABC és XY Z
haromszogeket az abra szerint helyeztik el. Az AB és X7 szakaszok parhuzamosak, F
pedig éppen az AB szakasz felez6pontja. Tudjuk, hogy a C'H.J hdromszog teriilete 3 cm?2-rel
nagyobb a GHY haromszog teriileténél. Milyen hosszi az F'X szakasz?

C
Y
H
G
J
A F B
7 * X
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3. Egy n x n-es négyzetracs bal felsé sarokmezéje fekete, a tobbi fehér. Minden 1épésben
kivalaszthatunk egy olyan fehér mezot, amelynek paratlan szamu fekete oldalszomszédja
van, és beszinezhetjiik feketére. Elérheté-e ilyen 1épésekkel, hogy minden mez6 fekete legyen,

ha
a) n="77
b) n =87

©

4. Van-e olyan 2016 oldali sokszog, amelynek barmely két oldalegyenese metszi egymast, és
minden metszéspont a sokszog belsejében vagy hatdaran talalhatd?

8. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Sarkanyorszagban minden sarkanynak legalabb 3 feje van. Azok a sarkényok, amelyeknek
paratlan sok fejik van, mindig igazat mondanak, amelyeknek paros sok, mindig hazudnak.
Négy sarkany éppen bridzselt, amikor megkérdezték Oket, hogy négytliknek Osszesen hany
fejiik van. A kovetkezo valaszok érkeztek: 14, 15, 16, 20. Hany feje van Osszesen az igaz-
mondé sarkdnyoknak? Add meg az Osszes lehetdséget! o

2. Egy kor mentén elhelyeztiink n darab pozitiv egész szamot gy, hogy barmely két szomszédos
szam kozil az egyik osztoja a masiknak, ugyanakkor a nem szomszédos szamparok egyike
sem all 0szté-tobbszoros viszonyban.

Dontstik el, hogy a 3 < n < 20 szamok koziil melyekre lehetséges ez. o

3. Az ABC héaromszog oldalait a beirt kore az Ay, By, C; pontokban érinti (az A, pont a BC', a
By pont az AC, a Cy pont az AB oldalan talalhatd). Bizonyitsd be, hogy ha AA; = BBy =
C (Y, akkor a haromszog szabalyos. °

4. Egy szambol kivonjuk a szamjegyeinek 0sszegét. Hanyféle kiillonbozo szamot kapunk, ha az
eloz6 eljarast végrehajtjuk az 0sszes haromjegyli szamon?

5. Keresd meg az Osszes olyan (végtelen) szamtani sorozatot, amely teljesiti a kovetkezo
feltételeket:
(i) a sorozat tagjai pozitiv egész szamok,
(ii) a sorozat minden tagja nagyobb, mint az 6t megel6zé tagok,
(iii) ha egy szdm tagja a sorozatnak, akkor a szamjegyeinek Osszege is tagja a sorozatnak.
(Egy szamtani sorozatban barmely két egymast kévetd tag kiilonbsége dllandd.) o
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8. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Harom egymadst kéveté haromjegyil szamot (az eredeti sorrendjiitkben) egymds utén frunk,
igy egy kilencjegyli szamot kapunk. Igaz-e, hogy az igy kapott szdm mindig oszthat6 3-mal?

©

2. Egy 8 x 8-as pontracs pontjait két jatékos felvaltva koti ossze szakaszokkal. Két szakasznak
nem lehet kozos pontja. (A végpontjuk sem lehet kozos.) Aki nem tud lépni, veszit. Van-e
valamelyik jatékosnak nyerd stratégidgja? Ha igen, adj is meg egy nyero stratégiat. °

3. Egy n X n-es négyzetracs bal felso sarokmezdje fekete, a tobbi fehér. Minden lépésben
kivalaszt-hatunk egy olyan fehér mez6t, amelynek paratlan szamu fekete oldalszomszédja
van, és beszinez-hetjiik feketére. Elérheto-e ilyen 1épésekkel, hogy minden mezo fekete legyen,
ha
ayn=71

b) n = 8? ()

4. A hegyesszogii ABC haromszog magassagpontja M, koréirt korének kozéppontja O, a BC ol-
dal felez6pontja F' és az A csicsbdl induld magassag talppontja T'. Tudjuk, hogy MOFT egy
egységnyi oldali négyzet. Mekkora a hdromszog teriilete? (A hdromszog magassagpontjénak
nevezzilk a magassidgvonalak metszéspontjat.)
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Megoldasok

w Megyei forduld

1. — Tobbet eszel, mint én! — mondta méltatlankodva Hernyo Alteknéenek.
— Nem is igaz! — valaszolta felhaborodva Alteknéc.
— Mindketten tévedtek — csititotta ¢ket Alice, hangjaban enyhe szemrehdnyassal.
Mire Fehér Nyl a vilag legszelidebb hangjan flizte véleményét az elhangzottakhoz:
— Mindnyajatoknak igaza van.
A négy allitas kozil hany igaz?

Herny6 és Alteknéc 4llitasa ellentmond egymasnak, e két allitas egyike igaz, a masik hamis.
fgy Alice allitasa nem lehet igaz, mert mindkét allitast hamisnak mondja.

Fehér Nyulé sem lehet igaz, mert 6 igaznak mondja a két ellentmond¢ &llitast. Az elsé két
allitas kozil az egyik igaz, az 0sszes tobbi allitdas hamis. Vagyis 1 igaz allitas van. o

2. frjuk be 1-t6l 10-ig a szamokat a sziirke haromszogekbe gy, hogy minden fehér

haromszogben a vele oldallal szomszédos haromszogekbe irt szamok Osszege szerepeljen.

22

12 10 20

Az egyetlen helyes kitoltés: o
9
22
3 10
6 19
2 1 8

12 10 20
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3. Osszuk fel az itt lathato alakzatot
a) 3
b) 5
c) 15

egybevigd (tiikrozést is megengedve egymédssal fedésbe hozhatd) részre.

3 egybevagd részre az alabbi mdédon bonthatjuk fel az alakzatot:

5 egybevagd részre az alabbi mdédon bonthatjuk fel az alakzatot:

15 egybevagd részre az alabbi mdédon bonthatjuk fel az alakzatot:

AN

Megjegyzés. Mind a 3 részfeladatra egyéb megfelel6 megoldasok is léteznek. O
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4. 2016 darab szomszédos egész szamot Osszeadva kiilonbozd osszegeket kaphatunk. FEzek
koziil az 6sszegek kozil melyik all legkozelebb a 0-hoz?

0 csak paratlan darabszamu szomszédos egész Osszegeként all el gy, hogy kozépen a 0 all,
és minden szam az ellentettjével egyiitt szerepel az 6sszegben. 2016 : 2 = 1008. —1007-t61
+1007-ig 2015 db szomszédos egész van, ezek osszege 0. Ha az 1008-at, vagy a —1008-at
az Osszeghez vessziik, 2016 db szomszédos szamunk van, s ezek Osszege 1008, vagy —1008,
melyek egyenl6 tavolsdgra vannak a 0-t6l. Ha a szamsort a negativ irdnyban ,,toljuk el”, az
Osszeg -1008-ndal kisebb lesz, ha pozitiv irdnyban, akkor 1008-nal nagyobb lesz. (Ez azért
igaz, mert az els6 esetben pozitiv szamo(ka)t kihagyunk az Gsszegbdl, negativa(ka)t pedig
hozzatesziink, a méasodikban pedig forditva.) A 0-hoz legkézelebbi 6sszeg 1008, vagy —1008.

5. Van sok egyforma 4 x 9-es téglalapunk. FEzekbol nagyobb téglalapokat szeretnénk
hézagmentesen, a kisebb téglalapok atfedése nélkiil 6sszerakni. Sikeriilhet-e ez, ha a nagy
téglalap oldalai

a) 20 x 71;
b) 19 x 72;
c) 21 x 727

a) A kis téglalapok teriilete 4 - 9 = 36 egység. A nagy téglalap tertilete 20 - 71 = 1420, ami
nem oszthaté 36-tal, ezért ez a téglalap nem rakhato ki.

b) A 19 egységnyi oldalt nem lehet kirakni 4 és 9 hosszu oldalak segitségével, mert 19 =
2:94+1=1-9410 = 0-9+19 és tudjuk, hogy legfeljebb két 9 hosszi oldalt hasznalhatunk.
Mivel a maradék egyik esetben sem oszthato 4-gyel, ezért ez a téglalap sem rakhato ki.

c) Osszuk fel a 21 x 72-es téglalapot két téglalapra. Legyenek ezek 12 x 72-es, illetve 9 x 72-es
méretiiek. Az el6bbi kirakhaté 3 x 8 kis téglalappal, a masodik pedig 18 téglalappal.

Megjegyzés. A c) résznél egyéb kirakds is lehetséges.

o

\.

r—m Megyei fordulo

1. Az1,2,3,...,9szamokat hanyféleképpen lehet tigy sorbarendezni, hogy nem allhat egymas
mellett két paratlan szam?
(Az 1,2,3,4,5,6,7,8,9 tehat egy megfelel§ sorozat, mig a 3,2,1,4,5,7,6,8,9 nem, hiszen
az b és a 7 szomszédosak. )

Mivel 9 szam van és ebbdl 5 paratlan, amik nem &allhatnak egymas mellett, ezért feltétleniil
paratlan, paros, paratlan, paros, paratlan, paros, paratlan, paros, paratlan sorrendben
kell dllniuk a szamoknak. Mivel mas feltétel nincs, igy minden olyan sorrend megfelelo,
amelyben igy allnak a szamok.

A 4 paros szamot a 4 helyre 4 -3 -2 -1 = 24-féleképpen helyezhetjiik el. Hasonldéan az 5




XLV. verseny 2015—-2016.

Megoldasok

2.

helyre az 5 paratlan szamot: 5-4-3-2-1 = 120-féleképpen. Mivel a paratlanok és a parosak
elhelyezése fliggetlen egymastol, ezért osszesen 24 - 120 = 2880 megfelel6 elhelyezés van. o

Egy négyjegyi pozitiv egész szamrol a kovetkezoket tudjuk:

1) Minden szamjegye kiilonb6zé.

2) Széamjegyeinek Osszege megegyezik 2016 szamjegyeinek Osszegével.
3) Szamjegyeinek szorzata megegyezik 2016 szamjegyeinek szorzataval.
Melyik a

a) legkisebb
b) legnagyobb
ilyen szam?

Mivel a keresett szamok szamjegyeinek a szorzata 0, és minden szamjegyiik kiilonbozo, igy
mindkét szamban pontosan egy 0 szamjegynek kell szerepelnie.

a) Mivel négyjegyli szamrél van sz6, ezért az elsé szdmjegy nem lehet 0, és minél kisebb
az elsO szamjegy, anndl kisebb a szam, ezért valasszuk az elsd szdmjegyet 1-nek. Ezen
beliil minél kisebb a masodik szamjegy, annal kisebb a szam, és a masodik szamjegy mar
lehet 0, igy vélasszuk ezt. Mivel a szamjegyek Osszege 9 (2404 146), ezért a harmadik
és negyedik szamjegy oOsszegének 8-nak kell lennie. Minél kisebb a harmadik szamjegy,
annal kisebb a szam. Mivel az elsé szamjegy 1, igy a legkisebb szdba jovo harmadik
szamjegy a 2. Vagyis a keresett szam az 1026.

b) Minél nagyobb egy négyjegyii szam elsé szamjegye, anndl nagyobb a szdm. Vélasszuk
tehat az elso szamjegyet a lehetd legnagyobbra. Mivel a szamjegyek mind kiilonbozoek,
a harom legkisebb szamjegy Osszege legaldabb 041+42=3. Ezért a legnagyobb szamjegy
legfeljebb 6 lehet, hiszen a jegyek Osszege 9. Az els6 szamjegy tehat a 6-os. Tovabbra is
a nagyobb szamjegyeket minél el6bbre érdemes tenni, hiszen anndl nagyobb lesz a szam.
Mar csak a 2, 1,0 szamjegyek hasznalhatok. fgy a legnagyobb szam a 6210.
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a) frjuk be 1-t6l 10-ig a szamokat a sziirke haromszogekbe 1gy, hogy minden fehér
haromszogben a vele oldallal szomszédos haromszogekbe irt szamok Osszege szerepeljen!

b) Lehet-e taldlni két kitoltést, amelyekben a kozépsé haromszogbe irt szam kiilonbozik?

22

12 10 20

a) Az egyetlen helyes kitoltés:

9
22
3 10
6 19
2 1 8

12 10 20
5!

b) Els6 megoldds. Nézziik az abrén e-tal jelolt harom haromszogeket. Az ezekbe irt szamok

Osszege 6, tehat ezen a harom mezon kell lennie az 1, 2, 3 szamoknak.
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Tekintsiik most az abran B-tel jelolt két mezoét. A legkisebb két ideirhato szam a 4 és az
5. Emiatt a kozépso mezobe csak az 1 keriilhet, hiszen a két B-tel jelolt haromszogbe és
a kozépsobe irt szamok osszege 10. Tehat nincs két olyan kitoltés, amelyben a kézépso
mezobe irt szamok kiilonboznek. Masodik megoldas.

*
22
* *
6 19
* *
12 10 20

A 10 beirt szam 6sszege 1 +2 4+ 3 + ...+ 10 = 55. Tudjuk, hogy az dbran sk-gal jelolt
szamok Osszege 22 + 12 + 20 = 54. A megjelolt szamok kozott csak a kozépsé mez6
szama nem szerepel, igy annak feltétlentil 1-nek kell lennie.
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4. Osszuk fel az itt lathato alakzatot
a) 3
b) 5
c) 15

egybevigé (tiikrozést is megengedve egymédssal fedésbe hozhatd) részre!

3 egybevagd részre az alabbi mdédon bonthatjuk fel az alakzatot:

5 egybevagd részre az alabbi mdédon bonthatjuk fel az alakzatot:

15 egybevagd részre az alabbi médon bonthatjuk fel az alakzatot:

AN

Megjegyzés. Mind a 3 részfeladatra egyéb megfelel6 megoldéasok is léteznek. O




Megoldasok

XLV. verseny 2015—-2016.

5. A kirdly leghtiségesebb szolgédldjanak a kovetkez6 ajanlatot teszi:
,,Ebben a ladaban 2016 aranytallér van. Minden nap két lehetdség koziil valaszthatsz.
1) Ha a ldddban péros szamu aranytallér van, elveheted az aranytalléroknak pontosan a
felét.
2) Visszatehetsz a ldddba pontosan 10 aranytallért az addig megszerzett aranyakbdl.
Rajtad kiviill més nem fog sem betenni, sem kivenni aranyat. Ezt addig folytathatod,
ameddig csak szeretnéd.”
Legfeljebb hany tallér jutalmat szerezhet igy a ladabdl a szolgald, és hogyan tudja ezt elérni?

2015 aranytallér megszerezheto. Vildgos, hogy ez a lehetd legtobb, hiszen 1 aranytallérnak
mindenképpen maradnia kell minden 1épés utan. Az els6 tipusu lépésben marad arany
feltétleniil, hiszen pozitiv szam fele is pozitiv, mig a masodik 1épés noveli az aranyak
szamat. A kovetkez6 1épéssorozatot kovetéen 1 aranytallér marad a lddaban, vagyis 2015
aranytallért szerez az, aki ezt végrehajtja:

2016 -5 1008 2 504 2 514 2 524 2 21024 L5102 Looge 2 g g Do Doyl

Megjegyzés. Mas lépéssorozatokkal is elérhetd, hogy egyetlen aranytallér maradjon a
lad4aban. (1)

M Megyei fordulo

1. 20 teljesen azonos golyo belsejében elhelyeztiik a pozitiv egész szamokat 1-t6l 20-ig, majd
a golydkat egy dobozba tettiik. FEzt kovetoen egyesével elkezdjiik kihtzni a golydkat és
azonnal megallunk, ha az addig kihuzott golyékban 1év6 szamok

a) szorzata
b) Osszege

paros. Mindkét esetben add meg, hogy mi az a legkisebb szam, ahany hizasnal tobb
biztosan nem torténhetett.

A szdmok szorzata akkor és csak akkor lesz péaros, ha van kozottikk paros. Tehat az elso
esetben az els0 paros szamot tartalmazd golyd felbukkandasdig fog tartani a hiuzas. Mivel
10 paratlan szamot tartalmazé golyé van, igy legfeljebb 11 golyot huzhattunk ki ebben
az esetben. Ha az els6 paros Osszegig huzunk, akkor ha az elsé golyoban paros szam van,
akkor rogton véget is ér a hizas. Ha az els6 golyoban paratlan szam van, akkor a kovetkezo
paratlan szamot tartalmazé golydig fog tartani a hizas. Mivel 6sszesen 10 paros golyd van,
igy legfeljebb 1 + 10 4+ 1 = 12 goly6t huzhatunk ki ebben az esetben a dobozbdl.
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Egy 2 x 2-es négyzetracs 3 x 3 racspontja kozil legfeljebb hanyat szinezhetiink pirosra,
hogy ne legyen olyan téglalap, amelynek mind a négy csicsa piros?

6 pontot ki lehet valasztani példaul az abran lathaté maédon.

Ha ki lehetne valasztani 7 pontot, a skatulyaelv alapjan az egyik sorb6l mindharom pontot
ki kéne valasztani. Ezen kiviil még kell lennie 4 pontnak, tehat a maradék két sorbol az
egyikben legalabb két pontnak kell lennie. Azonban ez a két pont és a harom kivalasztott
pontot tartalmazod sor azon két pontja, melyek egy oszlopban vannak ezzel a két ponttal,
téglalapot alkotnak. Megjegyzés. A konstrukciénal ellenorizni kell azt is, hogy a négy
oldalfelez6 pont ne legyen kivélasztva, hiszen azok négyzetet (és igy téglalapot) alkotnak.

o

Gondoltunk egy héaromjegyti szamra. Tudjuk, hogy az alabbi 7 allitds nem mind igaz, de
az egymast koveto allitasok koziil legalabb az egyik igaz.

A) A szdm oszthaté T-tel.

B) A szam oszthatd 11-gyel.

C) A szam oszthaté 13-mal.

D) A szdm oszthatd 77-tel.

E) A szém oszthaté 91-gyel.

F) A szam oszthaté 143-mal.

G) A széam utolsé szamjegye 5.

Mi lehet a gondolt szam?

Mivel 77 = 7-11 és 91 = 7-13, és a D) és E) dllitasok koziil legaldbb az egyik igaz, a
szam biztosan oszthatd 7-tel. Hasonldan, mivel 143 = 11 - 13, és az E) és F) allitdasok koziil
legaldbb az egyik igaz, a szdm biztosan oszthaté 13-mal. Tehat az A) és C) allitasok biztosan
igazak. Ha a B) 4llitds is igaz lenne, akkor a szdm oszthat6 lenne 7 - 11 - 13 = 1001-gyel,
tehat nem lehetne haromjegyti. fgy a B) allitds hamis. Tehat a szdm oszthaté 7-tel és
13-mal, de 11-gyel nem. Igy a D) és F) allitdsok hamisak, az E) allitds igaz. Mivel F') hamis,
G)-nek igaznak kell lennie. Tehdt a szdm 5-Osre végzddik, azaz 5-tel oszthaté és paratlan.
A szam 91-gyel is oszthaté az E) éllitas miatt, igy 5-91 = 455-tel is oszthatdé. Mivel a szdm
paratlan és haromjegyti, csak a 455 felel meg. Tehat a gondolt szam a 455. o
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D.

Van rengeteg 1 x 1-es és rengeteg 9 x 9-es négyzetiink. Ki lehet-e valasztani koziilik 2222
darabot 1gy, hogy Ossze lehessen beloliik allitani egy nagyobb négyzetet?

Els6 megoldas. Tegyiik fel, hogy k darab 9 x 9-es és 2222 — k darab 1 x 1-es négyzetet
véalasztottunk. Ekkor az Gsszteriiletiitk 81k 4 (2222 — k) = 80k + 2222. Mivel 80k oszthatd
10-zel, ezért 80k + 2222 utols6é szamjegye 2. Négyzetszam utolsé szamjegye viszont nem
lehet 2. Tehdat 80k 4 2222, azaz a négyzeteink Osszteriilete nem lehet négyzetszam. fgy nem
lehet beldliik nagyobb négyzetet 0sszedllitani.

Masodik megoldas. Tegyiik fel, hogy k darab 9 x 9-es és 2222 — k darab 1 x 1-es négyzetet
valasztottunk. Ekkor az Osszteriiletiik 81k + (2222 — k) = 80k + 2222. Ez az érték biztosan
paros, de a fele, 40k 4+ 1111 biztosan paratlan, igy 80k + 2222 nem oszthatd 4-gyel. A
paros négyzetszamok viszont 4-gyel is oszthatéak. Tehat 80k + 2222, azaz a négyzeteink
ossztertilete nem lehet négyzetszam. fgy nem lehet beldliik nagyobb négyzetet Osszeallitani.

o

Az abran lathato alakzatot négyzetekbol allitottuk Gssze. Hatarozd meg azt az egyenest,
amely dthalad az alakzat bal alsé csicsan (az dbran feketével jelolve), és felezi az alakzat
teriiletét. Vélaszodat indokold!

Els6 megoldds. Kossiik Ossze a bal alsd csicsot a 3 négyzetet tartalmazd sor utolséd
négyzetének jobb felsd csicsavall Megmutatjuk, hogy az igy kapott egyenes felezi az alakzat
tertiletét.

Tekintsiik az alsé hdrom sor bal szélén 1év6 3-3 négyzetbdl all6 alakzatot. Ez kozéppontosan
szimmetrikus a kozépen 1évo négyzet atldoinak metszéspontjara. Mivel az egyenesiink athalad
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ennek az alakzatnak a szimmetriakozéppontjan, ezért felezi annak a tertiletét. Marad még
a legfels6 3 négyzet az egyenes egyik oldalan, és a jobb alsé 3 négyzet az egyenes masik
oldalan. Ezeknek a tertilete is egyenld. Igy az egyenestink felezi a 15 négyzetbol all6 alakzat
teriiletét.

Masodik megoldas. Kossiik Ossze a bal alsd cstcsot a 3 négyzetet tartalmazd sor utolsod
négyzetének jobb felsd csiucsavall Megmutatjuk, hogy az igy kapott egyenes felezi az alakzat
tertiletét.

Allftsunk merdlegest a 3 négyzetet tartalmazé sor utolsé négyzetének jobb felsd cstucsabol
az alakzatot alulrél hatarold egyenesre. fgy az egyenesiink alatt egy derékszogli haromszog
keletkezik. Ennek teriilete % = 6 négyzet teriiletének felel meg. Az egyenesiink ugyanezen
oldalan még 1,5 négyzet talalhato, igy Osszesen 7,5 négyzetegységnyi teriilet taldlhatd az
egyenesiink egyik oldalan. Ez éppen a 15 négyzetbdl allo alakzat teriiletének a fele. fgy az
egyenestink felezi a 15 négyzetbdl allo alakzat teriiletét.

r—w Megyei fordulo

1. Egy 2 x 2-es négyzetracs 3 x 3 racspontja kozil legfeljebb hényat szinezhetiink pirosra,
hogy ne legyen olyan téglalap, amelynek mind a négy csticsa piros?

6 pontot ki lehet valasztani példaul az abran lathaté modon.

Ha ki lehetne valasztani 7 pontot, a skatulyaelv alapjan az egyik sorb6l mindharom pontot
ki kéne valasztani. Ezen kiviil még kell lennie 4 pontnak, tehat a maradék két sorbdl az
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egyikben legalabb két pontnak kell lennie. Azonban ez a két pont és a harom kivalasztott
pontot tartalmazod sor azon két pontja, melyek egy oszlopban vannak ezzel a két ponttal,
téglalapot alkotnak. Megjegyzés. A konstrukciénal ellenorizni kell azt is, hogy a négy
oldalfelez6 pont ne legyen kivélasztva, hiszen azok négyzetet (és igy téglalapot) alkotnak.

o

2. Van rengeteg 1 X 1-es és rengeteg 9 x 9-es négyzetiink. Ki lehet-e valasztani koziilik 2222
darabot gy, hogy Ossze lehessen beloliik allitani egy nagyobb négyzetet?

Els6 megoldas. Tegyiik fel, hogy k darab 9 x 9-es és 2222 — k darab 1 x 1-es négyzetet
véalasztottunk. Ekkor az Osszteriiletiitk 81k 4 (2222 — k) = 80k + 2222. Mivel 80k oszthatd
10-zel, ezért 80k + 2222 utols6é szamjegye 2. Négyzetszam utolsé szamjegye viszont nem
lehet 2. Tehdat 80k 4 2222, azaz a négyzeteink Osszteriilete nem lehet négyzetszam. fgy nem
lehet beldliik nagyobb négyzetet 0sszedllitani.

Masodik megoldas. Tegyiik fel, hogy k darab 9 x 9-es és 2222 — k darab 1 x 1-es négyzetet
véalasztottunk. Ekkor az Osszteriiletitk 81k 4 (2222 — k) = 80k + 2222. Ez az érték biztosan
paros, de a fele, 40k 4+ 1111 biztosan paratlan, igy 80k + 2222 nem oszthatd 4-gyel. A
paros négyzetszamok viszont 4-gyel is oszthatéak. Tehat 80k + 2222, azaz a négyzeteink
ossztertilete nem lehet négyzetszam. fgy nem lehet bel6liik nagyobb négyzetet 0sszedllitani.

o

3. Keressiik meg azokat az abed négyjegyt és Tyz haromjegyli szamokat, amelyekre a kovet-
kezok igazak: abed =70 -7yz, r =a—b,y=0—c, z=c—d.

d = 0, hiszen 70 - TyZ oszthaté 10-zel. Egyszeriisitve az egyenléséget: abc = 7 - Tyz. «
csak 1 lehet, kiilonben 7yz legaldbb 200, és akkor a 7-szerese mar négyjegyti szam. Mivel
2z = c—d = ¢, igy c olyan szam, melynek 7-szerese ugyanarra a szamjegyre végzodik, mint c.
Tehdt ¢ = 0 vagy ¢ = 5. Mivel 1 =z = a — b, igy a eggyel t6bb b-nél. a legaldbb 7 (hiszen
7 - Tyz legaldbb 700), igy a kévetkez6 6 lehetOség van abe-re: 760, 870, 980, 765, 875, 985.
Ezek koziil csak a 875 lesz j6. A feladat egyetlen megolddsa: abed = 8750, 75z = 125. o

4. A kirdly leghtiségesebb szolgdléjanak a kovetkezo ajanlatot teszi:
,,Ebben a laddban 2016 aranytallér van. Minden nap két lehetoség koziil valaszthatsz.
1) Ha a ldddban péaros szamu aranytallér van, elveheted az aranytalléroknak pontosan felét.
2) Visszatehetsz a ldddba pontosan 77 aranytallért az addig megszerzett aranyakbdl.
Rajtad kiviil mas nem fog sem betenni, sem kivenni aranyat. Kzt addig folytathatod,
ameddig csak szeretnéd.”
Legfeljebb hany tallér jutalmat szerezhet igy a ladabdl a szolgald, és hogyan tudja ezt elérni?

Vegyiik észre, hogy a 2016 oszthato 7-tel. Ha egy 1épés el6tt az aranytallérok szama oszhato
7-tel, a 1épés utédn is az marad: 7-tel oszthat6 paros szamnak a fele is oszthaté 7-tel (példaul
a szamelmélet alaptétele alapjdn), és egy 7-tel oszthaté szdmot 77-tel novelve ismét 7-tel
oszthato szamot kapunk, hiszen a 77 oszthatd 7-tel, és két T-tel oszthatd szam oOsszege
oszthatd 7-tel. Azt is észrevehetjiik, hogy a ladaban mindig marad legalabb egy aranytallér:
pozitiv szam fele is pozitiv, és pozitiv szdamot novelve pozitiv marad. fgy legalabb 7
aranytallérnak maradnia kell a végén a ladaban: 7 a legkisebb 7-tel oszthaté pozitiv egész.
Ez meg is valésithaté példaul a kovetkezé médon (mohé algoritmussal, csak akkor néveliink
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77-tel, ha muszaj, mert felezni nem tudunk):

2016 2% 1008 2 504 2 252 2% 126 2 63 25 140 25 70 2 35 2 112 2 56 2 08 2 14 s 1

[gy a megszerezhetd aranytallérok maximalis szdma: 2016-7=2009. o

5. Adott két egyenlo sugari kor, melyek egymést az A és a B pontban metszik. Felvesziink
egy P pontot az AB szakasz B-n tili meghosszabbitasan. A P pontbdl érint6t huzunk a
két korhoz tgy, hogy az érintési pontok, X és Y az AB egyenesének ugyanarra az oldalara

essenek. Tudjuk, hogy a rovidebb X B és a rovidebb BY koriv egyiitt egy negyedkorivet
tesz ki. Mekkora szoget zar be az XY és az AB egyenes?

Az abra jeloléseit hasznéljuk. Tikrozziik az X pontot az AB egyenesre. X tiikkorképe, X' a
mésik koron lesz, mert a két kor szimmetrikusan helyezkedik el az AB egyenesre nézve (az
egyenld sugarak miatt). PX = PX' a tiikrozés miatt és PX’ = PY, mert egy pontbdl egy
korhoz huzott két érintoszakasz egyforma hosszi.tehat PX = PY.

Mivel a rovidebb BX és a rovidebb BX'
iv egyforma hosszu a tikrozés miatt, igy a
feladat feltétele alapjan a révidebb Y X' iv
egy negyedkoriv. Ez pedig azt jelenti, hogy
az X'PY < szog derékszog (hiszen a PY és
a PX' sugarak mer6legesek egymaésra a ne-
gyedkoriv miatt). Jeldlje a BPY < szoget
x. Ekkor BPX< = BPX'a< = 90° —
x, és igy YPX< = 90° — 2z. Mivel az
XY P haromszog egyenloszaru, igy XY P<t =
Y XP< = 45° 4+ x. Mésrészt az XY P< sz6g
a CPY haromszog kiilso szoge, igy egyenld a
nem mellette fekvo két belso szog Osszegével.
Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy a keresett
szog, PCY < = 45°.
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1. Az Gsszes 3-jegyu szamot felirtuk egy-egy kartyara, és ezeket mind beledobtuk egy zsakba.
Hényat kell kihiznunk a zsakbdl bekotott szemmel, hogy a kihuzottak kozott biztosan
legyen kettd olyan, melyekben a jegyek Osszege megegyezik?

Egy hdromjegyli szdm szamjegyeinek Osszege legalabb 1 (100), 0-val nem kezd6dhet, ezért
legaldbb egy darab 1-est kell tartalmaznia, és legfeljebb 27 (999), mert a 9-es a legnagyobb
szamjegy, és ebbdl legfeljebb harom darab lehet. 1 és 27 kozott minden szam létrejohet
szamjegyosszegként. Példaul 100-t6l indulva mindig csak egy szamegyet noveliink eggyel,
és amelyik mar elérte a 9-et, azt mar nem valtoztatjuk. fgy minden lépésben eggyel né a
szamjegyOsszeg, és elérjik a 999-et. (Az is elfogadhatd, ha a versenyz6 minden Osszegre
mutat példat.) 27-féle Gsszeg van, tehdt legfeljebb 27 szdmot huzhatunk. Ha 28-at hizunk,
biztosan lesz két egyforma szamjegyosszeg. Tehat 28 szamot kell htiznunk. o

2. Egy kéartyapakli lapjain 4 féle figura lehet: egy kutya, egy kutyahaz, egy labda és a kutyan
nyakorv. Mindegyik lapon van kutya, viszont a tobbi figura vagy van, vagy nincs a lapokon.
Nyakorvbdl és labdabdl tobbféle is akad, mig kutya és kutyahaz csak egyféle van. Egy-egy
kartyan akdar mind a 4 figura is ott lehet. A pakliban nincs két egyforma lap. Tudjuk még
a kovetkezoket is:

(1) Egy olyan lap van, amin csak kutyus taldlhato.

(2) Olyan, amelyiken nincs kutyahéz, és labda sincs, 3 db van.
(3) Se kutyahéz, se nyakorv nincs 4 lapon.

(4) 12 lapon van kutyahaz.

(5) Nincs kutyahdza, de van nyakérve 8 kutyusnak.

Hany lapos a kartyapakli?

Elsé megoldas. Készitsiink halmazabrét, és irjuk bele az adatokat! (1) Ez az egy lap az
abran kiviilre keriil. (2) ,,olyan, melyen nincs haz és nincs labda, 3 van”, de ezek kozott ott
van az is, amelyiken csak kutya van, igy a csak nyakorves mezébe 2 keriil. (3) nincs haz
és nincs nyakorv 4 lapon, de ezek kozott is ott van a csak kutyés lap, ezért a csak labdas
mezo6be 3 lap keriil. (5) A nyolc hazatlan nyakorves kutyus koziil csak 2 nyakorves, a tobbi
6-nak labda jut, ez a 6 keriil az L és az NY kozos részébe. (4) A 12 kutyahdzas lap a H
halmaz 4 mez6jében barhogy lehet, de masutt nem, ezért a beirt szamok 0Osszege a lapok
szama: 14+2+3+6+12=24.
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—_

r+y+z+w=12

Masodik megoldas. Hasonl6 az el6z0hoz, csak abra nélkil. A feltétel szerint biztosan van
olyan lap, amin csak egy kutya lathatd. Az Gsszes tobbi lapon legalabb 2 figura van, amibdl
az egyik kutya. 3 lapon nincs se kutyahaz, se labda. Ebbdl az egyik az, amelyiken csak
kutya van. Tehdt van még 2 lap, amelyen 1-1 nyakorves kutya lathaté. Ez eddig 6sszesen 3
lap. Mivel 4 lapon se kutyahdz, se nyakorv nincs, igy a csak kutyat tartalmazé lapon kiviil
kell lennie 3 lapnak, amelyen 1-1 kutya lathaté labdaval. Ez az elozéekkel egyiitt eddig 6
lap. Az eddigi lapok egyikén sem volt kutyahéz, igy a (4) feltétel alapjén van még 12 lap,
melyeken szerepel kutyahaz. Ahhoz, hogy a lapok kiilonbozoek legyenek, ezek koziil legalabb
11-en labdanak vagy nyakorvnek kell lennie. Ez eddig 6sszesen 18 lap. Az (5) feltétel szerint
8 olyan kutyus van, amelyiknek nincs kutyahaza. Mivel ilyen eddig 2 volt, még kell lennie
6-nak. Osszesen tehdt 24 lapos a pakli.

Harmadik megoldas. A kartyaknak harom tulajdonsdga van, kutyahaz, nyakorv, labda.

A kutyahaz ,,értéke” 0 vagy 1 aszerint, hogy van a lapon kutyahaz, vagy nincs. A nyakorv
értéke 0,1 vagy 2, hiszen a (2) feltétel alapjén nyakorv alapjan a kartydk haromfélék lehetnek.
A labda értéke 0, 1, 2 vagy 3, hiszen a (3) feltétel alapjan labda alapjan a kéartydk négyfélék
lehetnek. Ha van kutyahaz, akkor nyakorvbél és labdébdl a lehetséges 3 -4 = 12 varidciébol
mindegyiknek el kell fordulnia a (4) feltétel alapjan. (5) alapjan ha nincs kutyahdz de van
nyakorv, akkor nyakorvbol és labdabol a lehetséges 2 - 4 = 8 varidciobdél mindegyiknek el
kell fordulnia. Ha nincs kutyahdz és nincs nyakorv, akkor ladbabdl mind a 4 lehetoségnek
el6 kell fordulnia. Ezek szerint a lehetséges 2 - 3 - 4 = 24 variacié mindegyikének el6 kell
fordulnia, tobb lehetoség pedig nincs, mert minden kartya kiilonb6zo. o
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3. Egy 4 x 4-es tablan helyezz el 4 korongot tigy, hogy a sorok, oszlopok, valamint a négyzet
két atléjanak egyikében se legyen egynél tobb korong! Hany kiilonb6z6 megoldas van, ha a
forgatassal egymasra vihetoket egyformanak tekintjiik?

N W

1. eset: valamelyik sarokban szerepel korong. Forgassuk el a tablat ugy, hogy ez az a4
sarok legyen. Az abran X jeloli azokat a mezoket, ahova mar nem tehetiink korongot. Most
a 3-as sorban még két lehetdség van, a ¢3 és a d3 mezo.

4| O XXX
3| X X
2| X| | X
1 < X
a b ¢ d

Valasszuk a ¢3 mezot, és tegylink X-eket ¢3 soraba, oszlopaba és atlojaba! Mar csak két
szabad mezonk maradt, d2 és b1, ezek jok is. Az 1. j6 megoldas tehdt a4, ¢3, bl, d2.

O XXX 410
XIXO[X
XXX
X X

O

N W~
N W

O

X1 O

d a b ¢ d

b

Most vélasszuk a d3 mezot, és tegyiink X-eket d3 sordba és oszlopaba. Ezutan bl-re nem
tehetlink korongot, mert a negyedik korongot nem tudnank elhelyezni, ezért csak b2-re és
cl-re keriilhet a tovabbi két korong. A 2. j6 megoldas tehat a4, b2, cl, d3.

XX 40O
XX 3 O
X 2| O
1 O

a b ¢ d

N W

= X X X|O

=~ X[ X]O] X

b ¢

2. eset: egyik sarokban sem szerepel korong. Ekkor a 4-es sorban a b4 és a ¢4 mezok egyikébe
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tehetiink korongot (vegyiik észre, hogy ezek a mez&k nem forgathaték egymasba). Vélasszuk
eloszor bd-et.

X|O|XX

N W~

1 X

a

X

c d

= X X1 X|O

Ekkor az a oszlopban két lehetoséglink van: a3 és a2. Ha a3-at valasztjuk, csak a cl és a
d2 mezok maradnak valaszthatok, ha pedig a2-t, akkor a cl és a d3 mezoket vélaszthatjuk.
(Ne feledjiik, a sarokmezoket mér nem véalaszthatjuk.) fgy kapjuk a 3. és a 4. j6 megoldast.
Ha c4-et valasztjuk, teljesen hasonlé moédon kapunk még két megoldast, viszont abbdl az
egyik 90 fokos forgatassal fedésbe hozhaté az el6z6 a3, b4, cl, d2 megoldassal. A feladatnak
tehat 5 j6 megoldédsa van.

O O O

O

N W

N W
N W

o

Egy matekverseny masodik forduléjaba 340 gyerek jutott be. A fiik szdmdanak 2/3 része
egyenld a lanyok szaméanak 3/4 részével. Hany ldny jutott a mésodik forduléba?

Elsé megoldds. A fiik széamanak 2/3 része egyenl6 a lanyok szaméanak 3/4 részével, legyen
ez a szam N.

A fidk szdma N 3/2 része. A lanyok szama N 4/3 része. Az Gsszlétszam a fiuk és a lanyok
szaméanak Osszege. 3/2+44/3=17/6, tehdt 340 egyenl6 az N 17/6 részével. [gy N egyenls
a 340 6/17 részével, azaz N = (340 : 17) - 6 = 120. A lanyok szama N 4/3 része, azaz a
lanyok szama (120 : 3) - 4 = 160.

Masodik megoldas. Kozos nevezére hozva

a fidk szdmanak 8/12 része egyenld a lanyok szaménak 9/12 részével. Tehat a fiuk
vannak tobben, és a fiu-lany ardny 9:8. A 340-et ilyen ardanyban kell felbontani. 94-8=17,
340:17=20, (tehat a fiik szama 9 - 20 = 180,) a ldnyok szdma 8 - 20 = 160.
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Helyezd el az 1, 2, 3 ... 9 szamokat a legfels6 sorban 1évé korckbe. Minden tovabbi korbe
az a szam keriil, amelyik a folotte szereplok Osszege, de csak azoké, amelyekkel vonal koti
Ossze. A legalsé Gsszeg 67.

a) Toltsd ki az dbrat!

b) Hény megoldas lehetséges az A, B, C, D kordk kitoltésére?

A fels6 sor szamai annyiszor addédnak az Osszeghez, ahdany féle mdédon leérkezhetnek a
vonalak mentén. A fels6 sorba irt szamok kozil azok, melyeket nem jelol beti, csak
egyszeresen jelennek meg a 67-ben 0sszeadanddként.
A-bol 4, B-bél 5, C-bol 2, D-bél 3 féle modon lehet lejutni a 67-hez.
14+2+3+44+5+64+74+8+9=45, 67-45=22, a tobblet pedig 22 = 3A + 4B + C' 4+ 2D. Ha ezt
az egyenl6séget teljesiti az (A, B, C, D) szamnégyes, a tobbi szam tetsz6legesen valaszthato
(a maradék szamok koziil).
Ha B = 3, a legkisebb lehetséges Osszeg 3-14+4-34+4+2-2 = 23, ami mar tul sok. Tehat
B =1vagy B=2. Ha B =2, akkor 3A + C' 4+ 2D = 14. Itt a megoldasok: A =1, C' = 3,
D=4é A=1,C =5, D =3. Hapedig B =1, akkor 3A+ C + 2D = 18, ahonnan A = 2,
C=6,D=3éA=3,C =5 D=2 adddik. Tehat az (A, B,C, D) szamnégyesre négy
lehetéség addédik: (1,2,3,4), (1,2,5,3), (2,1,6,3) és (3,1,5,2).

[+
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5. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Valasztottam 3 kiillonb6z6 pozitiv szamjegyet, leirtam az 6sszes olyan 3-jegyii szamot, ami
ebbdl a 3 szamjegybdl készithetd, majd Osszeadtam a leirt 3-jegytlieket. Az 6sszeg 1776. Mi
lehetett a 3 szamjegy?

Els6 megoldas. Ha darab szamot adtunk Gssze, mert hatféle sorrendje van a 3 kiilonbozé
szamjegynek. Mindegyik szamjegy mindegyik helyiértéken pontosan kétszer szerepel, igy
mindharom helyiértéken a szamjegyek oOsszegének kétszerese all. A helyiértékek oOsszege
10+10+1=111, igy ha a szamjegyek osszege A, akkor 2- A-111 = 1776. Innen a szdmjegyek
Osszege, A = 1776 : 222 = 8, tehat a szamjegyek 1, 2 és 5, vagy 1, 3 és 4.

Masodik megoldas.  Probalkozzunk! 123+132+-2134231+3124+-321=1332, ez kevés.
124+1424-2144-241+412+421=1554, ez is kevés. 125+152+215+2514+512+521=1776, ez
jo. Mindegyik szamjegy mindegyik helyiértéken pontosan kétszer szerepel, igy az Osszeg
csak a szamjegyek Osszegétdl fligg. Tehat mindegyik megoldasban ugyanannyi a szamjegyek
osszege. Mivel a taldlt megolddsban 14+24-5=8, igy a szamjegyek Osszege 8. 8=1+3+4, és
mas megoldés nincs.

2. Peti egy Kisértet tanya nevi feladvanyt taldlt egy rejtvényujsagban: egy 4 x 4-es tablazat
egyes mezoiben atlésan elhelyezett tiikrok vannak. Ezek mindkét oldalukon tiikrozodnek. A
tablazat szabadon maradt mezoibe egy-egy lakdt kell bekoltoztetni gy, hogy ha a tablazat
valamelyik soraba, vagy oszlopaba betekintiink, akkor épp annyi lakot lassunk, amennyit
az odairt szam jelol. A nehézséget a lakdk jelentik: 4 ember — 6k lathatok, és tiikkorképiik
is lathato, azaz tiikrozodnek; 4 kisértet — ok nem lathaték, viszont tiikrozodnek, 4 vampir
— 0k lathatok, de nem tiikrézodnek. Petinek sikeriilt megoldani feladatot. Neked sikeriil?

(Ha a jobb oldali rajzon lathaté mosolygos arc egy ember, akkor az z, y és z irdnyokbdl is
latszik. Ha kisértet, akkor csak a z iranybol, ha vampir, akkor viszont csak x és y irdnybol
latszik.)
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[ =6 és e = 0 miatt a felsé sorban lakék lathatok, és nem tiikrézodnek, tehat vampirok
(ez 3 vampir). A bal szélsé oszlopban lakék nem lathatdk, de titkrézddnek, tehat kisértetek
(ez 3 kisértet). m = 2 és k = 1 miatt b (és k) sordnak jobb széls6 mezéjében lathatd
és tiikroz6do lény lakik, tehdt ember. f = 2 és ¢ = 2 miatt d (és ¢) utolsé két mezdjében
lathato és titkrozodo lények laknak, tehat emberek. d = 3 és g = 4 a ¢ (és j) sordanak kozépsd
két lakéjardl ad informacidt. Mindkettd tiikrozodik, hiszen a bal alsé sarok kisértete nem
szamit bele a d = 3-ba, azaz egyik sem vampir. Mivel g = 4 miatt a két lakébdl a jobb oldali
lathatd, igy 6 ember, a masik pedig kisértet. A kimaradé helyen vampirnak kell lennie, ami
kielégiti a feladat feltételeit. o

3. Felirtuk egy tablara a pozitiv egész szamokat 1-t6l 2016-ig. Egy 1épésben valamelyik kettot
letoroljiik, és mindketté helyett felirjuk a kiilonbségiiket. Ezt a lépés ismételgetjiik.
Elérheto-e, hogy valamelyik 1épés utan mindegyik szam
a) 3
b) 17 legyen?

Minden egész szam elérheto 1-t6l 2015-ig.

Legyen a cél az N szam. Az 1, N + 1 szdmok helyett irjuk fel az N, N part. A tobbi 2014
szamot rendezziik parokba, és irjuk fel helyettiik a kiillonbségiiket: igy kapunk 1007 darab
part, melyek egyforma szamokbdl dllnak. Ezutéan az osszes ilyen parbdl csindljunk 0, 0 part.
Van tehat 2014 darab nullank, és két N-iink. Most a nulldkat az egyik N-nel parositva 2014
lépésben elérhetjiik, hogy mindegyik szam N legyen. o
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Epitettiink egy téglatestet egységkockakbdl, melyben az egy csiicsba futé élek hossza 2, 3,
5 egység. Egyesével elvessziik a kockakat ugy, hogy minden lépésben a kapott test felszine
véltozatlan maradjon. (Az elvétel soran iigyelj arra, hogy a test ,,egyben” maradjon, azaz
ha a teljes lappal egymashoz csatlakoz6 kockdkat Osszeragasztanank, az épitményt egy
kockandl fogva fel lehessen emelni.)

a) Vegyél el minél tobb egységkockét!

b) Mennyi az elveheté egységkockdk maximalis szdma?

(A kockékat a leiras megkonnyitése érdekében megszamoztuk az abra szerint. Az alsé réteg
kockainak sorszdma mindig 15-tel nagyobb, mint a felette 1évé kockaé.)

1V /2 /3,45
6 /1,8 /9 /10
11 /12 /13 /14 /15 L/
//
/

Az eljaras lényege, hogy minden lépésben olyan kiskockat vegyiink el, melynek 3 lapja
latszik, mert igy 3 lapja van takarasban, és elvételekor a 3 lathato lapja eltiinik, cserébe a
hérom takardsban 1év6 lap megjelenik (azok, amelyekhez ennek a kockdnak a nem lathaté
lapjai csatlakoztak).

Az eredeti felszin 2-(2-342-5+3-5) = 62.

Legkevesebb hany kocka maradhatott?

Legkevesebb kockat akkor hasznalunk, ha a legkevesebb lap mentén illesztiink. Mivel a
testnek egyben kell maradnia, minden benne 1évé kocka legaldbb egy lapja csatlakozo
feliillet. Induljunk ki egy kockabdl. Ehhez ragasztva a kovetkezdt négy egységgel no a
felszin, mert a ragasztasnal elvesztiink két lapot. Fzt folytatva 14 lépésben érjiik el a 62-t
((62-6):4=14). Tehat legalabb 15 kockabdl kell dllnia egy ilyen épitménynek.

Ez el is érhet6, példaul ezek elvételével: 1, 5, 11, 15, 2, 4, 12, 14, 7,9, 8, 17, 19, 27, 19. fgy
15 kockat vettiink el, és a test még egyben maradt. o
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1. H&any olyan négyjegyi szam van, amelynek utolsé szamjegye nagyobb, mint az els6
szamjegye?

Az els6 szamjegy nem lehet 0, és mivel az utols6 nagyobb néla, az sem lehet 0. Els6 és
utolsé szamjegynek tehat két kiilonbozot kell vélasztanunk az 1, ..., 9 szamjegyek koziil.
Ha az elsé szamjegy 1-es, akkor az utolsé 8-féle lehet, ha az els6 szamjegy 2-es, akkor az
utolsé 7-féle, stb. fgy ez Osszesen 8 + 7 + ...+ 1 = 36 lehetOség.

(Mésképp: Az egyik szamot 9, a masikat 8 lehetdség koziil valaszthatjuk, de igy minden part
kétszer szamolunk, tehét % = 36 lehetdség van.) A kozépsé két szamjegyet tetszélegesen
valaszthatjuk, tehat mindkettd 10-féle lehet. fgy osszesen 36-10-10 = 3600 darab négyjegyii
szam rendelkezik a megadott tulajdonsaggal.

2. Az 1,2,3,4,5, 6, 7,8, 9 szamjegyek mindegyikét pontosan egyszer felhasznalva felirtunk
Ot pozitiv egész szamot. Hany négyzetszam lehet ezek kozott? Adj minden lehetdségre
példat! (Négyzetszamnak nevezziik azokat az egész szamokat, amelyek megkaphatdk egy
egész szam onmagaval vett szorzataként.)

Lehetséges, hogy nincs kozottiik négyzetszam, pl.: 12, 34, 5, 67, 89. Lehetséges, hogy 1
négyzetszdm van kozottik, pl.: 1 (= 12), 23, 45, 67, 89. Lehetséges, hogy 2 négyzetszdm
van kozottiik, pl.: 1 (= 12), 4 (= 2%), 23, 56, 789. Lehetséges, hogy 3 négyzetszam van
kozottiik, pl.: 1 (= 12), 4 (= 2?), 9 (= 3%), 23, 5678. Lehetséges, hogy 4 négyzetszam van
kozottik, pl.: 1 (=1%), 4 (= 2%), 9 (= 3?), 25 (= 5%), 3678. Lehetséges, hogy mind az 5
négyzetszam, pl.: 1 (= 12), 9 (= 3?), 25 (= 5%), 36 (= 6%), 784 (= 28?).

Megjegyzés. A 0O, ..., 4 négyzetszamot tartalmazo esetek mindegyikére sok lehetdség van,
de megmutathatd, hogy mind az 5 szam csak a fenti médon lehet négyzetszam.

3.  Egy domindkészlet koveinek egyik oldala egy vonallal két részre van osztva. Az egyes
részek mindegyikén 1, 2, 3, 4, 5 vagy 6 potty lehet. A készlet a lehet6 legtobb domindt
tartalmazza gy, hogy nincs koézottiik két egyforma. (Két dominé egyforma, ha egymas ald
helyezhetok tgy, hogy a valasztévonalak egy egyenesbe esnek és az egymas alatti részek
azonos szamu pottyot tartalmaznak.)

a) Hany domin6bdl all a készlet?
b) Mutasd meg, hogy nem lehet az Gsszes domindt egymas mellé helyezni egy sorba ugy,
hogy a szomszédos domindk érintkezo részein azonos szamu potty legyen!

Olyan domin6bdl, melynek mindkét térfelén azonos szamu potty talalhato, 6-féle van. Ha a
dominé két részén kiilonbozé a pottyok szama, akkor az egyik térfélen 6, a masikon 5-féle
értck lehet, de az (a;b) és a (b;a) domindk egyformdk, gy %2 = 15 ilyen domin van. Tehét
Osszesen 6 + 15 = 21 domindbdl all a készlet. (Az Osszes lehetdség felsorolasaval kapott
helyes értékért is jarnak a fenti pontok.)

Ha kirakhato lenne a feltételeknek megfelel6 dominésor, akkor a domindk talalkozasédnal
mindig egyforma szamu potty lenne egyméas mellett. Emiatt a sorban minden pottyszam
mindig kétszer egymas utan szerepelne, kivéve a sor legszélén 1évo térfelek pottyszamait.
Tehat azoknak a pottyszamoknak, amelyek nem szerepelnek a sor valamelyik szélén,
osszesen paros alkalommal kell szerepelniiik. Azonban minden pottyszam oOsszesen paratlan
szamu térfélen szerepel a készletben: kétszer az (a;a) tipusi dominén, és 6tszor a masik 6t
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értékkel parositva. fgy a feltételeknek megfelelé sor nem tartalmazhatja az O0sszes dominot.

o

4. Petirajzolt egy 6tszoget. Ezutan meghatarozta az oldalak és az &tlok hosszat. Lehetséges-
e, hogy ezekre pontosan négy kiilonbozo értéket kapott ugy, hogy az egyik érték egyszer, a
masik kétszer, a harmadik haromszor, a negyedik négyszer fordult el6?

Elsé megoldas. Legyen ABCDEFGH egy szabalyos nyolcszog, ekkor az ABCDE
Otszog megfeleld. A szabdlyos nyolcszoghben a szimmetridk miatt minden oldal, minden
masodszomszédos csuicsot 0sszekoto atld, minden harmadszomszédos csicsot Osszekoto atlo,
valamint minden negyedszomszédos (dtellenes) csicsot 6sszekotd atlo is egyenld hosszisagu.
A fenti tavolsdgok raadasul egyméstol mind kilénbozoek.

fey AB = BC = CD = DE < AC = BD = CE < AD = BE < AE, tehit az ABCDE

Otszog valéban teljesiti a feltételeket.

Megjegyzés. Szabalyos nyolcszog helyett barmely n oldald szabalyos sokszog 5 szomszédos
cstcsa megfelel6 6tszoget alkot, ha n > 8 (kisebb oldalszdm esetén nem lesz 4 kiilonboz6
hosszusag).

Ugyancsak megfelel a fenti nyolcszogben az ACDFG 6tszog, vagy a nyolcszog koré irhatéd
kor O kozéppontjaval az ABC' DO 06tszog.

Masodik megoldas. Legyen ABC' egy szabalyos haromszog, az AC és BC' oldalak fe-
lezépontjai F' és G, a felezOmerdlegesek metszéspontja O. Legyen tovabba P az FO, @)
pedig a GO szakasz felezopontja. Ekkor az APQBC 6tszog megfelel a feltételeknek.
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d.

AB = BC = CA, mivel ezek a szabdlyos haromszog oldalai. Mivel P rajta van az AC
oldal felezémerdlegesén, ezért AP = PC, de a szimmetria miatt ezek BQ-val és QC-vel is
egyenlok, ez 4 egyenlo szakasz. Ugyancsak a szimmetria miatt AQ = BP. Lathato, hogy
nincs t6bb egyenléség a szakaszok kozott (PQ < AP = PC = BQ = QC < AQ = BP <
AB = BC = AC), ezért az APQBC 6tszog valéban teljesiti a feltételeket.

Megjegyzés. A felezémer6legeseken méashol is felvehetnénk (szimmetrikusan) a P és () pon-
tokat, az egyenloségek akkor is fennallnak. Arra kell tigyelni, hogy létrejojjon 4 kilonbozo
tavolsag, illetve megrajzolhaté legyen az 6tszog.

o

Négy kiilonbozo méretii, téglalap alaku szényeglink van. A szonyegek egyik oldala piros,
a masik kék. Egymadsra helyeztiik a szényegeket négy kiilonbozé elrendezésben (1d. abra).
Az els6 harom esetben meghataroztuk, hogy mekkora piros tertiletet latunk. Hatarozd meg
a lathaté piros teriilet nagysagat a negyedik elrendezésnél!

== = IS N

314 dm? 196 dm? 262 dm?

Els6 megoldas. Induljunk ki az els6 abran lathaté elrendezésbol, és forditsuk meg a legki-
sebb szényeget 1gy, hogy a kék oldalat lassuk. Ekkor a piros teriilet a legkisebb szényeg
teriiletével csokkent. Huzzuk ezt a szényeget a mésodik legkisebb szényeg tetejére. Ekkor
ismét a legkisebb szényeg teriiletével csokken a piros teriilet, és pontosan ugyanannyi lesz,
mint a harmadik abran. A valtozas, azaz a legkisebb szonyeg teriiletének kétszerese tehat
314 dm? — 262 dm? = 52 dm?. Induljunk ki most a masodik &bra elrendezésébél, forditsuk
meg a legkisebb szényeget a kék felére, és huizzuk olyan helyre, ahol a legnagyobb szonyeg
felett van, de nem érintkezik a masodik legnagyobb szonyeggel. Ekkor ismét a legkisebb
szényeg terilletének kétszeresével, azaz 52 dm>rel csokkent a piros teriilet. fgy azonban
éppen olyan elrendezést kaptunk, mint amilyen a negyedik abran lathaté. Tehét a negyedik
abran 52 dm?-rel kevesebb piros teriilet latszik, mint a masodikon. Azaz a negyedik abrén
a lathat6 piros teriilet 196 dm? — 52 dm? = 144 dm?.




Megoldasok

XLV. verseny 2015—-2016.

Masodik megoldas. Jelolje a szényegek teriiletét A > B > C' > D.
Ekkor az elsé dbran lathaté piros teriilet: A — B+ C 4+ D = 314 dm®. A mésodik &brén
lathat6 piros teriilet A — B — C + D = 196 dm?. Ez az el6z6nél 2C-vel kevesebb, tehat
2C = 314 — 196 = 118 dm® A harmadik &bran ldthaté piros teriilet: A — B+ C — D =
262 dm?. A negyedik dbran lathaté piros teriillet A — B — C' — D. Ez az el6zénél éppen
2C = 118 dm?>rel kevesebb, azaz 262 dm? — 118 dm? = 144 dm?.

Harmadik megoldas. Jelolje a szonyegek tertiletét A > B > C > D.
Ekkor az elsé &dbran lathaté piros teriilet: A — B+ C + D = 314 dm?. A mésodik abrén
lathat6 piros teriilet: A — B — C 4+ D = 196 dm?. A harmadik dbrén lithaté piros teriilet:
A— B+ C — D =262 dm®. A negyedik dbran lathaté piros teriilet:
A-B-C—-D=(A-B—-C+D)+(A-B+C—D)—(A—B+C+ D) =196 dm* +
262 dm? — 314 dm? = 144 dm>. (1)

1. Egy négyjegyli szdm minden szamjegye kiilonbozo. Azt is tudjuk, hogy ha az els6
szamjegyet elhagyjuk, akkor egy 9-cel oszthatd, ha a méasodikat, akkor egy 2-vel oszthatd,
ha a harmadikat, akkor egy 5-tel oszthatd, ha a negyediket, akkor egy 4-gyel oszthatd
haromjegyt szamot kapunk. Hany ilyen négyjegyli szam van?

Az utolsé szamjegy paros, hiszen, ha a masodik szamjegyet elhagyjuk, akkor paros szamot
kapunk. Masrészt 5-tel is oszthaté az utolsdé szamjegy, hiszen a harmadik szamjegyet
elhagyva 5-tel oszthatd szamot kapunk. Vagyis az utolsé szamjegy 0. Mivel az elso
szamjegyet elhagyva 9-cel oszthaté szamot kapunk, ezért az utolsé harom szdmjegy osszege
9-cel oszthatd. Mivel az utolso 0, ezért a kozépso két szamjegy Osszege oszthatd 9-cel. Az
utolsé szamjegyet elhagyva 4-gyel oszthatd szamot kapunk, vagyis a kozépso két szamjegyet
tekintve egy 4-gyel oszthaté szamot kapunk. Ez a kétjegyli szam a korabbiak miatt 9-cel is
oszthaté, gy csak 36 és 72 lehet. Vagyis a szdm a360 vagy b720 alaki. Az els6 szédmjegytol
fiiggetleniil most mar minden feltétel teljesiilni fog, tehat csak arra kell figyelniink, hogy
nem lehet két azonos szamjegye a szadmnak. Vagyis a és b is 7-7 kiilonboz6 értéket vehet fel.
Tehat 2 - 7 = 14 megfelel6 szam létezik. o

2. Van 6 egyforman kinézo sulyunk, amelyek 1, 2, 3, 4, 5, 6 dekasak, és van 6 feliratunk
ugyanezen értékekkel. Minden stlyra rakeriilt egy felirat, és tudjuk, hogy legalabb 4 silyra
a helyes érték keriilt. Hogyan lehet eldonteni egy kétkari mérleg segitségével, két méréssel,
hogy mind a 6 stlyra helyes felirat kertilt-e?
(Egy mérés a kovetkezot jelenti: a két serpeny6be tetszélegesen silyokat helyeziink, majd le-
olvassuk, hogy az egyik serpenyc6be kisebb, nagyobb vagy ugyanakkora tomeget helyeztiink-
e, mint a méasikba.)

Mivel legalabb 4 stlyra a helyes érték keriilt, ha nem mindegyik felirat helyes, akkor két stly
felirata felcserélodott. Tegyiik fel a mérleg bal serpeny6jébe az 1 és 6, a jobb serpenyobe a 2
és 5 dekds cimkét viselo sulyokat. Ha a mérleg barmelyik iranyba elbillen, akkor nem lehet
mindegyik felirat helyes, ekkor készen vagyunk. Ha a mérleg egyenléséget mutat, akkor
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csak az 1-6, 2-5, 3-4 parok valamelyikén lehet megcserélt felirat. Tegyiik fel ekkor a mérleg
bal serpenyGjébe az 1 és 4, a jobb serpenyébe a 2 és 3 dekas cimkét visel6 sulyokat. Ha a
mérleg barmelyik irdnyba elbillen, akkor nem lehet mindegyik felirat helyes. Ha a mérleg
egyenlGséget mutat, akkor viszont a fent megadott parok egyikén sem lehet megcserélt
felirat, ekkor tehat mindegyik felirat helyes.

Megjegyzés. Minden olyan méréspar jo, ahol az aldbbi feltételek teljesiilnek: (1) Mindkét
mérésnél a cimkék szerint azonos 6ssztomeg van a serpeny6kben. (2) Nincs két olyan stily,
amely mindkét mérésnél azonos helyre (azonos serpeny6be vagy a mérlegen kiviilre) keriil.

Ha valamelyik mérésnél nincs egyenloség, akkor nem lehetnek jok a cimkék. Ha fel lett
cserélve két cimke, akkor nem lesz egyenl6ség anndl a mérésnél, ahol ezek kiillonbozé helyen
szerepelnek. Igy pontosan akkor helyes minden felirat, ha mindkét mérésnél egyenloséget
kapunk.

Lehetséges azonban olyan méréspar is, ahol az egyik mérésnél nem egyenléséget varunk.
Példaul az 14-23 és 125-36 mérések esetén akkor és csak akkor helyesek a cimkék, ha az els6
mérésnél egyenléség van, a masodik mérésnél pedig a jobb serpeny6 a nehezebb.

3. Felirtuk egy téblara a (pozitiv egész) szdmokat 1-t6l 2016-ig. Egy lépésben valamelyik
kettot letoroltiik, és mindkett6 helyett felirtuk a két szam kiilonbségeként kaphaté nem-
negativ szamot. Ezt a lépést néhanyszor megismételtiik, aminek kovetkeztében a tablan
ugyanaz a szam szerepelt 2016-szor.

Add meg ennek a szamnak az Osszes lehetséges értékét!

Vegylik észre, hogy barmely két szamot kicserélve a kiillonbségiikre, majd a kiilonségeket is
kicserélve a kiilonbségiikre, mindkét szam helyén 0-t kapunk. fgy lehetséges, hogy az Osszes
szamot nullara cseréljiik, azaz a 0 szerepeljen 2016-szor a tdblan. Ugyanakkor elérhet6 a
fenti mdédon az is, hogy egyetlen N szam kivételével az Osszeset 0-ra cseréljik. Ekkor N
és 0 helyett felirhatunk N-et kétszer, ily médon az 6sszes nullat N-re cserélhetjiik. Tehat
az 1, 2, ...2016 szamok koziil barmelyiket megtartva, a tobbit nullara, majd a megtartott
szamra cserélhetjiik. fgy ezen szamok barmelyike lehet 2016 példanyban a tablan. 0 és 2016
ko6zotti szamok (nemnegativ) kiillonbségeként csak 0 és 2016 kozotti szam allhat eld. Ezért
a 2016-szor szereplo szam Osszes lehetséges értéke: 0, 1, ..., 2016.

Megjegyzés. A 2016 barmely olyan d osztdjara, amelyre 2016/d péros, lehetséges az 1, 2,
..., 2016 szamokat d kiillonbségii parokba osztani. Igy ezen parok helyett a kiillonbségiiket
felirva csupa d lesz a tablan. o

4.  Egy pozitiv egész szamot szépnek neveziink, ha a 2, 3, 5, 7 szamjegyek mindegyikét tar-
talmazza legaldabb egyszer, mas szamjegyet azonban nem. Egy szép szamot csodaszépnek
mondunk, ha a 7-szerese is szép szam.

a) Mutasd meg, hogy végtelen sok csodaszép szdm van.
b) Mutasd meg, hogy egy csodaszép szamban csak egy 7-es szamjegy lehet.

Tekintsiik a 753 ...325 alakt szamokat, ahol a ...helyén tetszéleges szamu 3-as szamjegy
szerepel. Ezeknek a 7T-szerese konnyen ellendrizhetéen 5273 ...275 alaku, ahol a ... helyén
3-asok szerepelnek. fgy a 753...325 alaki szdmok mind csodaszépek, tehdt végtelen
sok csodaszép szam van. Szorozzunk egy csodaszép szamot irasban 7-tel. A 2, 3, 5, 7
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szamjegyeket 7-tel szorozva mindig 10-nél nagyobb szamot kapunk, igy minden szamjegy
szorzasanal keletkezik atvitel. Mivel 7 -7 = 49, ezért a 7-es nem lehet utolsé szamjegy,
viszont ekkor az érkez6 atvitel miatt mar nem 4-et, hanem 5-6t kell atvinni a kovetkezo
szamjegyhez. Ugyanakkor 2-7+5 =19, 3-74+5 =26,5-74+5 =40,7-74+5 = 54
mindegyike olyan jegyre végzodik, ami szép szamban nem szerepelhet. fgy a 7-es szamjegy
el6tt egy csodaszép szamban nem lehet masik szamjegy, tehat legfeljebb egy 7-es szamjegy
szerepelhet benne.

Megjegyzés. A feladat nem kérte, hogy az Osszes csodaszép szamot megadjuk. Megmutat-
hat6 azonban, hogy a csodaszép szamok az alabbiak:

753...32...253...32...2 ...53...32...25,
NSS4 GRSl g N4 S S

ardb bydb  agdb by db ar db by, db
ahol az ay, ..., ap és by, ..., by darabszamok mindegyike legalabb 1, és legalabb egy a;
nagyobb 1-nél. Utobbi feltétel azért sziikséges, mert ha nincs két egymast koveto 3-as
szamjegy, akkor a szam 7-szeresében nem lesz 3-as szamjegy. o

J

1.

Sarkanyorszagban minden sarkanynak legalabb 3 feje van. Azok a sarkanyok, amelyeknek
paratlan sok fejiik van, mindig igazat mondanak, amelyeknek paros sok, mindig hazudnak.
Négy sarkany éppen bridzselt, amikor megkérdezték éket, hogy négytliknek Osszesen hany
fejitk van. A kovetkezd valaszok érkeztek: 14, 15, 16, 20. Hany feje van Osszesen az
igazmondo sarkanyoknak? Add meg az Osszes lehetGséget!

Elképzelhet6, hogy egyetlen igazmondé sincs kozottiik, és a fejeik szama 4 olyan paros szam,
amelyeknek az O0sszege se nem 14, se nem 16, se nem 20. Példaul lehet mindnek 8 feje. Ha
van koztilk igazmondo, akkor legfeljebb egy lehet, mert minden valasz kiilonboz6. Vagyis
egy sarkany van, amelynek paratlan szamu feje van és harom, amelynek péaros. A fejeik
szamanak Osszege tehat paratlan. Vagyis Osszesen 15 fejiik van. A hazug sarkanyoknak
legalabb 4, az igazmonddknak legalabb 3 feje van, igy harom hazug és egy igazmondo
sarkanynak legalabb 15 (3 + 4 + 4 + 4) feje van. Tehét csak az képzelhet6 el, hogy a hazug
sarkanyoknak pontosan 4, az egyetlen igazmonddnak pontosan 3 feje van, vagyis a valasz 0

vagy 3. o

Az 1,2,3,4,5,6, 7, 8, 9 szamjegyek mindegyikét pontosan egyszer felhasznalva felirtunk
Ot pozitiv egész szamot. Hany négyzetszam lehet ezek kozott? Adj minden lehetdségre
példat!

(Négyzetszamnak nevezziik azokat az egész szamokat, amelyek megkaphatdk egy egész szam
onmagaval vett szorzataként.)

Lehetséges, hogy nincs kozottiik négyzetszam, pl.: 12, 34, 5, 67, 89. Lehetséges, hogy 1
négyzetszam van kozottik, pl.: 1 (= 1%), 23, 45, 67, 89. Lehetséges, hogy 2 négyzetszam
van kozottiik, pl.: 1 (= 12), 4 (= 22), 23, 56, 789. Lehetséges, hogy 3 négyzetszdm van
kozottik, pl.: 1 (= 12), 4 (= 2?), 9 (= 3%), 23, 5678. Lehetséges, hogy 4 négyzetszdm van

Orszagos donto
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kozottik, pl.: 1 (=1%), 4 (= 2?%), 9 (= 3?), 25 (= 5%), 3678. Lehetséges, hogy mind az 5
négyzetszam, pl: 1 (= 12), 9 (= 32), 25 (= 52), 36 (= 62), 784 (= 282). (4)

3. Az a,b,c,d pozitiv valés szamokrél a kovetkezoket tudjuk:
(Da:(b:c:d)="T72
(2)a:(b:c):d=38
(B)a:b:(c:d)=45.
Mennyi lehet a : b : ¢ : d értéke?

Tudjuk, hogy a : (b: ¢ : d) = 72, amibl kivetkezik, hogy %4 = 72.

Mivel a: (b:c): d =8, ezért {5 = 8.

Végiil pedig tudjuk, hogy a : b : (¢ : d) = 4,5, vagyis % = 4,5. Az els6 két egyenletet
elosztva egymaéssal azt kapjuk, hogy d? = 9. Mivel a szamok pozitivak, igy d = 3. Az els6
egyenletet a harmadikkal osztva azt kapjuk, hogy ¢? = 16, azaz ¢ = 4. Felhasznalva ezt a két

értéket és a masodik egyenletet: § = 6. Ekkor viszont a keresett a:b:c:d=06:4:3 = %

Ezek az ardnyok létre is johetnek, ha mondjuk a =6,b=1,c=4és d = 3. o

4. Egy kor mentén elhelyeztiink néhany pozitiv egész szamot. Tudjuk, hogy barmely két szom-
szédos szam koziil az egyik osztéja a masiknak, ugyanakkor a nem szomszédos szamparok
egyike sem &ll 0szto-tobbszoros viszonyban. Lehetséges-e, hogy a koron elhelyezett szamok

szama 207
Legyen  pi1,p2,p3,...,p10  tiz  darab  kiilonb6z6  primszam. (Példéaul
2,3,5,7,11,13,17,19, 23, 29.) Legyenek a a kor mentén a szamok sorban:

D1, DP1P2, P2, P2P3, P3, P3P4, P4, - - - P9, P9P105 P10, P10P1- Ez az elhelyeZéS megfelel a feladat
feltételeinek. A szomszédos szamok kozil az egyik két primszam szorzata, mégpedig a

két szomszédjanak a szorzata. Ebbol kovetkezik, hogy barmely két szomszédos szam
0szt0-tobbszoros viszonyban van, a prim osztdja annak, ami két prim szorzata.

Ha két szam nem szomszédos, akkor nem lehetnek oszté-tobbszoros viszonyban.

Ugyanis harom eset képzelhet6 el két nem szomszédos szamra:

1) Két kiilonboz6 prim. Ezek koziil egyik sem oszthatja a mésikat. 2) Egy prim (p;) és
egy masik, ami két prim szorzata (p,p.,). Mivel p; csak a két szomszédjaban szerepel
primtényezéként, és a két szam nem szomszédos, ezért p, és p,, egyike sem p;, ezért egyik
sem osztéja a masiknak. 3) Két szam, amik 2-2 prim szorzatai, p;p; és p,pn, ahol i, j,m,n
kozott lehet kettd, amik egyenlék. Mivel legfeljebb az egyik primtényezdjiik kozos, ezért
mindkét szamban szerepel olyan primtényezo, ami a masikban nem, igy egyik szam sem
lehet osztdja a masiknak. o

5. Petirajzolt egy otszoget. Ezutan meghatarozta az oldalak és az atlok hosszat. Lehetséges-
e, hogy ezekre pontosan négy kiilonbozo értéket kapott tgy, hogy az egyik érték egyszer, a
masik kétszer, a harmadik hdromszor, a negyedik négyszer fordult el6?

Els6 megoldas. Legyen ABCDEFGH egy szabalyos nyolcszog, ekkor az ABCDE
Otszog megfeleld. A szabdlyos nyolcszogben a szimmetridk miatt minden oldal, minden
masodszomszédos csticsot 0sszekoto atld, minden harmadszomszédos csticsot 6sszekoto atlo,
valamint minden negyedszomszédos (atellenes) csiicsot Gsszekotd &tlo is egyenld hosszisagu.
A fenti tavolsdgok raadasul egyméstol mind kilénbozoek.
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lgey AB = BC = CD = DE < AC = BD = CE < AD = BE < AE, tehat az ABCDE
Otszog valéban teljesiti a feltételeket.

Megjegyzés. Szabalyos nyolcszog helyett barmely n oldald szabalyos sokszog 5 szomszédos
cstcsa megfeleld Otszoget alkot, ha n > 8 (kisebb oldalszdm esetén nem lesz 4 kiilénbozo
hosszusag).

Ugyancsak megfelel a fenti nyolcszogben az ACDFG 6tszog, vagy a nyolcszog koré irhatéd
kor O kozéppontjaval az ABC DO 06tszog.

Masodik megoldas. Legyen ABC' egy szabalyos haromszog, az AC és BC' oldalak fe-
lezépontjai F' és G, a felezomerdlegesek metszéspontja O. Legyen tovabba P az FO, @)
pedig a GO szakasz felez6pontja. Ekkor az APQBC 6tszog megfelel a feltételeknek.

AB = BC = CA, mivel ezek a szabalyos haromszog oldalai. Mivel P rajta van az AC
oldal felezémerdlegesén, ezért AP = PC, de a szimmetria miatt ezek BQ-val és QC-vel is
egyenlok, ez 4 egyenld szakasz. Ugyancsak a szimmetria miatt AQ = BP. Lathatd, hogy
nincs t6bb egyenldség a szakaszok kozott (PQ < AP = PC = BQ = QC < AQ = BP <
AB = BC = AC), ezért az APQBC 6tszog valoban teljesiti a feltételeket.

Megjegyzés. A felez6mer6legeseken méashol is felvehetnénk (szimmetrikusan) a P és () pon-
tokat, az egyenloségek akkor is fennallnak. Arra kell tigyelni, hogy létrejojjon 4 kilénbozo
tavolsag, illetve megrajzolhaté legyen az 6tszog.
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1. Egy négyjegyli szam minden szamjegye kiilonbozo. Azt is tudjuk, hogy ha az els6
szamjegyet elhagyjuk, akkor egy 9-cel oszthatd, ha a méasodikat, akkor egy 2-vel oszthato,
ha a harmadikat, akkor egy 5-tel oszthatd, ha a negyediket, akkor egy 4-gyel oszthatd
haromjegy szamot kapunk. Hany ilyen négyjegyii szam van?

Az utolsé szamjegy paros, hiszen, ha a masodik szamjegyet elhagyjuk, akkor paros szamot
kapunk. Masrészt b-tel is oszthatd az utolsé szamjegy, hiszen a harmadik szamjegyet
elhagyva 5-tel oszthatd szdmot kapunk. Vagyis az utolsé szdmjegy 0. Mivel az elso
szamjegyet elhagyva 9-cel oszthaté szamot kapunk, ezért az utolsé harom szdmjegy osszege
9-cel oszthatd. Mivel az utolsd 0, ezért a kozépso két szamjegy Osszege oszthatd 9-cel. Az
utolsé szamjegyet elhagyva 4-gyel oszthatd szamot kapunk, vagyis a kozépso két szamjegyet
tekintve egy 4-gyel oszthaté szamot kapunk. Ez a kétjegyl szam a korabbiak miatt 9-cel is
oszthaté, {gy csak 36 és 72 lehet. Vagyis a szdm a360 vagy b720 alaki. Az elsd szamjegytol
fliggetleniil most mar minden feltétel teljesiilni fog, tehat csak arra kell figyelniink, hogy
nem lehet két azonos szamjegye a szamnak. Vagyis a és b is 7-7 kiilonbozo értéket vehet fel.
Tehat 2 - 7 = 14 megfelel6 szam létezik. o
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2. Egy 4 cm oldali négyzetet kettévagtunk az atlja mentén, majd a kapott ABC és XY Z
haromszogeket az abra szerint helyeztiik el. Az AB és XZ szakaszok parhuzamosak, F
pedig éppen az AB szakasz felez6pontja. Tudjuk, hogy a C HJ hiromszog teriilete 3 cm?-
rel nagyobb a GHY haromszog tertileténél. Milyen hosszi az F'.X szakasz?

Elsé megoldas. Hosszabbitsuk meg az AC' szakaszt, A-n tul, és legyen D az a pont, ahol
elmetszi az X Z oldalt.

c
Y
H
J
B

A F
z

> X

frjuk fel a két haromszog teriiletét, amikrol tudjuk, hogy egyenlok: Tupc = Trpa + Toms +
Targuy, lletve Txyy = Tpyjz + Tpxra + Tauy + Targuy- Tudjuk, hogy Topy — Tony =
3 cm?, ezért:

Trpa+3="Tpsz +Tpxra.

FBG és DJZ haromszogek derékszogiiek, egyenlé szaruak, és a befogdjuk azonos
hossziisagu, ezért egyenld a tertiletitk. Vagyis Tpxpa = 3. Mivel AC || XY és AB || X Z, és
DX F< derékszog, ezért DX F A téglalap. Tudjuk, hogy AF = 2, amibdl kovetkezik, hogy
a kérdésben szereplo F'X szakasz hossza %

Masodik megoldas. Az abran lathaté egyenld szaru, derékszogli haromszogek miatt AF =
FB = GF = 2, illetve GB = GA = GC = 2v/2. Egészitsik ki a GHY és a CH.J
haromszoget is az AGH J négyszoggel. Ekkor tudjuk, hogy

Tega — Tagys = 3.
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C
Y
H
J
B
A F
Z X

Mivel Tega = 4, ezért Tagyys = 1. Masrészt viszont Tagyy = AG - GH, amibol kapjuk,
hogy GH = %5 Ebbol pedig kovetkezik, hogy GY = % Vagyis F X = XY —GY — FG =
4-1_9=

2

. o

3. Egy n X n-es négyzetracs bal felsé sarokmezdje fekete, a tobbi fehér. Minden lépésben
kivalaszthatunk egy olyan fehér mezot, amelynek paratlan szamu fekete oldalszomszédja
van, és beszinezhetjiik feketére. Elérheto-e ilyen 1épésekkel, hogy minden mez6 fekete legyen,

N o

ha
a) n="77
b) n =87

Az a) esetben egy megfeleld szinezés: feliilrdl lefelé haladva szinezziik be az els6 oszlop
osszes mezojét feketére. Ezutan balrdl jobbra haladva szinezziik be az 1., a 3., az 5. és a
7. sor mezéit feketére. (Eddig minden lépésben olyan mezét szineztiink feketére, melynek
egy fekete oldalszomszédja volt). Végiil balrdl jobbra haladva szinezziik feketére a 2., 4. és
6. sor mezéit (most pedig minden feketére szinezett mezdének harom fekete oldalszomszédja
volt). A b) eset lehetetlensége: vizsgaljuk a fekete mez6kbél allé alakzat keriiletét. Ez a
keriilet kezdetben 4, és minden lépésben kettével né vagy kettvel csokken. (Ha egy fekete
szomszédja volt az 1j fekete mezonek, kettével no, ha harom fekete szomszédja volt az 1]
fekete mez6nek, kettével csokken.) Ha minden mez6t feketére lehetne szinezni, 63 1épést
kéne tenniink. Mivel két 1épést téve a keriilet valtozasa -4, 0 vagy +4, igy 62 1épés utan a
fekete mezdkbdl allo alakzat keriilete oszthatd 4-gyel, 63 1épés utan pedig 4-gyel osztva 2
maradékot ad. fgy nem lehet egyenlé a négyzet kertiletével, 4 - 8 = 32-vel, tehat nem lehet
minden mezot feketére szinezni. o

4. Van-e olyan 2016 oldali sokszog, amelynek barmely két oldalegyenese metszi egymaést, és
minden metszéspont a sokszog belsejében vagy hataran talalhato?

Vegytik fel az O pontbdl kiinduld egymasra merdleges félegyeneseket. Vegyiink fel mindkét
félegyenesen egy-egy pontot, legyenek ezek A; és By. Vegyiink fel egy Ay pontot az OA;
szakaszon és egy By pontot a B;-tdl jobbra az OB egyenesen. Kossiik 6ssze az Ay és a By
pontokat, illetve az Ay és a By pontokat. Legyen a metszéspontjuk C;. Ezt kdvetoen legyen
a (7 pont merdleges vetiilete az OA;-re As. Vegyiik fel Bs-at az OB; egyenesen Ba-t6l
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jobbra. Ekkor az A3Bj; szakasz metszeni fogja As By szakaszt. Legyen a metszéspont Cs.
Legyen A, a (5 merdleges vetiilete az OA; egyenesen. Folytassuk tovabb ezt az eljarast.
Az abran lathaté OA,CCC3Cy By sokszog megfelelé példa hétszogre. Hasonlé mddon
konstrualhaté meg egy OA;C1Cy . .. Cop13B2014 s0kszog melynek 2016 cstcsa van és megfelel
a feladat feltételeinek.

Ay

0 B B.  Bs B Bs

Miért j6 ez a konstrukcié? Nézzik sorra az OAB:;, OACi1By,, OAC1C53B;5,
... OAC1C5...Cq013 B4 sokszogeket. Az OA;B; haromszogre nyilvan igaz, hogy minden
metszéspont beliil vagy a hataron van. Az i-edik 1épésben az elézd sokszoget egyesitjik
az OA; 18,11 haromszoggel, ezaltal megmaradnak az eddigi oldalegyenesek, és hozzajuk
adodik az A; 1B egyenes. Minden beliil vagy hataron 1év6 pont tovabbra is bels6 vagy
hataron 1év6 pont marad. Uj metszéspontok az A;,1B;1 egyenesen keletkeznek. A korabbi
oldalegyenesek az OA; 1 B; 1 haromszoget az O A;,1 oldalon nem metszhetik A;,; valasztasa
miatt, az OB, oldalon viszont metszik B, valasztasa miatt. Ezért ezeknek a hdromszoget
az A;11Bi11 oldalon is metszeniiik kell. Tehat az A;.1B;,1 egyenesnek a kordbbiakkal vett
metszéspontjai mind az A; 1B, szakaszra esnek, amelynek viszont minden pontja az 1]
sokszog belsejében vagy hataran van. Tehat ha az i-edik sokszogre teljesiilt a feltétel, akkor
az 1 + l-edikre is, igy végil az OA;C1C...Co013Bag14 s0kszog is teljesiti a feltételt. o

8. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1.

Sarkanyorszagban minden sarkanynak legalabb 3 feje van. Azok a sarkanyok, amelyeknek
paratlan sok fejiik van, mindig igazat mondanak, amelyeknek paros sok, mindig hazudnak.
Négy sarkany éppen bridzselt, amikor megkérdezték Sket, hogy négytliknek Osszesen hany
fejitk van. A kovetkezd valaszok érkeztek: 14, 15, 16, 20. Hany feje van Osszesen az
igazmondo sarkanyoknak? Add meg az Osszes lehetGséget!

Elképzelheto, hogy egyetlen igazmondé sincs kozottiik, és a fejeik szama 4 olyan paros szam,
amelyeknek az 0sszege se nem 14, se nem 16, se nem 20. Példaul lehet mindnek 8 feje. Ha
van koztilk igazmondo, akkor legfeljebb egy lehet, mert minden valasz kiilonb6z6. Vagyis
egy sarkany van, amelynek paratlan szamu feje van és harom, amelynek péaros. A fejeik
szamanak Osszege tehat paratlan. Vagyis Osszesen 15 fejiik van. A hazug sarkanyoknak
legalabb 4, az igazmondodknak legalabb 3 feje van, igy harom hazug és egy igazmondo
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sarkéanynak legaldbb 15 (3 +4 4+ 4 + 4) feje van. Tehat csak az képzelhetd el, hogy a hazug
sarkanyoknak pontosan 4, az egyetlen igazmonddnak pontosan 3 feje van, vagyis a valasz 0
vagy 3.

2. Egy kor mentén elhelyeztiink n darab pozitiv egész szamot ugy, hogy barmely két szom-
szédos szam koziil az egyik osztéja a masiknak, ugyanakkor a nem szomszédos szamparok
egyike sem all oszt6-tobbszoros viszonyban.

Dontstik el, hogy a 3 < n < 20 szamok koziil melyekre lehetséges ez.

Beléatjuk, hogy ha n > 4 paratlan szam, nem lehetséges, egyébként pedig lehetséges. El6szor
tekintsiik azt az esetet, ha n > 4 paratlan. Tekintsiik a kor mentén a szomszédokbol
alkotott parokat. Ilyen parbdl is n darab van. Szinezziink egy ilyen (a,b) part pirosra, ha
a|b, kékre, ha bla (a jelli a par azon tagjat, amely az éramutatd jarasa szerint korbejarva
kordbban szerepel). (Ha a = b, vélasszunk a piros és a kék szin koziil tetszés szerintit.)
Mivel pératlan sok (n darab) parunk van, kell lennie két szomszédos parnak, melyek azonos
szint kapnak. Ha ez a két par (a,b) és (b, c), akkor az azonos szin miatt vagy al|b és b|c, és
ekkor alc, vagy c|b és bla, ekkor pedig c|a: mindkét esetben ellentmonddst kaptunk, hiszen
¢ és a nem szomszédos (itt kell, hogy n > 4).

Most legyen n = 3: egy jo kitoltés, ha mindhdarom szam egyforma.

Ha n = 4, akkor a 2,30, 3,42 szamok megfelelnek a feladat feltételeinek. Legyen ezutan
n > 6 paros. Legyen k = n/2. Vegyiink k darab kiilénboz6 primszamot, legyenek ezek
D1, D2y, Pr- (Nem kell hivatkozni arra, hogy végtelen sok primszém van, hiszen n < 20,
azaz 10 kiillonb6z6 primszam elegendé.) Ezutén egy jé kitoltés az dramutatd jarasa szerint

korbejérva: pr, pipa, Pa, DaD3yee-s Dy DkPL- (4)

3. Az ABC haromszog oldalait a beirt kore az A;, By, C; pontokban érinti (az A; pont
a BC, a By pont az AC, a C; pont az AB oldalan taldlhaté). Bizonyitsd be, hogy ha
AA; = BB, = CCY, akkor a haromszog szabalyos.

Els6 megoldas.

Ay

B1

A Ch B

Belatjuk, hogy az AB;A; és a BA;B; haromszogek egybevagok.

A két haromszogben AA, = BB; a feladat feltétele alapjan, az A;B; oldal pedig kozos.
Vegyiik még észre, hogy a C'A; By hdromszogben C'A; = C' By, mert az egy pontbdl hizott
érint6 szakaszok egyforma hossziak. Ekkor viszont CA;Bi<t = C'B1 A<, azaz kiegészito
szogeik is egyenlok: AByA;<< = BA; B <, és nagyobbak mint 90°, azaz AA; és BB hosszabb
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oldal, mint A;B: vagyis a két haromszog egybevagd. Ezek szerint AB; = BA;, tovabba
lattuk, hogy C'A; = C By, ezeket Osszerakva tehdt C'A = C'B. Mivel a cstiicsoknak a feladat-
ban nincs kitlintetett szerepe, igy AB = AC-nek is teljestilnie kell, és ez volt a bizonyitando.
Masodik megoldas. Tekintsiik az AB1B és a AC;C' haromszogeket. A két haromszogben
BB; = CCy a feladat feltétele alapjan, tovabbd AB; = ACY, mert az egy pontbdl hizott
érint6 szakaszok egyforma hosszuak. Ko6zos tovabba a két haromszog A cstucsnal 16vo szoge.
Nem nehéz meggondolni, hogy a két haromszog egybevagd, vagy a By és C csuicsnal 1évo
szogeik 180°-ra egészitik ki egymast. Az els6 esetben AB = AC, a masodik esetben pe-
dig egyszerii szogszamolds mutatja, hogy a = 60°. Ezt minden csiicsndl eljatszhatjuk (az
A helyett). fgy a kovetkezo lehetdségeink vannak: mindharom-szor azt kapjuk, hogy az
adott csucsnal 16vo szog 60°, azaz a haromszog szabdlyos, készen vagyunk; mindharom-szor
azt kapjuk, hogy a cstcsbdl induld két oldal egyforma hosszi, azaz mindharom oldal egy-
forma hosszi. a haromszog szabalyos; végiil a két eset vegyesen fordul eld, ekkor pedig a
héromszog egyenld szart haromszog, melynek van 60°-os szoge, ami csak ugy lehetséges,
ha szabélyos. (Skatulyaelvvel is érvelhetiink: hiszen ha mar kétszer azt kaptuk, hogy a
csucsnél 1évo szog 60°, illetve a cstucesbdl indulé oldalak egyforma hossziak, méar akkor is
szabdlyos a haromszog). Ezzel a feladat allitasat belattuk. Megjegyzés. A fenti megoldasok
azt az egybevagdsagi alapesetet hasznaljak, amikor két oldal és az egyikkel szemkozti szog
van megadva: figyelni kell arra, hogy ekkor még nem feltétleniil egybevagdk a haromszogek,
csak ha pl. az is be van latva, hogy a két oldallal koziil a nagyobbal szemkozti szog az adott.

o

4.  Egy szambdl kivonjuk a szamjegyeinek osszegét. Hanyféle kiillonbozo szamot kapunk, ha
az elozé eljarast végrehajtjuk az Osszes haromjegyi szamon?

Legyen egy haromjegy(i szam abc = 100a 4+ 10b + ¢. A miiveletet végrehajtva az eredmény:
100a + 10b+c— (a+ b+ ¢) = 99a + 9b = 9(11a + b). Vegyiik észre, hogy 11la + b minden
(a,b) szdmjegykombindcié esetén més eredményt ad, hiszen ha 11a; + by = 11as + by, akkor
11(a; — ag) = by — by. by — by két szadmjegy kiilonbségeként -9 és 9 kozé esik, és oszhatd
11-gyel: igy muszdj 0-nak lennie. Ekkor persze a; — ay szintén 0, azaz (ay,by) = (az, be),
ugyanarrol a szamjegyparrél van szo. fgy tehat a feladat kérdésére a valasz: 9-10 = 90.

5.  Keresd meg az Osszes olyan (végtelen) szamtani sorozatot, amely teljesiti a kévetkezo
feltételeket:
(i) a sorozat tagjai pozitiv egész szamok,
(i) a sorozat minden tagja nagyobb, mint az 6t megel6zé tagok,
(iii) ha egy szdm tagja a sorozatnak, akkor a szamjegyeinek Osszege is tagja a sorozatnak.
(Egy szamtani sorozatban barmely két egymaést kovetd tag kiilonbsége dllandd.)

A megfelel6 sorozatok: az Osszes pozitiv egész, 3-mal osztva egy adott maradékot ado
szamok, illetve 9-cel osztva egy adott maradékot add szamok. Az elsérdl vilagos, hogy
megfeleld, a harmas differencidjuak azért jok, mert egy szam és a szamjegyeinek Osszege
ugyanazt a maradékot adja 3-mal osztva, és hasonlé igaz 9 esetén is. (Ha van legalabb egy j6
példa a pozitiv egészeken kiviil, a versenyz6 mindenképp kapjon 1 pontot.) Bebizonyitjuk,
hogy nincs mas megfelel6 sorozat.

Vegyiik a sorozat egy tetszoleges tagjat. Bebizonyitjuk, hogy a tag kilences maradéka is
szerepel a sorozatban (ha a tag oszthat6 9-cel, akkor a 9 szerepel). Vegyiik az ugyanekkora
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maradékot add tagok koziil a legkisebbet. Ha ez egyjegytli, készen vagyunk. Ha nem,
akkor vegyiik a szamjegyeinek Osszegét: ez a szam ugyanazt a 9-es maradékot adja, mint
az eredeti tag, de kisebb néla, és a feladat feltétele alapjan szerepelnie kéne a sorozatban:
ellentmondds. (Ha hasonlé gondolatmenettel valaki annyit 1at be, hogy a sorozat elsé tagja
egyjegyl, ez a rész 1 pontot ér.) Belatjuk, hogy a sorozat differencidja egyjegyli. Legyen
d a differencia, és tegyiik fel, hogy legalabb kétjegyli. A sorozat els6 (az el6zéek alapjan
egyjegyll) tagja legyen a. d jegyeinek osszege legyen 0 < e < d. A sorozatban szerepel
a + 10d, melyben a jegyek Osszege a + e, de ez a szam a sorozat két szomszédos tagja, a
és a + d kozé esik, ami ellentmondds. Innentél végig kell nézni (mddszeresen vagy kevéshé
modszeresen) a lehetséges eseteket.

Ha sorozat differencidja nem oszthaté 3-mal, akkor a sorozatban minden 9-es maradék el
fog fordulni, igy a sorozatnak tagja lesz az 1 és a 2 is, azaz minden pozitiv egész.

Ha sorozat differenciaja 3, akkor a kétjegyli szamoktol kezdve az Osszes adott harmas
maradéku szamot tartalmazni fogja a sorozat, azaz benne lesz a 10, a 20 vagy 30, és igy az
1, a2 vagy a 3 is.

Ha a sorozat differencidja 6, akkor a kétjegyli szamoktdl kezde az 0Osszes adott hatos
maradéku szamot tartalmazni fogja a sorozat. Ha ez a maradék 1, akkor tagja lesz a 13,
de abban a szamjegyek Osszege 4, ellentmondéas. Ha a maradék a 2, akkor tagja lesz a 14,
de abban a szamjegyek Osszege 5, ellentmondas. A tobbi esetben is hasonlé ellentmondast
kapunk, tehat a differencia nem lehet 6.

Ha sorozat differenciaja 9, akkor pedig az osszes adott 9-es maradéku szamot megkapjuk, és
ezek a sorozatok meg is felelnek a feladat feltétele-inek. Ezzel bebizonyitottuk, hogy nincs
mas lehet6ség, mint az elején felsorolt sorozatok. (A feladatra természetesen akkor is jar a
teljes pontszam, ha a versenyzo belatja, hogy az elsé tag és a differencia is egyjegyii, és az
adddé véges sok lehetGséget végignézi.)

8. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Héarom egymaést kdvet$ haromjegyii szamot (az eredeti sorrendjiikben) egyméds utan {runk,
igy egy kilencjegytli szamot kapunk. Igaz-e, hogy az igy kapott szdm mindig oszthat6 3-mal?

Els6 megoldas. Bebizonyitjuk, hogy a kapott szam mindig oszthaté harommal. Legyen a
harom egymast koveté haromjegyl szam n, n + 1, n + 2. Ekkor a kilencjegyti szam igy
irhat6 fel: 1000000n + 1000(n + 1) + (n + 2). Atalakitva azt kapjuk, hogy ez a szam:
1001001n + 1002. Mivel 1001001 és 1002 is oszthaté 3-mal, az allitast bebizonyitottuk.

Masodik megoldas. A feladat allitdsa igaz tetszéleges harom egymast kovetd szamra, és az
egymas utan iras sorrendje se szamit. A kapott szadmban a szamjegyek Osszege megegyezik
az eredeti harom szam szamjegyeinek Osszegével. Mivel egy szamban a szamjegyek Osszege
megegyezik a szam harmas maradékaval, igy a harom egymadst kovetd szam szamjegyei
Osszegeinek harmas maradékai 0, 1 és 2 (valamilyen sorrendben). fgy a szamjegyek Osszegei
osszegének harmas maradéka 0 + 1 4+ 2 = 3, azaz oszthaté 3-mal. Ezzel a feladat allitasat
belattuk.

Harmadik megoldas. A feladat allitasa igaz tetszoleges hdarom egymast koveto szamra, és az
egymas utan iras sorrendje se szamit. Csak annyit kell észrevenni, hogy ha egy szam mogé
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nullakat frunk, a szam harmas maradéka nem valtozik meg, hiszen 10-nek egy hatvanyaval
szoroztuk meg, ami mindig 1 maradékot ad 3-mal osztva (hivatkozhatunk a 3-as oszthat6sdgi
szabdlyra is). A szdmok egymds utan irdsaval kapott szdmot gy is eléallithatjuk, hogy
az eredeti szamaink mogé megfelelé szamu nullat irunk, és az igy kapott harom szamot
osszeadjuk. Tehdat ha a harom egymast kovetd szam n, n + 1 és n + 2, akkor a feladatban
eléallitott szam harmas maradéka ugyanaz, mint n + (n + 1) + (n + 2) harmas maradéka.
Mivel ez a szdm 3n + 3, mindig oszthaté harommal, és ez volt a bizonyitando. o

2. Egy 8 x 8-as pontracs pontjait két jatékos felvaltva koti ossze szakaszokkal. Két szakasznak
nem lehet k6z6s pontja. (A végpontjuk sem lehet k6z6s.) Aki nem tud lépni, veszit. Van-e
valamelyik jatékosnak nyero stratégiaja? Ha igen, adj is meg egy nyer6 stratégiat.

A kezd6 jatékosnak van nyer6 stratégiaja. A kezdd jatékos oOsszekot két olyan pontot,
melyek kozép-pontosan szimmetrikusak a pontracs kozéppontjara. Ezutan a kezdd jatékos
mindig kozéppontosan tiikrozi a méasodik jatékos 1épését. Be kell latnunk, hogy igy mindig
szabalyosat fog lépni. A masodik jatékos lépésével nem lehet kozos pontja az elsd jatékos
lépésének. Tegylik fel, hogy lenne, a P pont. Ekkor P tiikkorképe a kozéppontra, P’ is
kozos pont. Ekkor azonban a PP’ szakasz minden pontja kozos pont, vagyis a tiikrozés
kozéppontja is. A tikrozés kozéppontja azonban nem lehet kozos pont, mert azt tartalmazza
az elsének megrajzolt szakasz, igy mar a masodik jatékos lépése is szabalytalan lett volna.
A kordbbi szakaszokkal pedig azért nem lehet kozos pontja az elsé jatékos 1épésének, mert
azokra teljesiil, hogy ha egy szakasz be van rajzolva, akkor a kozéppontra vett tiikorképe
is, tehat akkor a masodik jatékos lépésének is lenne kozos pontja egy kordbban megrajzolt
szakasszal.

Megjegyzés. A leirt megoldas csak kozéppontos tiikrozéssel miikodik, tengelyessel nem,
ugyanis a megoldas soran kulcsfontossagi volt, hogy ha egy szakasz és a képének van
kozos pontja, akkor a transzformacio fixpontja is kozos pont, de abbdl végtelen sok van a
tengelyes tikrozénél. Persze a tengelyes tiikrozés is miikodik, de fontos, hogy az elsonek
valasztott szakasz a tengelynek a pontracsba eso szakasza legyen, és ezzel le legyen fedve az
Osszes fixpont.

3. Egy n X n-es négyzetracs bal felsé sarokmezdje fekete, a tobbi fehér. Minden 1épésben
kivalaszthatunk egy olyan fehér mez6t, amelynek paratlan szamu fekete oldalszomszédja
van, és beszinezhetjiik feketére. Elérheto-e ilyen 1épésekkel, hogy minden mez6 fekete legyen,

ha
a) n="77
b) n =87

Az a) esetben egy megfeleld szinezés: feliilrdl lefelé haladva szinezziik be az els6 oszlop
Osszes mezojét feketére. Ezutan balrél jobbra haladva szinezziik be az 1., a 3., az 5. és a
7. sor mez6it feketére. (Eddig minden lépésben olyan mezét szineztiink feketére, melynek
egy fekete oldalszomszédja volt). Végiil balrdl jobbra haladva szinezziik feketére a 2., 4. és
6. sor mez6it (most pedig minden feketére szinezett mezének harom fekete oldalszomszédja
volt). A b) eset lehetetlensége: vizsgaljuk a fekete mez6kbdl allé alakzat keriiletét. Ez a
keriilet kezdetben 4, és minden 1épésben kett6vel né vagy kettével csokken. (Ha egy fekete
szomszédja volt az 1j fekete mezonek, kettével no, ha harom fekete szomszédja volt az 1]




Megoldasok

XLV. verseny 2015—-2016.

fekete mezének, kettével csokken.) Ha minden mezét feketére lehetne szinezni, 63 1épést
kéne tenniink. Mivel két 1épést téve a keriilet valtozasa -4, 0 vagy +4, igy 62 lépés utan a
fekete mezokbdl allo alakzat keriilete oszthatd 4-gyel, 63 1épés utan pedig 4-gyel osztva 2
maradékot ad. fgy nem lehet egyenlé a négyzet kertiletével, 4 - 8 = 32-vel, tehat nem lehet
minden mezo6t feketére szinezni. O

4. A hegyesszogli ABC haromszog magassagpontja M, koréirt korének kozéppontja O, a
BC oldal felez6épontja F' és az A csucsbdl indulé magassag talppontja 1. Tudjuk, hogy
MOFT egy egységnyi oldali négyzet. Mekkora a haromszog teriilete? (A héromszog
magassdagpontjanak nevezziik a magassagvonalak metszéspontjét.)

Legyen az AB oldal felezopontja E. Az AMC és az OEF haromszogek hasonlok egyméshoz,
mert oldalaik parhuzamosak AC és EF a kozép-vonal jol ismert tulajdonsdga miatt
parhuzamos, OF pedig az AB oldal felezémerolegese, azaz merdleges AB-re, akarcsak a
magassagvonal részeként az MC' szakasz. A hasonlésdg ardanya 2 : 1, hiszen a kozépvonal
fele olyan hosszt, mint a megfelelé oldal. Igy tehat AM = 20F, azaz AM hossza 2
egység. Az AOM derékszogii haromszoghdl AO hosszara (azaz a koriilirt kor sugarara) v/5
addédik. Mivel OF = 1, az OFC derékszogli haromszoghdl FC' = 2 adédik. (Vagy az OFC
haromszog egybevagd az OM A haromszoggel: ezek egymés 90°-os elforgatottjai.) Tehat a
BC oldal hossza 2 -2 = 4, az AM magassag hossza 1 + 2 = 3, vagyis a hdromszog tertilete
(4-3)/2 =6 egység.

A
E
M
@]
B F T C

Masodik megoldas. Az el6z6 megoldasban észrevettiik, hogy az OFC' és az OM A haromszog
egymas 90°-os elforgatottja. Innen COA< = 90°. Némi szogszamolassal innen kihozhato,
hogy [ = 45°. Innen pedig MCT< = 45°, vagyis az M CT héaromszog egy egyenld szaru
derékszogli hdromszog. fgy TC =TM =1, azaz FFC =1+ 1 =2, ahonnan BC' = 4. Ebbdl
az is addédik, hogy BT = 3, ahonnan T'A = 3, hiszen ABT is egyenl6 szaru derékszogi
haromszog. Innen a haromszog teriilete 6 egység. o
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Feladatok

r—m Megyei fordulo

1. Egy négyjegyli szamrol ezeket tudjuk:
(1) van 3 egymadst kovetd szamjegye;
(2) ezek koziil az egyik dupldja egy méasiknak;
(3) a 4 db szdmjegy Osszege 10;
(4) a 4 db szdmjegy szorzata 0;
(5) a 4-jegyti szam els6 2 jegyébdl 4116 2-jegyi szam 3-mal nagyobb, mint az utols6 2 jegyébdl
allé 2-jegyll szam.
Melyik ez a 4-jegyli szam? o

2. a) frj be + és — jeleket a ® szimbdlumok helyére gy, hogy az egyenl6éség teljesiiljon!

102030405060 7=0

b) Hényféle mdédon lehet beirni a + és — jeleket vigy, hogy az egyenldség teljesiiljon? o

3. Egy oOtjegyli szamot irasban megszoroztunk x* 3 0 7 4 * K
egy kétjegytivel, a szorzat hatjegyfi lett. Saj- * x 5 1 8
nos a szamjegyek nagy része elmosodott, eze- * 5 Kk Kk K
ket  jeloli. Allitsd helyre a szorzést! x ok ok kK%

©

4. L-alaktd, 3 négyzetbdl allé alakzatokkal kirakhaté legkisebb teriileti téglalap a 2 x 3-as,
ahogy az alabbi dbréan is lathato.

a) Kirakhato-e ilyen L-alaki elemekkel egy 5 x 5-0s négyzet?

b) Kirakhaté-e ilyen L-alaku elemekkel egy 6 x 6-os négyzet?

c¢) Kirakhaté-e a fenti két négyzet koziil valamelyik tigy, hogy a kirakdsban szerepld elemek
koziil semelyik ketté nem alkot egy 2 x 3-as téglalapot?

(A kirakas azt jelenti, hogy atfedés nélkiil, hézagmentesen lefedjiik a négyzetlapot.) o
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5. Az abran lathaté 4 x 4-es tablazatot kell
kitoltentink az 1, 2, 3, 4 szamokkal. A

. . . , o @
szabalyok a kovetkezok: (1) Egy adott szdm ® o
minden sorban és minden oszlopban egyszer S S
szerepel. e o

(2) Ha két négyzet kozos oldalan egy iires ka-

rika lathatd, akkor azokban a négyzetekben

szomszédos szamok szerepelnek.

(3) Ha két négyzet kozos oldalén egy teli kari-
ka lathato, akkor azokban a négyzetekben két
olyan szam szerepel, melyek koziil az egyik
duplaja a masiknak.

Ird be a szdmokat a szabalyok alapjan! Indokold, hogy ez az egyetlen megoldas!

©
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r—m Megyei fordulo

1. Egy otjegyli szamot irasban megszoroztunk * 3 0 7 4 * ok
egy kétjegyiivel, a szorzat hatjegyti lett. Saj- * % 5 1 8
nos a szamjegyek nagy része elmosodott, eze- * D Kk Kk K
ket * jeloli. Allitsd helyre a szorzast! * ok ok ok ok ok

©

2. Tamas 7 konyvet véasarolt, amelyeknek az ara 500, 700, 1000, 1400, 2000, 2200 és 4000 Ft volt.
A boltban olyan akcié volt, hogy 3 kényvbdl a legolesébbat ingyen kapta a vaséarld. A bolt
a szamara legkedvezobb mddon csoportositotta a konyveket, azaz ahogy Tamas a legtobbet
fizetné. Tamas azonban reklamalt és a szamara legkedvezobb moédon csoportositott, vagyis
ahogy a legkevesebbet kell fizetnie. Mennyit spérolt Tamés a reklamacioval?

3. Anna, Béla, Cili, Dénes, Edina, Feri és Gabor barati Osszejovetelt szerveznek telefon-
beszélgetések tutjan. Ha koziiliik ketten mar beszéltek az tigyben, akkor tobbé nem hivjak
egymast. Anna és Béla eddig 6-6 beszélgetést folytatott le. Cili és Dénes beszélgetéseinek
széma killonbozé pératlan szdm. Osszesen 14 beszélgetés zajlott le.

a) Beszélt-e egymassal Cili és Dénes?

b) Van-e a hét résztvevd kozott olyan, akinek csak 2 beszélgetése volt?

©

4. L-alakd, 3 négyzetbol allé alakzatokkal kirakhaté legkisebb teriiletii téglalap a 2 x 3-as (1d.
abra). Mekkora a legkisebb teriiletii téglalap, amely tgy rakhato ki ilyen elemekkel, hogy
abban semelyik két szereplé elem sem alkot 2 x 3-as téglalapot? (A kirakds azt jelenti, hogy
atfedés nélkiil, hézagmentesen lefedjiik a téglalapot.)

’J
©

5. Az abran lathaté 4 x 4-es tablazatot kell kitolteniink az 1, 2, 3, 4 szamokkal. A szabalyok
a kovetkezok:

(1) Egy adott szdm minden sorban és minden A o *
oszlopban egyszer szerepel.
(2) Ha két négyzet kozos oldaldn egy tires ka- 3 ®
rika lathaté, akkor azokban a négyzetekben
szomszédos szamok szerepelnek. 9 0
(3) Ha két négyzet kozos oldalén egy teli kari-
ka lathato, akkor azokban a négyzetekben két 1 O
olyan szam szerepel, melyek koziil az egyik ?

duplaja a masiknak. A B C D

a) Mutasd meg, hogy a B2-es mez6ben csak 3-as szdm allhat!

b) Add meg a téblazat egy olyan kitoltését, amely megfelel a fenti szabdlyoknak! °
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r—m Megyei fordulo

1. Az aldbbi dbran minden négyzetbe pozitiv
egész szamokat irhatunk. Tudjuk, hogy
barmely négyzetbe irt szam az alatta 1évo
két négyzetbe irt szam oOsszege. Illetve azt
is tudjuk, hogy a + b = 11. Add meg az b
Osszes szamot, amely a d-gal jelolt mezdbe
kertilhet.

29

a | 5 | %

©

2. Egy hatjegyt telefonszdamot nevezziink szerencsésnek, ha az els6 3 jegyének Gsszege egyenld
az utolsd6 harom jegyének Osszegével, és szerencsétlennek, ha az elébbi feltétel nem tel-
jestil. Novekvd sorrendben leirjuk a telefonszémokat. Ebben a sorban legfeljebb hany
egyméast kovetd szerencsétlen szam van? (Telefonszdmon a 000000-t61 999999-ig terjedd
szamhatosokat értjiik.)

3. Egy négyzethalés lapon megjeloltiink 12
racspontot az itt lathatd dbra szerint.
Szép  négyszognek nevezziik azokat a
négyszoglapokat, amelyeknek mind a négy

csucsa a fenti 12 pont kozil vald, és . . . .
tertiletiik megegyezik az egységoldalti négyzet
teriiletével. (Nem tekintjiik négyszognek azo- o~ o

kat az alakzatokat, amelyeknek 3 cstcsa egy
egyenesre illeszkedik.)

Anna egymas utan, pirossal beszinezett az abran néhany szép négyszoget. Mindig olyat
valasztott ki kovetkezonek, amelynek pontjai a hatarvonalat kivéve még szinezetlenek voltak.
Amikor megunta a szinezgetést, a 12 racspont mindegyike legalabb egy pirosra szinezett szép
négyszog csucsa volt.

Hany szép négyszoget szinezhetett be Anna? Adj példat minden lehetéségre és indokold,
hogy miért nem lehet ezektol eltérd a beszinezett szép négyszogek szamal o

4. A kovetkezo Osszeadasban minden betil egy szamjegyet jelol.  Azonos betilk azonos
szamjegyeket, kiilonboz6 betiik kiilonb6zo szamjegyeket.

FOUR + FIVE = NINE.

Hény kiilonb6zé megoldas van? (Két megoldas kiilonboz6, ha van legalabb egy olyan bet,
amely eltéré szamjegyet jelol benntik.)

5. L-alakd, 3 négyzetbdl allé alakzatokkal kirakhaté legkisebb teriiletii téglalap a 2 x 3-as (1d.
abra). Mekkora a legkisebb paratlan teriiletii téglalap, amely kirakhat6 ilyen elemekkel?
(A kirakds azt jelenti, hogy atfedés nélkiil, hézagmentesen lefedjiik a téglalapot.)

’J

©
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r—m Megyei fordulo

1. Az ABCDE otszogre teljestil, hogy AB = BC = CD = DFE, a B-nél 1év6 szog derékszog,
a C-nél 1éve6 szog 45°, a D-nél 1évo szog pedig 270°. Mekkordk az Otszog A és E csucsanal
1év6 szogei? o

2. L-alakd, 3 négyzetbdl all6 alakzatokkal kirakhaté legkisebb teriiletii téglalap a 2 x 3-as (1d.
abra). Mekkora a legkisebb paratlan teriilett téglalap, amely kirakhaté ilyen elemekkel?
(A kirakas azt jelenti, hogy atfedés nélkiil, hézagmentesen lefedjiik a téglalapot.)

’J
©

3. Hany olyan 8 gyongybdl allé gyongysort lehet Gsszeallitani, ahol minden gyongy kék, pi-
ros, vagy zold, a szomszédosak kiillonboz6 szintliek, az els6 és az utolsé gyongy szine pedig
megegyezik? (Két gyongysor kiilonbozé, ha balrdl jobbra haladva van olyan pozicid, ahol
kiillonb6z6 szinti gyéngyoket tartalmaznak.)

©

4. Egy téglatest minden élének hosszisaga egyjegytl pozitiv egész szam. Minden lapra rairtuk a
teriiletét. A lapokon 1év6 szamok reciprokait 0sszeadva az eredmény % Mekkorak a téglatest

élei? ()

5. Tamas 9 konyvet vasarolt, amelyeknek az ara csupa kiilonbo6zo 2-hatvany volt. A boltban
olyan akcié volt, hogy barmely 3 konyvbdl a legolcsébbat ingyen kapta a vésarlé. Hény
kiillonboz6 dron kaphatja meg Tamés a 9 konyvet? (A végosszeget ne kerekitsiik.) o
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1. 4 testvér (akik kozott nincsenek ikrek) beszélget sziiletésiik sorrendjérél. Kettd koziilik
hazudik, kett6 igazat mond.
Andras: David a legfiatalabb.
Boldizsar: David a legoregebb és Boldizsar a legfiatalabb.
Csilla: En sziilettem legkésobb.
David: Sem legfiatalabb, sem legoregebb nem vagyok.
Melyik két testvér allitésa igaz? ()

2. Ossz fel egy 6 x 4-es téglalapot a racsvonalak mentén 3 részre gy, hogy mindegyik rész
a) hatszog
b) nyolcszog
c) tizszog

legyen! Elég csak a felosztasokat megadni, nincs sziikség indoklédsra!

©

3. Aladar és Pisti kitalalos jatékot jatszanak egy 5 x 5-6s tablan. Pisti titokban kivalaszt és
megjegyez a tablarol 18 mezot, ezeket kell Aladarnak kitaldlnia. Aladar ugy kérdezhet, hogy
bejelol a tablan 18 mezdt. Ezekrdl Pisti megmondja, hogy koziiliik melyek szerepelnek az
altala gondolt mezok kozott. Ezutan Aladar tjra 18 mez6 megjelolésével kérdezhet, amelyre
Pisti megint vélaszol, és igy tovabb. Mennyi az a legkevesebb kérdés, amelyet iigyesen feltéve

Aladar szerencse nélkiil is biztosan meghatdrozhat 12 mez6t a gondoltak koziil? °
4. Adottak a kovetkezo tortek:
12314
2734’5

Minden lépésben készithetiink egy 1j szamot ugy, hogy a kovetkezo két miivelet valame-
lyikének végeredményével bovitjitkk az eddigi szamok halmazat:

e cgy meglévo szamban felcseréljiik a szamlalot és a nevezot;
e egy meglévo szamot kivonunk 1-bol.

Hény szamot kaphatunk igy, ha akdrhény 1épést elvégezhetiink? (Az tjonnan kapott szamot
a kovetkezo 1épésben mar felhaszndlhatjuk.)
és 3 =13)) ()

. . 7 e . Z . 4 _ 1
(A torteknek minden esetben a legegyszeriibb alakjat haszndld! Pl.: ¢ = 5
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5. Egy papirbol késziilt kocka lapjaira kiviilrél mintakat rajzoltunk. Ezutan szétnyitottuk a
kockat, kiteritettiik, igy az els6 dbran lathaté halot kaptuk. A masik két halébol pontosan
ugyanilyen kockat szeretnénk hajtogatni.

Rajzold be a hidnyz6 mintakat a megfelel6 négyzetekbe! (A papir nem atlatszo, és a mintét
csak az egyik oldalon rajzoljuk meg.) Elegend6 megadni a helyes abrat, nincs sziikség
indoklasra.

o1 IR [ ]
X< O
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1. Egy 14 f6s barati tarsasagban iiveggolyokat gytijtenek: pirosat, zoldet és sargat. A kovet-
kezoket tudjuk:

(1) Akinek nincs zold, annak van piros vagy sarga.
(2) Akinek nincs sérga, annak van piros.

(3) Koziiliik 7-nek pontosan 2-féle iiveggolydja van.
(4) Otiiknek eddig csak 1-félét sikeriilt gytijten.
Viélaszolj az aldbbi kérdésekre:

a) Hénynak nincs eddig még iiveggolydja?

b) Hanynak van mindharom fajta?

¢) Van-e olyan tarsasig, melyre az Osszes feltétel teljesiil? o

2. a) Helyezz &t az abrédn két gyufaszdlat tgy,
hogy a négyzetek szama 4-re csokkenjen, és

minden gyufaszdl valamelyik négyzet teljes ———et——oa——uo
oldalat alkossa. H ﬂ
D,
b) Hany megoldéas lehetséges? (Két megoldés
kiilonb6zo, ha az athelyezések utan valame-
lyikben van gyufa egy olyan helyen, ahol a
méasikban nincs.) o
3. Azonos betlik azonos, kiillonbozo betiik kiilonbozo szamjegyeket jelolnek.
ABCD
DABC
CDAB
+ CDA
cccoB
Add meg az ABC'D négyjegyli szam Osszes lehetséges értékét! °

4. Be lehet-e irni az aldbbi szdmokat egy 3 x 3-as tablazat mezdibe tigy, hogy minden sorban
egyenlo legyen a szdmok Osszege, és minden oszlopban is egyenlo legyen a szamok Osszege?

a) 1,2,3,4,5,6,7,8,9
b) 2,2,3,3,3,4,4,4, 4
¢) 0,1,2,4,5, 7, 8,10, 11 ()
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1. Ossz fel egy 6 x 4-es téglalapot a racsvonalak mentén 3 részre tigy, hogy mindegyik rész

a) hatszog
b) nyolcszog
c) tizszog

legyen! Elég csak a felosztasokat megadni, nincs sziikség indoklésra!

©

2. Van egy 4 szambdl all6 halmazunk. Minden 1épésben egy 1j négyelemli halmazt gyartunk
ugy, hogy elkészitjiik barmely 3 szam Osszegét. Harom ilyen 1épés utan a {63;68;69;70}
halmazt kaptuk. Mi volt az eredeti négy szam?

3. Meg lehet-e adni 50 egész szamot 1gy, hogy az Osszegiik egy 10-nél nagyobb primszam, a
szorzatuk pedig egy ennél 1-gyel kisebb négyzetszam legyen?

4. Egy tobbjegyl pozitiv egész szamot kiilonlegesnek neveziink, ha nincs benne 0 szamjegy,
és barhol kettévagva a kapott szamok koziil az egyik osztéja a masiknak. Az 1442 pélaul
kiilonleges, mert az 1 osztdja a 442-nek, a 14 osztdja a 42-nek, valamint a 144-nek osztdja a
2.

Hany kiilonleges szam van 500000 és 600000 kozott? o

5. Aladar és Pisti kitalalos jatékot jatszanak egy 10 x 10-es tablan. Pisti titokban kivalaszt és
megjegyez a tablarol 18 mezot, ezeket kell Aladarnak kitaldlnia. Aladar ugy kérdezhet, hogy
bejelol a tablan 18 mezdt. Ezekrdl Pisti megmondja, hogy koziiliik melyek szerepelnek az
altala gondolt mezok kozott. Ezutan Aladéar tjra 18 mez6 megjelolésével kérdezhet, amelyre
Pisti megint vélaszol, és igy tovabb. Mennyi az a legkevesebb kérdés, amelyet iigyesen feltéve
Aladér szerencse nélkiil is biztosan meghatarozhat 9 mez6t a gondoltak koziil?
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1. Gyula bacsi négy legkedvesebb galambja egy 6 x 2-es elrendezésii galambdicban lakik. A
legjobb tenyészparjanak tagjait, Kirdlyt és Damat egy szinten 1év6, szomszédos dicokban
helyezte el. Sem alattuk, sem felettiik, sem a szomszédos dicokban nincs masik galamb. A
legjobb madarat, Aszt, és a legigéretesebbet, Bubit egy-egy fennmaradé dicba koltoztette.
Hényféle elrendezésben lakhat Gyula bacsi 4 kedvenc madara? o

2. Be lehet-e irni az alabbi szamokat egy 3 x 3-as tablazat mezoéibe gy, hogy minden sorban
ugyanannyi legyen a szdmok 0sszege, és minden oszlopban is ugyanannyi legyen a szamok
Osszege?

a) 1,2,3,4,5,6,7,8,9

b) 2,2,3,3,3,4,4,4,4

¢) 0,1,2, 4,5, 7, 8,10, 11 O
3. Szinezd meg egy kocka éleit gy, hogy minden csticsban az egy csicsba futé élek kiilonbozé

szintek legyenek!

a) Legkevesebb hény szinnel oldhaté meg ez a szinezés?

b) A legkevesebb szint haszndlva hény kiillonb6z6 megoldds van? — Két megoldast
kiilonbozének tekintiink, ha van olyan él (pl. BF’), amelynek szine a két megoldasban

kiilonboz. O
H——— G
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4. A sakktabla Al mez6jérol sétalni indul egy vezér. Egy 1épésben balra, jobbra, felfelé, lefelé
vagy a 4 atlés irany barmelyikében léphet akarmennyit. Csak olyan mezére léphet, ame-
lyen még elézdleg nem jart. Nem lehet két egyforma lépése, azaz amelyeknek az irdnya és
nagysaga is megegyezik.

a) Lehetséges-e olyan séta, amelynek sordn a vezér a sakktabla els§ két sordnak minden
mezO0jét bejarja, de mas mezoére nem 1ép?

b) Lehetséges-e olyan séta, amelynek sordn a vezér a sakktabla minden mez6jét bejérja?

c) Lehetséges-e olyan séta, amelynek sordn a vezér nem 1ép a 8. sor és a H oszlop mezdire,
minden mas mezore viszont igen?

Megjegyzés: egy 2 x 3-as téglalap bejarhaté ilymodon. Az alabbi dbra mutatja a bejarast.

A mezo6ben allé szam jelzi, hogy hanyadik lépésben 1ép a vezér arrdl a mezérol. Ha a fentiek

koziil valamelyik feladat megoldhaté, akkor a megoldést ilyen formaban add meg:

2 6 2 4

©

1. Eloéallithato-e a 22222244444 szam 6t egymast kovetd egész szam szorzataként? °

2. Van egy négy szambol allé halmazunk. Minden lépésben egy 1ij négyelemii halmazt készitiink
ugy, hogy az 6sszes lehetséges modon elkészitjiik a meglévé halmazbdl harom szam Gsszegét.
Hérom 1épés utén a {63, 68,69, 70} halmazt kaptuk. Mi volt az eredeti négy szam? o

3. ABCDEF egy szabélyos hatszog, melynek teriilete 1 teriiletegység. (Az abécé szomszédos
betiii a hatszog szomszédos csucsait jelolik.) X a C'D oldal felezépontja, Y pedig az EF
oldalé. Mekkora az ABCXY F hatszog tertilete? (A szabélyos sokszogek minden oldala és

szoge egyenld.) °
4. Egy tobbjegyl pozitiv egész szamot kiilonlegesnek neveziink, ha nincs benne 0 szamjegy,
és barhol kettévagva a kapott két szam koziil az egyik osztja a masikat. Példaul az 1442

kiilonleges, mert az 1 osztdja a 442-nek, a 14 osztéja a 42-nek, és a 144-nek osztdja a 2.
Hany kiilonleges szam van 800 000 és 900 000 kozott? o

5. Beirtuk egy 6 x 6-os tablazat mezo6ibe az egész szamokat 1-t0l 36-ig gy, hogy az egymaést
kovet6 szamok oldalszomszédos mezokbe keriiltek, de a 4 tobbszoroseit tartalmazé mezoknek
nincs kozos csicsa.

a) Mutasd meg, hogy ekkor a 36 csak valamelyik sarokmezébe keriilhetett!
b) Adj példat a feltételeknek megfelel6 kitoltésre! °
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1. Egy pozitiv primszamokbdl allo, novekedd sorozatban az egymast kovetd tagok kiillonbsége
12. Melyik a leghosszabb ilyen sorozat? o

2. Az ABC szabalyos haromszog BC' oldalanak belsé pontja X, C' A oldalanak belsé pontja Y,
AB oldalanak bels6 pontja Z. Hany darab egyenld szaru haromszog lehet az AY Z, BX Z,
CXY, XY Z haromszogek kozott? Az osszes lehetOségre mutass példat! o

3. Két jatékos, A (aki a jatékot kezdi) és B a kovetkezd jatékot jatsszék: felvéltva tordlnek
egy-egy szamjegyet a 876543210 szambdl, amig csak egyetlen jegy marad. Ha a nyolc torlés
barmelyike utan a szamjegyeket Osszeolvasva a szam oszthaté néggyel, B nyeri a jatékot,
egyébként pedig A. Van-e valamelyik jatékosnak nyerd stratégiaja? Ha van, adj is meg egy
nyer$ stratégiat!

(Ha a jaték végén 0 marad, akkor B nyert, hiszen 0 oszthaté 4-gyel.) °

4. Egy 7 f6s rablobanda rabolt egy zsdk aranyat. Szétraktak az asztalon, majd igy osztoz-
tak: el6szor egyikiik megszamolta az aranyakat, majd elvett annyit, amennyi a darabszam
szamjegyeinek Osszege. Ezutan a jobb oldali szomszédja a maradékot szamolta meg, s elvett
annyi aranyat, amennyi e szam jegyeinek Osszege, s igy folytattak tovabb. Azt tapasz-
taltdk, hogy épp akkor fogyott el, mikor mindenki ugyanannyiszor vett mar, s6t, mindenki-
nek ugyanannyi arany jutott a vezért kivéve. Ohozza t6bb arany keriilt. Tudjuk még, hogy
200-nal nem fér tobb arany egy zsdkba. Hany arany lehetett kezdetben, és hanyadikként
vett a rablovezér?

8. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. Lehet-e talalni két egymast koveto kettohatvanyt, melyek osszege négyzetszam?
(Kett6hatvanynak nevezziik az 1,2,4, 8,16, ... sorozat tagjait, ahol minden tag az &t me-

gel6z6 kétszerese. ) O

2. Egy sokszog minden oldalanak hossza centiméterben mérve egész szam, az Osszes belso
szogének nagysiga pedig 60° vagy 240°. Lehet-e a sokszog oldalainak szama

a) 20167
b) 20177 ()

3. Ki lehet-e szinezni a sik pontjait négy szinnel tgy, hogy ne lehessen taldlni négy darab
egyszini pontot, melyek egy téglalap négy csucsat alkotjak?

4. Egy 0-tél és 1-tol kiilonbozo raciondlis szambdl kiindulva miiveleteket hajtunk végre. Egy
lépésben a kovetkezo két miivelet valamelyikét: vehetjik egy meglévé szam reciprokat, vagy
egy meglévo szamot kivonhatunk egybdl. A kapott szamot a kovetkezo 1épésben mar fel-
hasznalhatjuk. Ezeket a lépéseket addig ismételjik, amig méar nem johet ki 4j szam. A
kiindulé szam értékétél fliiggben hanyféle szamot kaphatunk ilyen mdédon? Az Osszes le-
hetéségre mutass példat! o
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5. 16 csapat kormérkozést jatszik, mindenki mindenkivel pontosan egyszer taldlkozik. Minden
mérkdzésen az egyik csapat nyer, a masik veszit, dontetlen nincsen.
Add meg a 12 gyozelmet eléré csapatok szamanak legnagyobb lehetséges értékét! °

8. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Egy pozitiv primszamokbdl allo, novekedd sorozatban az egymast kovetd tagok kiilonbsége
12. Melyik a leghosszabb ilyen sorozat? °

2. Két jatékos, A (aki a jatékot kezdi) és B a kovetkezd jatékot jatsszak: felvaltva tordlnek
egy-egy szamjegyet a 876543210 szambdl, amig csak egyetlen jegy marad.
Ha a nyolc torlés barmelyike utan a szamjegyeket osszeolvasva a szam oszthaté néggyel, B
nyeri a jatékot, egyébként pedig A. Van-e valamelyik jatékosnak nyer¢ stratégidja? Ha van,
adj is meg egy nyerd stratégiat!
(Ha a jaték végén 0 marad, akkor B nyert, hiszen 0 oszthat6 4-gyel.) o

3. Egy 5 x 5-0s tabldzat mez6ibe beirtuk a pozitiv egész szamokat 1-t6l n-ig (mindegyiket
egyszer), a kimarad6 mezékbe pedig nulldkat irtunk. A kitoltést érdekesnek neveziink, ha
minden sorban és minden oszlopban egyenl6 a beirt szamok oOsszege. Melyik a legkisebb
pozitiv egész n, melyre talalhatd érdekes kitoltés?

4. Melyek azok az ABC D négyszogek, melyek belsejében taldlhato olyan P pont, hogy a PA,
PB, PC, PD szakaszok a négyszog belsejében haladnak, és az ABP, BCP, CDP és DAP
haromszogek tertilete mind egyforma? Igyekezz minél egyszeriibb jellemzést adni! °
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,_m Megyei fordulé

1.

Megoldasok

Egy négyjegyi szamrdl ezeket tudjuk:

1) van 3 egymast kovetd szamjegye;

2) ezek koziil az egyik dupldja egy masiknak;

3) a 4 db szamjegy Osszege 10;

4) a 4 db szamjegy szorzata 0;

5) a 4-jegyli szam els6 2 jegyébol 4ll6 2-jegytli szam 3-mal nagyobb, mint az utolsé 2 jegyébdl
allé 2-jegyli szam.

Melyik ez a 4-jegyli szam?

(
(
(
(
(

Elsé megoldas. (1) és (2) miatt ezek a szomszédos hdrmasok jonnek széba: (0,1,2); (1,2, 3);
(2,3,4). (4) miatt az egyik jegy 0, és (3) miatt az dsszeg 7, ezért (0,1,2,3); (0,2,3,4) nem
lehetnek a jegyek. Igy (0,1,2,7) a négy szamjegy. () Végiil (5) miatt a megoldés a 2017,
mert a 0 nem allhat az els6é helyen, és a 7 tul nagy, az 1 pedig tul kicsi lenne az elsé helyre
ahhoz, hogy az els6 két jegybol allo szam 3-mal nagyobb lehessen a méasodik kettobdl allonal.
Masodik megoldds. Folytatas (¥ )-tol.

fgy a szam elso két jegye lehet: 10, 12, 17, 20, 21, 27, 70, 71, 72. Ezek kozil a maradék
szédmjegyekkel csak a 20 fejezheté be az (5) feltételnek megfelelden. A megoldés 2017. o

a) frj be + és — jeleket a ® szimbdélumok helyére gy, hogy az egyenléség teljestiljon!
1020304056060 7=0

b) Hanyféle médon lehet beirni a + és — jeleket gy, hogy az egyenl6ség teljesiiljon?

1-tél 7-ig a szdmok Osszege 28, tehdat oOsszesen 14 lesz azoknak a szdmoknak az Osszege,
amelyek elé — keriil (és az 1 elé nem frhaté —). Mivel két szam Osszege legfeljebb 6+ 7 = 13,
ezért legaldbb 3 szam elé kell — jel. De akkor legfeljebb 4 elé irhatunk — jelet, mert ha
néhany szam Osszege 14, akkor a maradék szamok Osszege szintén 14. Tehat 3, vagy 4 db —
jel kiosztasaval megtalalhaté az 6sszes lehetOség:

1-2+34+4-54+6-T7
142-3-4+54+6-7
1+2-34+4-5-6+7
1-2-3-4-5+6+T.
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3. Egy otjegyli szamot frasban megszoroztunk egy kétjegytiivel, a szorzat hatjegyti lett. Sajnos
a szamjegyek nagy része elmosddott, ezeket * jeloli. Allitsd helyre a szorzast! Indokolj.

* 3 0 7 4 - *x %
* % 5 1 8

* D x *x X
* Kk Kk KX x *
1 3 0 7 4 7 5
9 1 5 1 8

6 5 3 7 0
9 8 0 5 5 0

o

4. L-alakud, 3 négyzetbdl allo alakzatokkal kirakhatd legkisebb tertiletii téglalap a 2 x 3-as,
ahogy az alabbi abran is lathaté.

a) Kirakhatoé-e ilyen L-alaku elemekkel egy 5 x 5-0s négyzet?

b) Kirakhaté-e ilyen L-alaki elemekkel egy 6 x 6-os négyzet?

¢) Kirakhaté-e a fenti két négyzet koziil valamelyik gy, hogy a kirakdsban szereplé elemek
koziil semelyik ketto nem alkot egy 2 x 3-as téglalapot?

(A kirakds azt jelenti, hogy atfedés nélkiil, hézagmentesen lefedjiik a négyzetlapot.)

Egy L-alakt elem harom négyzetet fed le, ezért az L-alaku elemekkel kirakhato alakzatok
teriilete biztosan oszthatd 3-mal. Az 5 x 5-0s négyzet teriilete 25 egység, ami nem oszthato
3-mal, ezért a kirakds nem lehetséges. A 6 x 6-os négyzet kirakhaté L-alaku elemekkel.
Példaul egy lehetséges megoldas, ha 6 db 2 x 3-as téglalapbdl rakjuk ki (Id. bal oldali 4bra).
Létezik azonban olyan kirakés is, amelyben semelyik két elem nem alkot 2 x 3-as téglalapot
(1d. jobb oldali abra), ezért a (c) kérdésre is igen a valasz.

’J
’J
’J

L L] L
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Megoldasok

5.

Az dbran lathato 4 x 4-es tablazatot kell kitoltentink az 1, 2, 3, 4 szamokkal. A szabalyok
a kovetkezok:

(1) Egy adott szdm minden sorban és minden oszlopban egyszer szerepel.

(2) Ha két négyzet kozos oldalan egy iires karika ldthatd, akkor azokban a négyzetekben
szomszédos szamok szerepelnek.

(3) Ha két négyzet kozos oldalan egy teli karika lathat6, akkor azokban a négyzetekben két
olyan szam szerepel, melyek koziil az egyik dupldja a masiknak.

Ird be a szdmokat a szabalyok alapjan! Indokold, hogy ez az egyetlen megoldas!

)
)

A teli karikdk szomszédai ezek a péarok lehetnek: (1;2), (2;4), ezért az alabbi rész kozépso
mezojén csak a 2 allhat.

Ha beirjuk ezeket a 2-eseket, akkor az X jeli mezobe csak 1-es keriilhet, mert ez szomszédja
is a 2-nek, és fele vagy kétszerese is.

®260X

A harmadik sorban az els6é mezébe mar csak 4-es keriilhet, mert 1-es mar van a sorban. Ez
a sor tehat balrdl jobbra: 4, 2, 1, 3. A 4 f6lé 3 keriil, mert csak ez szomszédos a 4-gyel, igy a
2. sorban a 3 és 2 kozé csak a 4-et irhatjuk a két karika jelzésének megfeleléen. Ezért ebben
a sorban az utolsé mezobe 1 keriil.

TR

Az els6 sorban az 1 {61é csak 2, a 4 {61¢é csak 3 keriilhet (a karikdk dtmutatdsa szerint). Mivel
egy sorban és egy oszlopban ugyanaz a szam csak egyszer szerepelhet, ebben a sorban az
elso helyre mér csak az 1-es, az utolséra a 4-es keriilhet. Az utolsé sorban azokat a szamokat
helyezziik el, amelyek az oszlopbdl még hidanyoznak. fgy a helyes kitoltés:




Megoldasok

XLVI. verseny 2016—2017.

o

,—m Megyei fordulé

1. Egy otjegyli szamot frasban megszoroztunk egy kétjegytivel, a szorzat hatjegyti lett. Sajnos
a szamjegyek nagy része elmosddott, ezeket * jeloli. Allitsd helyre a szorzast!

*x 3 0 7 4 - % x

* * 5 1 8
* D K * *
* X Kk x Kk *
1 3 0 7 4 7 5
9 1 5 1 8
6 5 3 7 0
9 8 0 5 5 0

o

2. Tamas 7 konyvet vasarolt, amelyeknek az ara 500, 700, 1000, 1400, 2000, 2200 és 4000 F't
volt. A boltban olyan akcié volt, hogy 3 kényvbol a legolecsébbat ingyen kapta a véasarlo.
A bolt a szamara legkedvezobb mddon csoportositotta a konyveket, azaz ahogy Tamés
a legtobbet fizetné. Tamas azonban reklamélt és a szamara legkezdvezébb mdédon csopor-
tositott, vagyis ahogy a legkevesebbet kell fizetnie. Mennyit sporolt Tamas a reklaméciéval?

Mivel 7 konyv van, ezért két harmas csoport allithato ossze, vagyis két konyvet fog Tamas
ingyen megkapni. A bolt akkor jar jol, ha minél olesébb konyveket ad ingyen, Tamas pedig
akkor, ha minél dragabbakat. A bolt el tudja érni, hogy a két legolcsébb konyv legyen
ingyen, hiszen az egyik csoportba teszi a 4000, 2200 és 500 Ft-os konyvet, a mésikba pedig
a 2000, 1400 és a 700 Ft-osat. Ekkor az 500 és a 700 Ft-os konyvet kapja Tamaés ingyen.
Tehat a kifizetett 6sszeg ekkor: 4000 + 2200 + 2000 + 1400 + 1000 = 10600 forint. Tamas
minél dragabb konyveket szeretne ingyen megkapni.

A két legdragabb konyvet mindenképpen ki kell fizetnie, hiszen nincs olyan harmas csoport,
amelyben ezek egyike lenne a legolcsobb. Az olesébb ingyen kapott konyv ara legfeljebb a
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hatodik legnagyobb Gsszeg lehet, hiszen a 4 kifizetett Osszegnek és a dragabb ingyenesnek
is tobb az ara. A legkedvezObb esetben tehat a harmadik és hatodik legdragabb konyv
szerezhet6 meg ingyen. A kifizetett 0sszeg ekkor: 4000 4 2200 + 1400 + 1000 + 500 = 9100
forint. Vagyis Taméas 10600 — 9100 = 1500 forintot tudott spérolni a reklamacidval. o

3.  Anna, Béla, Cili, Dénes, Edina, Feri és Gabor barati Gsszejovetelt szerveznek telefon-
beszélgetések utjan. Ha koziiliik ketten mar beszéltek az tigyben, akkor tobbé nem hivjak
egymast. Anna és Béla eddig 6-6 beszélgetést folytatott le. Cili és Dénes beszélgetéseinek
széma kiilonbozé paratlan szdm. Osszesen 14 beszélgetés zajlott le.

a) Beszélt-e egymassal Cili és Dénes?

b) Van-e a hét résztvevd kozott olyan, akinek csak 2 beszélgetése volt?

Els6 megoldas. Jeloljuk A, B,C,D,E,F és G-vel az ilyen kezdGbetliji emberek
beszélgetéseinek a szamat.

Mivel 6sszesen 14 beszélgetés zajlott le, és egy beszélgetés pontosan két ember kozott zajlik,
ezért A+ B+C+D+FE+F+G =28. Mivel A= 6, B =6, azaz 6k mindenkivel beszéltek,
ezért C, D, E F,G > 2. C és D kiilonboz6 paratlan szamok. Mivel C' és D kiilonbozo
paratlan szamok, mindketté értéke legalabb 2 és legfeljebb 6, ezért C' és D értéke valamilyen
sorrendben 3 és 5. Tudjuk, hogy A+B+C+D = 20, tehat E+ F+G = 8. A 8 kétféle modon
johet ki 3 megfelel6 egész szam Osszegeként: 2 + 2 + 4 vagy 2 + 3 + 3. Tehat biztosan van
olyan ember, akinek csak 2 beszélgetése volt. Mindkét esetben legaldabb egy ember F, F, G
koziil nem beszélt senkivel A-n és B-n kiviil, ezért csak 1gy lehet meg az 5 beszélgetése
C-nek vagy D-nek, ha egymassal is beszéltek. Az (A, B,C,D,E,F,G) = (6,6,3,5,3,3,2)
megvaldsithato:

A B

D E

Maésodik megoldas. Jeloljiikk az embereket a neviik kezdébettiivel.

Mivel A és B beszélt mindenkivel, ezért tekintsiink el toliik és az &altaluk lefolytatott
beszélgetésektdl. 11 ilyen beszélgetés volt, hiszen 6k mindenki méassal beszéltek, de egymassal
is. Az Osszes beszélgetés darabszama 14-r6l igy lecsokken 3-ra, a megmaradt személyek
beszélgetéseinek szama pedig rendre 2-vel. C és D beszélgetéseinek a szama tovabbra is
paratlan marad, hiszen 2-vel csokkent, igy csakis 1, illetve 3 lehet. Ha C' és D nem beszélt
volna egymassal, akkor ez 4 beszélgetést jelentene Osszesen, ami lehetetlen. Tehat C' és D
beszélt egyméssal. Az altaldanossag megsértése nélkiil feltehetjiik, hogy D beszélt 3 ember-
rel a megmaraddk koziil. Mivel C-vel beszélt, ezért E, F' és G kozil az egyikkel nem. Ez
az ember nem beszélt egy emberrel sem a megmaraddk koziil, viszont beszélt A-val, illetve
B-vel, igy 6 pontosan két emberrel beszélt. Az 1. megoldas végén 1év6 dbra mutatja, hogy
a fentiek meg is valosulhatnak.
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Megoldasok

4.

D.

L-alaki, 3 négyzetbdl all6 alakzatokkal kirakhaté legkisebb teriiletii téglalap a 2 x 3-as (1d.
abra). Mekkora a legkisebb teriiletti téglalap, amely gy rakhaté ki ilyen elemekkel, hogy
abban semelyik két szerepld elem sem alkot 2 x 3-as téglalapot? (A kirakés azt jelenti, hogy
atfedés nélkiil, hézagmentesen lefedjiik a téglalapot.)

’J

A keletkez6 téglalap mindkét oldala legalabb 4 egység hosszi, mert 2 és 3 egységnyi olda-
lakkal nem teljesithet6 a feltétel.

L L *

Az L-alakok hirom négyzetet fednek, ezért a a keletkezo téglalap teriilete oszthaté 3-mal.
Emiatt legalabb az egyik oldalanak hossza is oszthaté 3-mal. A legkisebb lehetséges oldalpar
ezért a 4 és 6. Ilyen oldalu téglalap készithetd is, tehat a minimalis tertilet 24 egység.

o

Az dbran lathato 4 x 4-es tablazatot kell kitoltentink az 1, 2, 3, 4 szamokkal. A szabalyok
a kovetkezok:

(1) Egy adott szdm minden sorban és minden oszlopban egyszer szerepel.

(2) Ha két négyzet kozos oldalan egy iires karika ldthatd, akkor azokban a négyzetekben
szomszédos szamok szerepelnek.

(3) Ha két négyzet kozos oldalan egy teli karika lathatd, akkor azokban a négyzetekben két
olyan szam szerepel, melyek koziil az egyik dupldja a masiknak.

a) Mutasd meg, hogy a B2-es mez6ben csak 3-as szam allhat!

b) Add meg a téblazat egy olyan kitoltését, amely megfelel a fenti szabdlyoknak!
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Egy teli karika két oldalan 1évé négyzetekben csak az (1;2), illetve a (2;4) pérok szere-
pelhetnek valamilyen sorrendben. Vagyis egy teli karika melletti mezén nem allhat 3-as.
A B oszlopban 3 ilyen mez6 van, és egy oszlopban minden szam kiilonboz6, tehat ezeken
a mezokon sziikségképpen az 1, 2, és 4 szamoknak kell dllniuk. Emiatt az egyetlen teli
karikaval nem szomszédos mezo6n, B3-on csak 3-as allhat. Az egyetlen jé kitoltés:

4 3()2‘1 4

3 4 1 @2 3

2 1 3 4 2

o

r—m Megyei fordulo

1. Az aldbbi dbran minden négyzetbe pozitiv egész szamokat irhatunk. Tudjuk, hogy barmely
négyzetbe irt szam az alatta 1évo két négyzetbe irt szam Osszege. Illetve azt is tudjuk, hogy
a+b=11. Add meg az Osszes szamot, amely a y-gal jelolt mezébe kertilhet.

2

a | 5 | %

A képzési szabaly alapjan a +5 = b, tehat a+b=a+a+ 5 = 11, amibol a = 3 és b = 8.
A csillag helyére irt szamot jeloljik z-szel, az a-tél balra 1évot y-nal és toltsiik ki az tires
mezoket az Osszeadasi szabaly szerint.

29

y+ 11|z + 13

y+3] 8 |z+5
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fgy a legfels6 mezére az y + 11 + x + 13 = 29 feltételt kapjuk, ahonnan x + y = 5. Mivel
pozitiv egészekrdl van szd, = lehetséges értékei 1, 2, 3 és 4. Mindegyik megvalésithaté az
y = 5 — x valasztdssal. o

2. Egy hatjegyt telefonszamot nevezziink szerencsésnek, ha az els6 3 jegyének osszege egyenlo
az utols6 harom jegyének Osszegével, és szerencsétlennek, ha az elobbi feltétel nem tel-
jesiil. Novekvo sorrendben leirjuk a telefonszédmokat. Ebben a sorban legfeljebb hany
egymast kovetd szerencsétlen szam van? (Telefonszamon a 000000-t61 999999-ig terjed6
szamhatosokat értjiik.)

1000 egymast kovetd szerencsétlen szam megadhaté, példaul:
000001, 000002, 000003, . .., 000999, 001000.

A 000000,001001, 002002, .. .,998998, 999999 sorozatban viszont minden szam szerencsés,
hiszen az els6é 3 jegy megegyezik az utolsé harommal. A fenti sorozatban minden 1001-
edik telefonszam szerepel (éppen az 1001-gyel oszthatdak). Ezért barmely 1001 szomszédos
telefonszam kozott van olyan, amelyik tagja a sorozatnak, tehdt szerencsés. fgy legfeljebb
1000 szomszédos szerencsétlen szam adhaté meg.

3.
Egy négyzethalds lapon megjeloltiink 12 . .
racspontot az itt lathato abra szerint.
Szép négyszognek nevezzilk azokat a ! ® ® ®
négyszoglapokat,  amelyeknek mind a
négy csucsa a fenti 12 pont kozil vald, ° ® ® ®
és tertletiik megegyezik az egységoldala
négyzet tertiletével. (Nem tekintjiik -~ o

négyszognek azokat az alakzatokat, amelyek-
nek 3 cstcsa egy egyenesre illeszkedik.)

Anna egymds utan, pirossal beszinezett az abran néhany szép négyszoget. Mindig olyat
valasztott ki kovetkezonek, amelynek pontjai a hatarvonalat kivéve még szinezetlenek vol-
tak. Amikor megunta a szinezgetést, a 12 racspont mindegyike legalabb egy pirosra szinezett
szép négyszog csucsa volt.

Hany szép négyszoget szinezhetett be Anna? Adj példat minden lehetdségre és indokold,
hogy miért nem lehet ezektol eltérd a beszinezett szép négyszogek szamal

Legalabb 3 szép négyszoget be kellett szineznie, mert kiilonben lenne olyan racspont, amely
nem lenne csicsa egyik szinezett négyszognek sem. Lehetséges, hogy a beszinezett szép
négyszogek szama 3, 4, 5, 6 vagy 7 volt, ezekre 1-1 példat mutatnak az alabbi abrak:

. . .
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Az utolsé dbran lathaté négyszogek egyesitésével kapott hétszog a 12 pont altal meg-

hatarozott négyszogek mindegyikét lefedi. Mivel ennek a hétszognek a teriilete 9—1— % —% =
7 egység, és Anna minden lépésben 1 egységnyi teriiletet szinez be, ezért nem szinezhetett

be 7-nél tobb szép négyszoget. o

4. A kovetkezd Osszeaddsban minden betii egy szamjegyet jelol. Azonos betlik azonos
szamjegyeket, kiilonbozé betiik kiilonbozo szamjegyeket.

FOUR + FIVE = NINE.

Hény kiilonboz6 megoldas van? (Két megoldds kiillonbozé, ha van legaldbb egy olyan beti,
amely eltéré szamjegyet jelol benniik.)

Az R+ E 6sszeg E-re végzodik, ezért R = 0. Emiatt a szazas helyiértéken az O + I 6sszeg
mar nem végzddhet [-re, tehat itt van atvitel, és igy az O 4+ I + 1 Osszeg végzodik [-re,
amibol O = 9. A fentiek alapjan az egyesek helyén nem keletkezett atvitel, a tizeseknél és
a szazasoknal viszont igen. Ezért U +V =10+ N és FF+ F+1 = N. N tehat paratlan,
ugyanakkor N = F+ F+1>1+1+1=3é N=U+V —-10<8+7—-10 = 5.
Tehat N = 3 vagy N = 5. Ha N = 3, akkor FF = 1é U +V = 13. A fennmaradé
szamjegyek alapjan az (U,V) parra 4 lehet6ség van: (8,5),(7,6),(6,7),(5,8). Ha N =5,
akkor F' =2 és U +V = 15. A fennmaradé szamjegyek alapjan az (U, V') parra 2 lehet6ség
van: (8,7),(7,8). Ez 6sszesen 6 lehet6ség az R, O, N, F, U, V szdmjegyek megvélasztasara.
Az (E,I) szémpért a még nem hasznélt szamjegyek koziil szabadon valaszthatjuk. Igy
6-4 -3 =72 kiillonb6z6 megoldas van.

5. L-alakd, 3 négyzetbdl &ll6 alakzatokkal kirakhaté legkisebb tertiletii téglalap a 2 x 3-as (1d.
abra). Mekkora a legkisebb paratlan teriileti téglalap, amely kirakhato ilyen elemekkel?
(A kirakds azt jelenti, hogy atfedés nélkiil, hézagmentesen lefedjiik a téglalapot.)

’J

A tertilet csak tgy lehet paratlan, ha mindkét oldal hossza paratlan. Minden L-alakzat 3
egységnyi tertiletet fed le, igy a téglalap teriiletének 3-mal oszthatonak kell lennie. Ezért
legaldbb az egyik oldalhossz 3-mal oszthatd. Egy 3 egység hosszisdgi oldal mentén a
két sarokmezot kiilonbozo L-alakzatok tudjak csak lefedni, de ezek csak ugy helyezhetok
el, hogy egy 3 x 2-es téglalapot alkotnak. A fennmaradé téglalapra ezt a gondolatot
megismételve Gjabb 3 x 2-es téglalapot kapunk, és igy tovabb, mig végiil az egész téglalapot
lefedjiik 3 x 2-es téglalapokkal. Ez viszont csak akkor lenne lehetséges, ha az oldalhossza
paros lenne.

Tehat a 3-mal oszthaté hosszisagu oldal hossza legaldbb 9 egység, mig a méasik oldal hossza
legalabb 5 egység, igy a teriilet legalabb 45 egység. Ez meg is valosithaté az 5 x 9-es téglalap
kirakasaval, példaul az alabbi médon:
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L]

Bk

fils

r—m Megyei fordulo

1. Az ABCDE o6tszogre teljestil, hogy AB = BC = CD = DE, a B-nél 1év6 szog derékszog,
a C-nél 1év6 szog 45°, a D-nél 1év6 szog pedig 270°. Mekkordk az 6tszog A és E csucsandl
1év6 szogei?

Készitstink el6szor is egy, a feltételeknek eleget tévo abrat:

E C

B

Az ABC héromszog egyenld szaru, melynek szarszoge 90°, igy ACB< = 45°. Mivel
DC B< = 45° a feladat feltételei szerint, igy az A, D és C' pontok egy egyenesre esnek. Mivel
az FDC haromszog egyenld szari, melynek szarszoge 90°, igy ECD< = 45°. CE = CA,
hiszen a CDFE és az ABC haromszogek egybevagdk (két oldaluk és a koztiik 16vé szog meg-
egyezik), amibdl kapjuk, hogy CAE< = CEA< = 67,5°. fgy végil adodik, hogy az A
csucsndl 1évo szog, o = 45° 4+ 67,5° = 112,5° illetve € = 67,5° — 45° = 22,5°, hiszen az
DEC< = 45° is teljesiil. (A feladat befejezésénél hivatkozhatunk arra a jol ismert tényre is,
hogy az 6tszogek szogeinek dsszege 3 - 180° = 540°).
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2. L-alaku, 3 négyzetbdl &ll6 alakzatokkal kirakhaté legkisebb tertiletii téglalap a 2 x 3-as (1d.
abra). Mekkora a legkisebb paratlan teriileti téglalap, amely kirakhatd ilyen elemekkel?
(A kirakds azt jelenti, hogy atfedés nélkiil, hézagmentesen lefedjiik a téglalapot.)

’J

A tertilet csak tgy lehet paratlan, ha mindkét oldal hossza paratlan. Minden L-alakzat 3
egységnyi tertiletet fed le, igy a téglalap teriiletének 3-mal oszthatonak kell lennie. Ezért
legalabb az egyik oldalhossz harommal oszthatd. Egy 3 egység hosszisidgu oldal mentén a
két sarokmezot kiilonbozo L-alakzatok tudjak csak lefedni, de ezek csak ugy helyezhetok
el, hogy egy 3 x 2-es téglalapot alkotnak. A fennmarad6 téglalapra ezt a gondolatot
megismételve Gjabb 3 x 2-es téglalapot kapunk, és igy tovabb, mig végiil az egész téglalapot
lefedjiik 3 x 2-es téglalapokkal. Ez viszont csak akkor lenne lehetséges, ha az oldalhossza
paros lenne.

Tehat a 3-mal oszthaté hosszisagu oldal hossza legaldbb 9 egység, mig a méasik oldal hossza
legalabb 5 egység, igy a teriilet legalabb 45 egység. Ez meg is valésithaté az 5 x 9-es téglalap
kirakasaval, példaul az alabbi médon:

NN

{
T

o

3. Hany olyan 8 gyongybdl allo gyongysort lehet 6sszeallitani, ahol minden gyongy kék, piros,
vagy zold, a szomszédosak kiilonbozo szintiek, az elsé és az utolsé gyongy szine pedig
megegyezik? (Két gyongysor kiilénbozo, ha balrdl jobbra haladva van olyan pozicié, ahol
kiilonb6z6 szinti gydngyoket tartalmaznak.)

Els6 megoldas. Kezdjiik el felépiteni a gyongysort balrél. Tegytik fel, hogy kékkel inditunk.
A betiik jelzik, hogy milyen szinti az éppen aktudlis gyongy, a szamok pedig azt, hogy az
éppen aktualis gyongyig hanyféle gyongysor volt felépitheto:
K(1) = K(0),P(1), Z(1) = K(2), P(1), Z(1) — K(2), P(3), Z(3) — K(6), P(5), Z(5) —
— K(10), P(11), Z(11) — K(22), P(21), Z(21) — K (42)
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A rekurzié szabdlya a masodik 1épéstol kezdve kovetkezd volt:
K(k),P(p), Z(z) = K(p + 2), P(k + 2), Z(k + p),

hiszen ha példaul kék gyonggyel szeretnénk folytatni a sort, akkor el6tte a sor piros vagy
zold gyonggyel végzodott. Igy a feladat kérdésére a valasz 3 - 42 = 126.

Maésodik megoldés. (Az el6z6 megoldas kissé mdédositott valtozata.) Jelolje a(n) azt, hogy
hény olyan n gyongybol allé gyongysor van, melyben az elsé és az utolsé gyongy azonos
szinll, b(n) pedig azt, hogy hény olyan n gyongybdl all6 gyongysor van, melyben az elsé
és az utolsé gyongy kiilénbozé szinli. Nyilvan a(1) = 3 és b(1) = 0. Vegyiik észre, hogy
a(n+1) = b(n). Valéban, ha az elsé és utols6 gyongy szine azonos, akkor az els6 és az utolsé
elotti gyongy szine kiillonbozo, és egy ilyen elrendezést egyértelmii befejezni. Hasonldan,
b(n+1) = 2a(n) + b(n) is teljesiil, hiszen ha az elsé n gyéngybdl allé sorban ugyanaz az elsé
és az n. gyongy szine, akkor kétféle médon lehet befejezni ezt a sort, ha pedig kiillonb6zo,
akkor egyféle médon. Ezutdn egyszerii szamoldssal a(2) = 0, b(2) = 6, a(3) = 6, b(3) = 6,
a(4) = 6, b(4) = 18, a(5) = 18, b(5) = 30, a(6) = 30, b(6) = 66, a(7) = 66, b(7) = 126,
a(8) = 126. Tehdt a feladat kérdésére a vélasz 126.

Harmadik megoldds. Tegyiik fel, hogy az els6 (és igy az utolsd) gyongyszem kék.
Megszamoljuk az ilyen eseteket, majd szorzunk harommal, mert piros és zold is lehet az
els6 gyongy. Felsoroljuk, hogy hol lehet még kék gyongy a sorban (a kék gyongyszemek
szama szerint csoportositva az eseteket).

e K.K.K..
e K. .K.K.
e K.K. .K.

e K. K...

K
K
K
e K.X....K
K
e K...K..K

K

e K... . K.
e K...... K

Minden pontozott ,,szakasz” (két kék gyongy kozotti rész) kétféle lehet, mert a kezdd szin
eldontése utdn valtogatni kell a szineket. Tehdt ha k ,,szakasz” van, akkor 2F a szinezések
szama az adott esetben. fgy Osszesen 3-234+4.2241-2 =24+ 16+ 2 = 42 eset van, amikor
kékkel kezdiink. Tehat a lehetoségek szama 3 - 42 = 126.

Negyedik megoldas. frjuk fel egy korvonalra a piros, kék és zold szineket. Egy jé gyongy-
sornak megfelel egy 1épéssorozat a kérvonalon, ahol minden lépésben az éramutato jarasaval
megegyezo vagy ellenkez6 iranyban 1éptlink, és a végén ugyanoda lyukadunk ki, ahonnan in-
dultunk. Ez azzal egyenértéki, hogy az éramutatd jardasaval megegyezo és ellentétes 1épések
harmas maradéka megegyezik. Mivel Osszesen 7-et 1éplink, igy a lehetOségek: 5 1épés az
oramutatd jarasaval megegyezo iranyban, 2 ellentétesen, illetve ez az eset a megegyezo és el-
lentétes szavakat felcserélve. Mivel barmely szinr6l indulhatunk, a valasz: 3(7-6/2+7-6/2),
ami 126.
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4.

Egy téglatest minden élének hosszisaga egyjegyi pozitiv egész szam. Minden lapra rairtuk
a tertiletét. A lapokon 1év6 szamok reciprokait Gsszeadva az eredmény % Mekkordk a
téglatest élei?

Jelolje a téglatest éleit x, vy, 2. fgy a feltételt kifejezhetjiik az alabbi modon:

2 2 2 2

— 4+ — = -,
xy yz zx 7
ahonnan rendezés utan adodik, hogy

T(x+y+2) =ayz.

A bal oldal oszhat6 7-tel, igy a jobb oldal is. De mivel az élek hosszisdga egyjegyt egész
szam, a 7 pedig prim, igy valamelyik élhossznak 7-nek kell lennie. Legyen ez mondjuk a z.
fgy az alabbi egyenlethez jutunk:

r+y+7=uy,

ami szorzattd alakitassal az alabbi alakra hozhatunk:
(e —1)(y—1)=8.

Tegyiik fel, x > y, azaz az elso tényezo legalabb akkora, mint a mésodik. Figyelembe véve,
hogy a bal oldal tényez6i nemnegativak, igy a lehetséges felbontasok:

8-1; 4-2

ahonnan rogton adédnak a megoldasok: (9;2;7) és (5;3;7). Természetesen ezek barmely
mas sorrendje is j6 megoldas, hiszen a z = 7, illetve x > y feltételek onkényesek voltak, az
ismeretlenek szerepe pedig szimmetrikus.

Megjegyzés: Mivel egyjegyli pozitiv egész szamokrol van szé a feladatban, az x+y+7 = zy
egyenlet probalgatassal is megoldhato, természetesen az ilyen megoldasok is teljes értékiiek.

o

Tamas 9 konyvet vasarolt, amelyeknek az ara csupa kiilonboz6 2-hatvany volt. A boltban
olyan akcié volt, hogy barmely 3 konyvbol a legolcsébbat ingyen kapta a vasarlé. Hény
kiilonboz6 aron kaphatja meg Tamés a 9 konyvet? (A végosszeget ne kerekitsiik.)

Barmilyen modon végzik is el a konyvek csoportositasat, a legolcsobb konyvet ingyen kapja
meg Tamas, mig a két legdragabbat ki kell fizetnie. Helyezziik el a konyveket egy sorban
araik szerint novekvo rendben, balrél kezdve a legolecsébbal.  Jeloljiik meg azokat a
konyveket, melyeket Tamas ingyen kaphat. Az alabbiakban felsoroljuk a lehetséges eseteket
(1 jeldli az ingyenes konyveket):

laalbblcc

lalabblcc

1laabblcc

laalblbce
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e lalablbcc
e llaablbcc
e laallbbcc
e lalalbbcc
e llaalbbcc
e lallabbcc
e llalabbcc
e 11laabbcc

A kitoltés logikaja: minden 1-estél jobbra legyen két nem ingyenes konyv, mely csakis hozza
tartozik, ezeket jelolik az a, b és ¢ betiik. Az el6z6 felsorolasban nem szereplo esetbol
csak harom van, és ezekben a legolcsobb és a masodik legolcsébb ingyenes konyv kozott
legaldbb harom nem ingyenes konyv van, ami lehetetlen. Mar csak azt kell megvizsgalni,
hogy az ingyen kapott konyvek 0sszara hany esetben kiilonbozik. Mivel a legolcsobb minden
esetben ingyenes, igy a masik kettd dra a lényeges, foglalkozzunk csak azokkal. Ha két olyan
csoportositast néziink, melyben az egyik ingyenes konyv kozos, akkor a masik ingyenes konyv
nem az, igy ekkor mas-mas arat jelent a két csoportositas. Ezek utan tekintsiink két olyan
csoportositast, melyben a két-két ingyenes konyv mas-mas. Most hasznaljuk ki azt, hogy a
konyvek arai kiillonbozé 2-hatvanyok. Legyenek az egyik csoportositasban szerepld ingyenes
konyvek drai 2%, 2Y, a masikban pedig 27,2%. Tegyiik fel, hogy koziilikk 2* a legnagyobb.
Ekkor:
QU = u=l L guml 5 9T 4 9y

felhasznalva, hogy x és y kiilonbozdek, és legfeljebb u — 1-gyel egyenlék. Ez azt jelenti, hogy
ekkor is kiilonb6z6 arat fizettiink a harom-harom konyvért. Belattuk hat, hogy a felsorolt 12
csoportositas mindegyikében mas-méds az ingyenes konyvek ara, vagyis a kifizetendd kényvek
ara is egyben. A valasz tehéat: 12.

Megjegyzés: Annak igazoldsandl, hogy kiilonbozo kivalasztdsokndl mas és mas arat fizetiink
a kilenc konyvért, arra is lehet hivatkozni, hogy a kettes szamrendszerben més és més modon
felirt szamok értéke mas és mas lesz.
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5. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1. 4 testvér (akik kozott nincsenek ikrek) beszélget sziiletésiik sorrendjérél. Kettd koziiliik
hazudik, ketto igazat mond.
Andras: David a legfiatalabb.
Boldizsar: David a legoregebb és Boldizsar a legfiatalabb.
Csilla: En sziilettem legkésSbb.
David: Sem legfiatalabb, sem legoregebb nem vagyok.
Melyik két testvér allitasa igaz?

Andras, Boldizsar és Csilla koziil akarhogy is valasztunk ki kettét, azok ellentmondanak
egymasnak. Ez azt jelenti, hogy David igazat mond.

Mivel Daviddal ellentéteset allit mind Andras, mind pedig Boldizsar, igy a masik, aki igazat
mond, csakis Csilla lehet.

Ezek utan egy lehetséges sziiletési sorrend: Andras, David, Boldizsar, Csilla. Lathato, hogy
ennek a sorrendnek pontosan Csilla és David allitédsa felel meg.

2. Ossz fel egy 6 x 4-es téglalapot a racsvonalak mentén 3 részre gy, hogy mindegyik rész
a) hatszog
b) nyoleszog
c) tizszog

legyen! Elég csak a felosztasokat megadni, nincs sziikség indoklésra.

Minden esetben tobb megoldas is elképzelhetd. Egy-egy példa:

(a) Harom hatszog: (b) Héarom nyoleszog: (c¢) Harom tizszog:

’_1
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Aladér és Pisti kitaldlos jatékot jatszanak egy 5 x 5-6s tablan. Pisti titokban kivélaszt
és megjegyez a tablardl 18 mezot, ezeket kell Aladarnak kitaldlnia. Aladar igy kérdezhet,
hogy bejeldl a tablan 18 mezdt. Ezekrol Pisti megmondja, hogy koziilitk melyek szerepelnek
az altala gondolt mezok kozott. Ezutan Aladar djra 18 mezd megjelolésével kérdezhet,
amelyre Pisti megint véalaszol, és igy tovabb. Mennyi az a legkevesebb kérdés, amelyet

iigyesen feltéve Aladar szerencse nélkil is biztosan meghatarozhat 12 mezot a gondoltak
kozul?

Mivel Pisti 7 mez6t nem jelol be (25 — 18 = 7), igy Aladar legfeljebb 7 | rosszat”, ezt a 7-et
szinezheti be, vagyis az els6 kérdéssel legalabb 11 mezot eltalal. Ezen a 11 mezon kiviil 14
mez6 van még, amibol Aladar mar tudja, hogy melyik az a legfeljebb 7 mez0, amit Pisti
nem jelolt be, s igy azt is, hogy melyiket igen. Tobb kérdésre tehat nincs sziiksége, a valasz:
1. Ha Aladar az els6 kérdésével 7-nél kevesebb ,,rosszat” talalt el, akkor viszont legalabb 12
,,jot” jelolt, ekkor is elég 1 kérdés. o

Adottak a kovetkezd tortek:

12314

2?3TE
Minden lépésben készithetiink egy 1j szamot 1gy, hogy a kovetkez6 két miivelet valame-
lyikének végeredményével bovitjiikk az eddigi szamok halmazat:

e egy meglévo szamban felcseréljik a szamlalot és a nevezot;
e cgy meglévo szamot kivonunk 1-bol.

Hény szamot kaphatunk igy, ha akarhény 1épést elvégezhetiink? (Az djonnan kapott szamot
a kovetkezd 1épésben mér felhasznalhatjuk.)
(A torteknek minden esetben a legegyszeriibb alakjat hasznald! Pl.: % =

2658 =3)

Vegyiik sorban az adott szamokat, és szemléltessiik a abran a kérdéses valtoztatdsokat. A
bal oldali 4gak mindig az elso atalakitast jelentik, a jobb oldaliak pedig a méasodikat. Ha

mar korabban szereplé szamhoz jutunk, akkor ezt mar nem szerepeltetjik ujra, és itt a
lépés-sorozat véget ér.

Az §—b61 nyerheto 1j szamok: 2, —1.

2 31 1

A —-bdl nyerhet6 Gj szamok: —, —, ——=, 3, —2
3 2°3 2
3 41 1

A Zbél nyerhet6 1j szamok: 3 4, -3
4 o1 1

A g—bél nyerheto 1j szamok: YR 5,—4

Osszesen 21 szam fog szerepelni a megadottakkal egyiitt.
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d.

Egy papirbdl késziilt kocka lapjaira kiviilrél mintdkat rajzoltunk. Ezutan szétnyitottuk a
kockat, kiteritettiik, igy az elsé abran lathaté halot kaptuk. A mésik két halébol pontosan
ugyanilyen kockat szeretnénk hajtogatni.

Rajzold be a hidnyz6 mintdkat a megfelelé négyzetekbe! (A papir nem atlétszd, és a mintét
csak az egyik oldalon rajzoljuk meg.) Elegend6 megadni a helyes abrét, nincs sziikség
indoklasra.
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1. Egy 14 {6s barati tarsasagban iiveggolyokat gytjtenek: pirosat, zoldet és sargat. A kovet-
kezoket tudjuk:

(1) Akinek nincs zold, annak van piros vagy sérga.
(2) Akinek nincs sérga, annak van piros.

(3) Koziiliik 7-nek pontosan 2-féle iiveggolydja van.
(4) Otiiknek eddig csak 1-félét sikeriilt gytijteni.
Vaélaszolj az aldbbi kérdésekre:

a) Hénynak nincs eddig még iiveggolydja?

b) Héanynak van mindharom fajta?

¢) Van-e olyan tarsasig, melyre az Osszes feltétel teljesiil?

a) Nincs kozottiik olyan személy, akinek ne lenne legalabb egy tiveggolyéja, hiszen a feltétel
értelmében, akinek nincs zold golydja, annak van maés szint.

b) Mivel 5-nek van pontosan 1-féle, 7-nek pontosan 2-féle szinl tiveggolydja,ez 12 {6,
tovabbad mindenkinek van legalabb az egyik szinbdl és Osszesen 14-en vannak, igy
14 — 12 = 2 ember van a tarsasagban, akinek mindharom szinti iiveggolydja van.

c) Egy lehetséges esetet mutat az alabbi dbra:

piros A z6ld

sarga

Megjegyzés: Csak zold golydja egyetlen egy embernek sem lehet, maskiilonben egy ilyen
személyre nem teljesiilne a (2) feltétel.
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a) Helyezz at az dbran két gyufaszalat gy, hogy a négyzetek szdma 4-re csokkenjen, és
minden gyufaszal valamelyik négyzet teljes oldalat alkossa.

L]

b) Hany megoldés lehetséges? (Két megoldas kiilonbozo, ha az athelyezések utan valame-
lyikben van gyufa egy olyan helyen, ahol a mésikban nincs.)

a) Osszesen 16 szal gyufdnk van, amikbél csakis tgy képezhetiink 4 négyzetet a feltételek
szerint, hogy minden gyufaszal pontosan egy négyzetnek alkotja a teljes oldalat (azaz
nincsenek kozos oldali négyzetek).

b) A két gyufaszél elvételével meg kell sziintetniink két négyzetet, és létre kell hoznunk egy
ujat. Ez csak ugy lehetséges, hogy oda helyezziik le a gyufaszalakat, ahol mar egy leend6
négyzet két oldala megvan. Ezt kizardlag az abran latott modon tehetjik meg. Mivel
két gyufaszalat mozgatunk, és két helyre tessziik le Oket, igy csak egyetlen megoldés

létezik.
[+
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3. Azonos betiik azonos, kiilonb6z6 betiik kiillonbozo szamjegyeket jelolnek.

ABCD
DABC
CDAB
+ CDA

ccceB

Add meg az ABCD négyjegyli szam Osszes lehetséges értékét!

Harom kiilonboz6 szamjegy Osszegének maximuma 24, négynek pedig 30, igy C' értéke 1

vagy 2.
a) C'=1:
AB1D
DAB1
1DAB
+ 1DA
1111B

Az egyesek helyén torténo osszeadas miatt A + D = 9. Itt 1-et tovdbbvisziink, s igy a
tizesek helyén torténd osszeadas miatt B = 0. A tobbi 0sszeadas ekkor mar teljesiil. Az
Osszes lehetséges eset:

2017, 3016, 4015, 5014, 6013, 7012.

(Ahény szam hidnyzik, annyival kevesebb pont jar ebbdl a 3 pontbdl.)
b) C=2:

AB2D
DAB?2
2DAB
+ 2DA

2222B

Az egyesek helyén torténo osszeadas miatt A + D = 8. Itt l-et tovabbvisziink, s igy
a tizesek helyén torténd oOsszeadas miatt B = 1. A szdzasok helyén allo szamjegyek
osszeadasa ekkor teljestil, viszont az ezresek helyén alloké nem, hiszen itt: A+D+2 = 10,
amihez hozzaadva a szazasok Osszeadasabol keletkezo 1-et, 11-et kapunk, ami nem 2-re
végzodik. Ekkor tehat nincs megoldas. o
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4. Be lehet-e irni az alabbi szamokat egy 3 x 3-as tdblazat mezdibe gy, hogy minden sorban
egyenlo legyen a szamok 6sszege, és minden oszlopban is egyenld legyen a szamok Osszege?

a) 1,23,4,56,78,9
b) 2,2,3,3, 3, 4,4, 4, 4
) 0,1,2 4,5, 78,10, 11

a) Igen. Mivel a 9 szam Osszege 45, ezért soronként és oszloponként is 15 a szamok Osszege.
Egy lehetséges kitoltés:

81116
31917
4192

b) Nem. A szamok Gsszege 29, ami nem oszthaté harommal, mig a hdrom egyenlé sordsszeg
osszege csak harommal oszthatd szamot adhat.

c¢) Nem. A szdmok Osszege 48, ezért az egyenld sor- és oszloposszegek értéke 16 lenne.
Nézziik a 11 sorat és oszlopat egy feltételezett jo kitoltésben. Csak kétféle mddon
egészithet6 ki 11 16-ra a megadott szamokkal: 11 40+ 5 és 11 + 1 + 4. Most nézziik a
10 sorét és oszlopat (amik kiilonboznek 11 sordtdl és oszlopatdl). A 10 mellé 6 Gsszegi
szampar kellene, de ilyet nem talalunk a megmaradt szamok kozott. A beirds tehat nem
lehetséges.
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1. Ossz fel egy 6 x 4-es téglalapot a racsvonalak mentén 3 részre gy, hogy mindegyik rész

a) hatszog
b) nyolcszog
c) tizszog

legyen! Elég csak a felosztasokat megadni, nincs sziikség indoklasra.

Minden esetben tobb megoldas is elképzelhetd. Egy-egy példa:

(a) Harom hatszog: (b) Harom nyoleszog: (c¢) Harom tizszog:

’_1

o

2. Van egy 4 szambdl 4ll6 halmazunk. Minden 1épésben egy 1j négyelemili halmazt gyartunk
ugy, hogy elkészitjiik barmely 3 szdm Osszegét. Harom ilyen 1épés utédn a {63;68;69; 70}
halmazt kaptuk. Mi volt az eredeti négy szam?

Els6 megoldas. Minden lépésben az adott halmaz minden elemét 3 1j elem létrehozasakor
hasznalunk fel. Emiatt minden 1épésben a halmazban 1év6 szdmok Osszege 3-szorosa a
megel6z6 halmazban 1év6 szamok Osszegének. A végén az Gsszeg 63 + 68 + 69 + 70 = 270.
Emiatt egy lépéssel korabban az Osszeg 90, azt megelézden 30, és a kiindulé halmazban
pedig 10.

Egy 1épésben keletkez6 1j szamok olyanok, hogy egy régi elemmel kisebbek az el6z6 4 szam
0sszegénél. fgy ha a végén a legkisebb szamnal 5-tel, 6-tal illetve 7-tel nagyobb a tobbi, akkor
az el6z0 1épésben a legnagyobbnal 5-tel, 6-tal, 7-tel kisebb volt a tobbi, még eggyel kordbban
ismét ennyivel nagyobbak, mint a legkisebb, és a kiindulaskor pedig ennyivel kisebbek, mint
a legnagyobb.

Keresiink tehat négy egész szamot, amiknek az 0sszege 10, és a legnagyobbnal 5-tel, 6-tal,
illetve 7-tel kisebb a mésik 3. Ilyen szamnégyes csak a 0,1,2,7.

Masodik megoldas. Minden lépésben az adott halmaz minden elemét 3 4j elem 1étrehozasakor
hasznalunk fel. Emiatt minden lépésben a halmazban 1év6 szdmok Osszege 3-szorosa a me-
gel6z6 halmazban 1év6 szamok Osszegének. A végén az Osszeg 63468+69+70 = 270. Emiatt
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egy lépéssel kordbban az Osszegnek 90-nek kellett lennie. Ebben az utolsé 1épés elotti hal-
mazban a harom legnagyobb szam 6sszege 70, ezt a 90-bol kivonva megkapjuk, hogy ekkor
a legkisebb szam a 20 volt.

Ugyanigy a tobbi elem is meghatarozhato: 90—69 = 21, 90—68 = 22 és 90—63 = 27. Hasonlo
gondolatmenettel kapjuk, hogy még egy 1épéssel korabban 30 volt az 0sszeg, a szamok pedig
3, 8,9 és 10. Ugyanigy adddik, hogy az els6 1épést megel6zden 10 volt az Osszeg, az eredeti
négy szam pedig 0, 1, 2 és 7.

Harmadik megoldas. Legyen az eredeti halmaz {a;b;c;d}, ahol a < b < ¢ < d. (Ez
utébbi feltételezhetd, mert egy halmaz elemei kiilonboznek.) A héarom 1épés igy médositja
az elemeket:

{a;b;¢;d} —

{a+b+c¢ a+b+d; a+c+d; b+c+d}—

{3a 420+ 2c+2d; 2a+3b+2c+2d; 2a+2b+3c+2d; 2a-+2b+2c+ 3d} —
{Ta+Tb+Tc+6d; Ta+Tb+6c+7d; Ta+6b+Tc+7d; 6a+Tb+ Tc+ 7d}

Az eredeti feltétel miatt a kapott négyesek is kiilonb6z6 szamokbdl allnak. Ha az eredeti
halmazban S = a + b+ ¢ + d a szdmok 0Osszege, akkor a lépések utan kapott halmazok
elemeinek Osszege rendre 35, 95 és 27S. Innen 275 = 63 + 68 + 69 + 70 = 270, vagyis
S =10.

Az utols6 halmazban az elemek
{7S—d; 7S—¢ 7S-b; 7S-—a},

ezek T0-nél éppen d-vel, c-vel, b-vel és a-val kisebbek és ez a halmaz megegyezik a
{63;68;69; 70} halmazzal. Innen az eredeti négy szam: {0;1;2;7}.

3. Meg lehet-e adni 50 egész szamot ugy, hogy az osszegiik egy 10-nél nagyobb primszam, a
szorzatuk pedig egy ennél 1-gyel kisebb négyzetszam legyen?

17 egy olyan primszam, aminél az eggyel kisebb szam négyzetszam. Prébaljunk meg meg-
adni szamokat gy, hogy osszegiik 17 legyen, szorzatuk pedig 16.

Legyen az egyik szdm 16, az 0sszes tobbi, pedig vagy 1 vagy —1. Ekkor paros sok —1-re van
sziikségiink, hogy a szorzat 16 legyen és eggyel tobb 1-re, mint —1-re, hogy az osszegiik 17
legyen. Ha tehat a szamaink: 1 darab 16, 25 darab 1 és 24 darab —1, akkor ezek a szamok
megfelelnek a feltételnek:

16+25-1+24-(=1) =17
16-1%° . (=1)** = 16

Tehat a feltett kérdésre igen a valasz. o
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Egy tobbjegyl pozitiv egész szamot kiilonlegesnek neveziink, ha nincs benne 0 szdmjegy,
és barhol kettévagva a kapott szamok koziil az egyik osztéja a masiknak. Az 1442 pélaul
kiilonleges, mert az 1 osztéja a 442-nek, a 14 osztéja a 42-nek, valamint a 144-nek osztdja
a 2.

Hany kiilonleges szam van 500000 és 600000 kozott?

Mivel a 0 nem megengedett szamjegy, a kiilonleges szamok alakja 5abcde, tovabba 5 | abede
miatt e = 5. Mivel e | babed és e = 5, ezért d = 5. Tudjuk, hogy 5a | beb5 és 55 | Sabe.
A mésodik feltétel miatt ¢ is 5. Most két haromjegytire vigva a szdmot vagy 5ab | 555
vagy 555 | Bab kell, hogy teljesiiljon. Mivel mindkét szam 500-nél nagyobb, csak egyenlék
lehetnek, mert mar a kétszeresiik is négyjegyli. Innen azt kaptuk, hogy a = b = 5. Az
egyetlen kiilonleges szam tehdt a megadott intervallumban az 555555. o

Aladér és Pisti kitaldlos jatékot jatszanak egy 10 x 10-es tablan. Pisti titokban kivalaszt
és megjegyez a tablardl 18 mezot, ezeket kell Aladarnak kitaldlnia. Aladar igy kérdezhet,
hogy bejelol a tablan 18 mezot. Ezekrdl Pisti megmondja, hogy koziiliik melyek szerepelnek
az altala gondolt mezdk kozott. Ezutan Aladar djra 18 mez6 megjellésével kérdezhet,
amelyre Pisti megint valaszol, és igy tovabb. Mennyi az a legkevesebb kérdés, amelyet

ugyesen feltéve Aladar szerencse nélkil is biztosan meghatarozhat 9 mez6t a gondoltak
kozil?

Négy kérdés nem lehet elég, hiszen négy kérdésbol legfeljebb 4 - 18 = 72 mezore tud Aladar
rakérdezni, és elképzelhetd, hogy minden Pisti altal megjelolt mezd a maradék 28 kozott
van. A 28 megmaradt mezébol barmelyik 9 lehet jeloletlen, ezért Aladar nem tudhatja
biztosan 9 jelolt mezd helyét.

Ot kérdés elegendd. Aladdr minden 1épésben dgy jeloljon meg 18 mezét, hogy ne legyen
olyan mez6, amit kétszer jelolt meg. Ekkor két lehetéség van:

1) Az 5 - 18 = 90 megkérdezett mez6 kozott volt 9 Pisti mez6i koziil és akkor Aladér tudja
biztosan 9 megjelolt mez6 helyét.

2) Ha az 6t kérdésben lefedett 90 mez6 legfeljebb 8-at tartalmaz Pisti mezéi koziil, akkor a
maradék 100 — 90 = 10 mez6 mar mind megjelolt és ezek helyét Aladar ismeri, ezekre mar

nem kell rdkérdeznie. o
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1. Gyula bacsi legkedvesebb galambjait egy 6 x 2-es elrendezésii galambdicban 6rzi. A legjobb
tenyészparjanak tagjait, Kiralyt és Damat egy szinten 1év6, szomszédos diicokban helyezte
el. Sem alattuk, sem felettiik, sem a szomszédos dicokban nincs masik galamb. A legjobb
madarat, Aszt, és a legigéretesebbet, Bubit egy-egy fennmaradoé dicba koltoztette.
Hanyféle elrendezésben lakhatnak Gyula bacsi kedvenc madarai?

A Kirdly és Dama &ltal elfoglalt diucok elhelyezkedése szerint kétféle esetet kiilonboztetiink
meg: (1) az emelet ,,szélén” vannak; (2) az emelet , belsejében” vannak. Az abran X jeloli
azokat a ducokat, ahova nem keriilhet galamb.

(1) (2)

Mindkét esetben kétféle modon lehet elhelyezni Kirdlyt és Damat a sziirke téglalapon beliil.

Az (1) esetben négy helyen lehet a sziirke téglalap és a fennmaradd 7 dicban 7 -6 = 42-féle
moédon lehet Asz és Bubi.

A (2) esetben hat helyen lehet a sziirke téglalap és a fennmaradé 6 dicban 6 -5 = 30-féle
moddon lehet Asz és Bubi.

Igy Gsszesen 2+ (4 -42 + 6 - 30) = 696 lehetéség van. (1)

2. Be lehet-e rni az aldbbi szamokat egy 3 x 3-as tablazat mezdibe tigy, hogy minden sorban
ugyanannyi legyen a szamok osszege, és minden oszlopban is ugyanannyi legyen a szamok
Osszege?

a) 1,23,4,56,78,9
b) 2,2,3,3,3, 4,4,4, 4
) 0,1,2 4,578, 10, 11

a) Igen. Mivel a 9 szam Osszege 45, ezért soronként és oszloponként is 15 a szamok Osszege.
Egy lehetséges kitoltés:

81116
3156 |7
41912

b) Nem. A szdmok 6sszege 29, ami nem oszthaté harommal, mig a hdrom egyenlé sorisszeg
osszege csak harommal oszthatd szamot adhat.
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¢) Nem. A szdmok Osszege 48, ezért az egyenl sor- és oszloposszegek értéke 16 lenne.
Nézziik a 11 sorat és oszlopat egy feltételezett jo kitoltésben. Csak kétféle mddon
egészitheto ki 11 16-ra a megadott szamokkal: 11 + 0+ 5 és 11 + 1 + 4. Most nézziik a
10 sorat és oszlopét (amik kiilénboznek 11 soratdl és oszlopatol). A 10 mellé 6 Gsszegl
szampar kellene, de ilyet nem talalunk a megmaradt szamok kozott. A beirds tehdat nem

lehetséges. o

Szinezd meg egy kocka éleit igy, hogy minden cstcsban az egy csticsba futé élek kiilonb6zo
szintiek legyenek.

a) Legkevesebb hény szinnel oldhaté meg ez a szinezés?

b) A legkevesebb szint haszndlva hany kiilonboz6 megoldds van, ha két megolddst
kiilonbozonek tekintiink, ha van olyan él (pl. BF'), amelynek szine a két megoldasban
kiilonb6z6?

H——— G

a) Harom szin sziikséges, hiszen egy csicsba héarom él fut be. Ennyi elegends is:
P K
S
K P
7 Y 7
P K
R
K Q/ p
b) Rogzitsiik az el6z6 dbra felsé csticsabdl indulé harom él szinét! Ezt 6 kiilonbéz6 médon
tehetjiilk meg. Ha tehat rogzitjik ezt a harom szint, akkor az igy kapott jé szinezések

hatszorosa lesz a valasz. Most agazzunk szét aszerint, hogyan néz ki a felsé lap. Erre
hérom lehetéség van.

a/\b N
<5 s &
~_

/\b a/\b
> < >
~_ ~_

Ha most a szabaly betartasaval szeretnénk befejezni a szinezést, akkor az elso esethez
két befejezés tartozik: ,.lefelé” minden él ¢, az als6 lap pedig a fenti dbranak megfelelo,
vagy annak 90°-os elforgatottja.

b

A masik két eset befejezése egyértelmiien meghatarozott:
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a/\b a/\b

<o <>

c c
a c
b e C ¢ e a
a b a b
] e e
c \V a b Q/ c
Tehdt Gsszesen 6- (24 1+ 1) = 24 a kiilonbozé szinezések szama. (4)

A sakktabla A1 mez0jérol sétalni indul egy vezér. KEgy lépésben balra, jobbra, felfelé,
lefelé vagy a 4 atlés irany barmelyikében léphet akdrmennyit. Csak olyan mezére 1éphet,
amelyen még el6zoleg nem jart. Nem lehet két egyforma lépése, azaz amelyeknek az irdnya
és nagysaga is megegyezik.

a) Lehetséges-e olyan séta, amelynek sordn a vezér a sakktabla els6 két sordnak minden
mezO0jét bejarja, de mas mezore nem 1ép?

b) Lehetséges-e olyan séta, amelynek soran a vezér a sakktabla minden mez6jét bejarja?

c¢) Lehetséges-e olyan séta, amelynek sordn a vezér nem 1ép a 8. sor és a H oszlop mezéire,
minden mas mezore viszont igen?

Megjegyzés: egy 2 x 3-as téglalap bejarhaté ilymodon. Az alabbi abra mutatja a bejarast.

A mezoben all6 szam jelzi, hogy hanyadik 1épésben 1ép a vezér arrél a mezorol. Ha a fentiek

koziil valamelyik feladat megoldhaté, akkor a megoldast ilyen formaban add meg:

2 6 2 4

a) Igen, lehetséges. Az aldbbi dbra mutat egy lehetséges bejdrést.

2 16 | 14 | 12 | 10 | 9 | 11 | 13 | 15

1 1 3 5 7 3 6 4 2

A B C D E F G H

b) A vezérnek jobbra, balra, felfelé és lefelé is T-féle lehetséges lépése van. Ugyanez a
helyzet mind a négy atlés 1épés esetén is. Osszesen tehat 8-7 = 56 kiilonbozd lépése van
a vezérnek. A teljes tabla bejarasahoz 63 lépésre van sziikség, tehat nincs ilyen bejaras.

¢) Most minden irdnyban 6-féle 1épés lehetséges, vagyis 6sszesen 8-6 = 48 féle. A bejarashoz
48 lépésre van sziikség (hiszen 49 mez6bél all a bejarandé teriilet), igy minden le-
hetséges 1épést fel kellene hasznalni. Ez azonban nem lehetséges, hiszen balra lefelé
atlos iranyban hetet 1épni csak a G7 mezordl lehetséges, ekkor azonban visszalépnénk a
kiindulasi mezore. Ilyen bejaras tehat szintén nem lehetséges. o
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1.

Elcallithato-e a 22222244444 szam ot egymast kovetd egész szam szorzataként?

Els6 megoldds. Ot egymést kovetd szdm kozill mindig van (pontosan) egy, amelyik oszthaté
b-tel. Az Ot szam szorzata ennek tobbszorose, igy maga is oszthatoé 5-tel. Egy szam
pontosan akkor oszthaté 5-tel, ha az utolsé jegye oszthatd 5-tel. Mivel a 4 nem oszthato
5-tel, igy a 22222244444 sem. Mivel 6t egyméast kovetd egész szam szorzataként csak 5-tel
oszthatd szamok allithaté elo, a kérdéses eloallitas nem létezik.

Masodik megoldas. Az el6z6 megoldashoz hasonlé gondolatmenet a 3-mal valé oszthatdsagra
is alkalmazhato: Ot egymaést kovetd szam kozott mindig van harommal oszthaté is, igy a
szorzat is oszthaté 3-mal. Azonban a 22222244444 nem oszthaté 3-mal, mivel szamjegyeinek
bsszege (32) nem oszthaté 3-mal. Igy az eléallitds nem lehetséges.

Van egy négy szambol &ll6 halmazunk. Minden lépésben egy 1j négyelemii halmazt

készitiink ugy, hogy az Osszes lehetséges modon elkészitjiik a meglévo halmazbol harom
szém Osszegét. Harom 1épés utan a {63, 68,69, 70} halmazt kaptuk. Mi volt az eredeti négy
szam?
Els6 megoldas. Minden 1épésben az adott halmaz minden elemét 3 1j elem létrehozasakor
hasznalunk fel. Emiatt minden 1épésben a halmazban 1év6 szamok Osszege 3-szorosa a
megeloz6 halmazban 1év6 szamok Osszegének. A végén az Gsszeg 63 + 68 4+ 69 + 70 = 270.
Emiatt egy lépéssel korabban az Osszeg 90, azt megelézéen 30, és a kiindulé halmazban
pedig 10.

Egy 1épésben keletkezd 1j szamok olyanok, hogy egy régi elemmel kisebbek az el6z6 4 szam
0sszegénél. fgy ha a végén a legkisebb szamnal 5-tel, 6-tal illetve 7-tel nagyobb a tobbi, akkor
az el6z0 1épésben a legnagyobbnal 5-tel, 6-tal, 7-tel kisebb volt a tobbi, még eggyel kordbban
ismét ennyivel nagyobbak, mint a legkisebb, és a kiindulaskor pedig ennyivel kisebbek, mint
a legnagyobb.

Keresiink tehat négy egész szamot, amiknek az Gsszege 10, és a legnagyobbnal 5-tel, 6-tal,
illetve 7-tel kisebb a masik 3. Ilyen szamnégyes csak a 0,1, 2,7.

Masodik megoldas. Minden lépésben az adott halmaz minden elemét 3 11j elem létrehozasakor
hasznalunk fel. Emiatt minden 1épésben a halmazban 1év6 szamok Osszege 3-szorosa a me-
gel6z6 halmazban 1évo szamok Osszegének. A végén az Osszeg 63+68+69+70 = 270. Emiatt
egy lépéssel kordbban az Osszegnek 90-nek kellett lennie. Ebben az utolsé 1épés elotti hal-
mazban a harom legnagyobb szam 6sszege 70, ezt a 90-bol kivonva megkapjuk, hogy ekkor
a legkisebb szam a 20 volt.

Ugyanigy a tobbi elem is meghatarozhato: 90—69 = 21, 90—68 = 22 és 90—63 = 27. Hasonlo
gondolatmenettel kapjuk, hogy még egy 1épéssel korabban 30 volt az 0sszeg, a szamok pedig
3, 8,9 és 10. Ugyanigy adddik, hogy az els6 1épést megel6zden 10 volt az Osszeg, az eredeti
négy szam pedig 0, 1, 2 és 7.

Harmadik megoldds. Legyen az eredeti halmaz {a;b;c;d}, ahol a < b < ¢ < d. (Ez
utébbi feltételezhetd, mert egy halmaz elemei kiillonboznek.) A hérom 1épés igy mddositja

Orszagos donto
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az elemeket:

{a;b;¢;d} —

{a+b+e¢; a+b+d;, a+c+d, b+c+d} —

{3a+2b+2c+2d; 2a+3b+2c+2d; 2a+2b+3c+2d; 2a-+2b+2c+ 3d} —
{Ta+Tb+Tc+6d; Ta+Tb+6¢c+7d; Ta+6b+ Tc+7d; 6a+T7b+ Tc+ 7d}

Az eredeti feltétel miatt a kapott négyesek is kiilonboz6 szamokbol allnak. Ha az eredeti
halmazban S = a + b + ¢ + d a szamok 0Osszege, akkor a lépések utan kapott halmazok
elemeinek osszege rendre 35, 95 és 27S. Innen 275 = 63 + 68 + 69 + 70 = 270, vagyis
S =10.

Az utolsd halmazban az elemek
{7S—d; 7S—¢ T7S-0b; 7S-—a},

ezek T0-nél éppen d-vel, c-vel, b-vel és a-val kisebbek és ez a halmaz megegyezik a
{63;68;69; 70} halmazzal. Innen az eredeti négy szam: {0;1;2;7}.

3. ABCDEF egy szabdlyos hatszog, melynek teriilete 1 teriiletegység. (Az abécé szomszédos
betiii a hatszog szomszédos csucsait jelolik.) X a C'D oldal felezépontja, Y pedig az EF
oldalé. Mekkora az ABC XY F hatszog teriilete? (A szabdlyos sokszogek minden oldala és

szOge egyenld.)

Jelolje a hatszog oldaldanak hosszat a. Tudjuk, hogy a hatszog hat darab szabalyos
haromszogbol all, igy FC' = 2a. Mivel YX az FCDE trapéz kozépvonala, ezért

YX = 2“% = %a. Ha m jeloli a szabdlyos haromszogek magassagat, akkor a feltétel
értelmében

Wl =

1=6- am == am =
2
Azt is tudjuk tovabba, hogy az FCXY trapéz magassdga 7. Ezek utdn a kérdéses teriilet:

1 2a+3 17 19
T(ABCXY F) = T(ABCF) + T(FOXY) = 5+ =22 =~y Jam =

4.  Egy tobbjegyl pozitiv egész szamot kiilonlegesnek neveziink, ha nincs benne 0 szamjegy,
és barhol kettévagva a kapott két szam koziil az egyik osztja a masikat. Példaul az 1442
kiilonleges, mert az 1 osztéja a 442-nek, a 14 osztéja a 42-nek, és a 144-nek osztdja a 2.
Hany kiilonleges szam van 800 000 és 900 000 kozott?

Egy szam pontosan akkor oszthatd 8-cal, 4-gyel, illetve 2-vel, ha az utolsé harom, ketto,
illetve egyetlen szamjegyébol alkotott szam oszthaté a széban forgd szammal. Jelolje a
kérdéses szamot 8abcde.

Mivel 8 | abcde, ezért 8 | cde, 4 | de és 2 | e.

Mivel e | 8abed, ezért 2 | d, és mivel 4 | de | Sabe, ezért 4 | be és 2 | c.
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A 8ab és cde szamok koziil valamelyik osztja a madsikat, dam 8Tb_6nmagémél nagyobb
tobbszorosei legalabb négyjegytiek, igy cde | 8ab. Ezért 8 | cde | 8ab, amibdl 8 | ab, igy

2|0
Mivel 2 | d és 4 | de, ezért 4 | e. EbbSl 4 | e | 8abed, igy 4 | cd. Mivel 2 | ¢, ebbél 4 | d is
kovetkezik.

Mivel 4 | bc és 2 | b, ezért 4 | c.

Mivel 2 | ¢ és 4 | d, ezért 8 | cd0, igy 8 | cde-bSl 8 | e is kovetkezik. Mivel a szamban nincs
0 szamjegy, ezért e = 8.

Igy e = 8| 8abed miatt 8 | bed, és mivel 2 | b és 4 | ¢, ezért 8 | be0. Tehdt 8 | d, igy mivel
a szam nem tartalmaz nullat, d = 8.

fgy %_: 488 vagy cde = 888, azonban elébbinek nincs 8ab alaki tobbszordse, utébbibél
pedig 8ab = 888 kovetkezik. Tehat 800000 és 900 000 kozott egyetlen kiilonleges szam van:
a 888 888. (4

5. Beirtuk egy 6 x 6-os tdblazat mezéibe az egész szamokat 1-t6l 36-ig ugy, hogy az
egymast kovetd szamok oldalszomszédos mezokbe keriiltek, de a 4 tobbszoroseit tartalmazoé
mezoknek nincs kozos cstcsa.

a) Mutasd meg, hogy ekkor a 36 csak valamelyik sarokmez6be keriilhetett!
b) Adj példat a feltételeknek megfelel6 kitoltésre!

Osszuk fel a 6 x 6-0s tablazatot 9 darab 2 x 2-es tablazatra. Egy ilyen 2 X 2-es tartomanyban
nem allhat egynél tobb 4-gyel oszthatd szam, hiszen ekkor a mezdiknek lenne kozos csicsa.
Mivel 9 darab 4-gyel oszthaté szam van, ezért a fentiek miatt minden 2 x 2-es részbe
pontosan egynek kell koziiliik keriilnie.

Szinezziik ki a tablazatot sakktablaszerien. Lathaté, hogy ha egy mezordl mindig oldallal
szomszédos mezore 1épve 4 1épésben eljutunk egy masik mezore, akkor a két mezo biztosan
azonos szinli. Ebbdl kovetkezik, hogy a 4-gyel oszthatd szédmokat tartalmazé mezok mind
azonos szintek.

Vizsgéljuk a kozépsé 2 x 2-es részt. Forgassuk tgy a tablazatot, hogy az ebben a részben
szereplé 4-gyel oszthat6 szam (4k) a jobb alsé mezébe keriiljon.

X |Y

4k || X | 4]

X | X X |Y
Y 4m || Y 4n

Ekkor az abran X-szel jelolt mezébe a szomszédsag miatt, az Y-nal jelolt mezdkbe a szinezés
miatt nem keriilhet 4-gyel oszthato szam. fgy a 4l, 4m, 4n jelzésii mezok biztosan 4-gyel oszt-
haté szdmokat tartalmaznak. Ekkor a 4n—2 és 4n+2 szamok csak olyan mezore kertilhetnek,
amely 2 1épésben elérhetd 4n-t6l, és nem 4-gyel oszthatd szam van rajta. Egyetlen ilyen mezo
van, ezért csak az egyik szam keriilhet beirasra, ami csak akkor teljesiil, ha 4n = 36. Tehat
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a 36 csak az egyik sarokmezobe keriilhetett, hiszen a forgatas utdn a jobb alsé sarokban kell
lennie.

Egy példa a megfelelo kitoltésre:

10 | 11 | 14
23 122119 | 18 | 15
24 (21|20 17 | 16

=N QO i~
(@)
\]

27128129 (32| 33| 36

1. Egy pozitiv primszamokbdl all6, novekedd sorozatban az egymast koveto tagok kiillonbsége
12. Melyik a leghosszabb ilyen sorozat?

Els6 megoldas. Mivel 12-vel noveliink, ezért minden lépésben 2-vel novekszik az egyesek
helyén all6 szamjegy. Ha paros szammal kezdodik a sorozat, akkor csak egy elemii lehet,
mert a 2 az egyetlen paros prim. Az utolsé szamjegyek tehéat az {1,3,5,7,9} halmazbdl
keriilnek ki. Réadasul valahonnan kezdve, ebben a sorrendben fogjak egymast ciklikusan
kovetni.

Ha egy sorozat legalabb 5 elembdl all, akkor szerepel benne az 5, mint utolsé szamjegy.
Ekkor a szam maga is csak 5 lehet, mert az az egyetlen 5-re végzodd prim. Az 5 viszont csak
az elso elem lehet, hiszen a pozitivak a sorozat elemei és 12-vel novekszik. A leghosszabb
sorozat tehat: 5,17,29,41, 53.

Masodik megoldas. Tegyiik fel, hogy a sorozat legalabb 5 tagbdl 4ll. Vegytik észre, hogy a p,
p+ 12, p+ 24, p+ 36 és p + 48 szamok mind kiilonb6z6 maradékot adnak 5-tel osztva, mert
a lehetséges kiilonbségeik 12, 24, 36 vagy 48 nem oszthatok 5-tel. Mivel 5-6s maradékbdl
5-féle van, az egyikiik oszthaté 5-tel. Ez csak p = 5 lehet, mert pozitiv primekrol van szo.

Tehat a legalabb 5 tagbol all6 sorozatnak igy kell kezdddnie: 5,17,29,41, 53, ami mind prim,
tehat b tagja lehet a sorozatnak. 6 tagja viszont nem lehet, mert a kovetkez6 szam, a 65
nem primszam. o

2. Az ABC szabalyos haromszog BC oldaldnak belsé pontja X, C'A oldalanak belsé pontja
Y, AB oldaldanak bels6 pontja Z. Hany darab egyenlé szari haromszog lehet az AY Z,
BXZ, CXY, XY Z haromszogek kozott? Az Osszes lehetOségre mutass példat.

Az AYZ, BXZ, CXY héaromszogeknek van 60°-os szoge, igy ezek akkor és csak akkor
egyenlo szartuak, ha szabalyosak is.

0 egyenld szaru haromszoget kapunk, ha példaul X a B-hez legkozelebbi, Y a C-hez legkoze-
lebbi negyedelépont, Z pedig a B-hez legkozelebbi nyolcadolépont. Ellenorizheto, hogy az
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XY Z haromszog oldalai paronként kiilonb6z6 hosszisédguak, és nem parhuzamosak ABC
oldalaival.

1 egyenl6 szart haromszoget kapunk, ha példaul X a B-hez, Y a C-hez, Z az A-hoz legkoze-
lebbi negyedelopont a megfeleld oldalon. Ekkor az XY Z haromszog a szimmetria miatt
szabdlyos, igy egyenld szard, mig a masik harom nem lehet szabdlyos, tehat egyenld szaru
sem.

2 egyenl6 szaru haromszoget kapunk, ha példaul X és Y a C-hez legkozelebbi negyedelépont
a megfelel6 oldalon, Z pedig az AB felezopontja. A szimmetria miatt XY Z és C XY egyenld
szaruak, a masik két haromszog viszont nem lehet szabalyos, tehat egyenlo szari sem.

4 egyenl6 szaru haromszoget kapunk, ha X, Y és Z rendre a megfelel6 oldalak felez6pontjai,
ekkor mind a 4 haromszog szabalyos is.

C C
Y Y
X X
A 7 B A 7 B
C C
Y X
Y X
A 7 B A 7 B

Pontosan 3 egyenld szari haromszoget nem kaphatunk. Ha létezne a pontoknak ilyen
megvalasztasa, akkor az AY Z, BXZ, CXY haromszogek kozott lenne legalabb két egyenld
szard, amelyek igy szabdlyosak is lennének. Az dltalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik,
hogy ezek BX 7 és CXY. Ekkor az AZXY négyszog paralelogramma, amelyet az Y Z atldja
oszt fel az AY Z és XY Z haromszogekre. Ezek tehat egymas kozéppontos tiikkorképei, igy
vagy mindketto egyenlo szari, vagy egyik sem. Tehdt 2 vagy 4 egyenld szari haromszogiink
van, ami ellentmondas. o
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3.

Két jatékos, A (aki a jatékot kezdi) és B a kovetkezd jatékot jatsszék: felvéltva torolnek
egy-egy szamjegyet a 876543210 szambol, amig csak egyetlen jegy marad. Ha a nyolc torlés
barmelyike utdn a szamjegyeket Osszeolvasva a szam oszthatd néggyel, B nyeri a jatékot,
egyébként pedig A. Van-e valamelyik jatékosnak nyero stratégiaja? Ha van, adj is meg egy
nyero stratégiat.

(Ha a jaték végén 0 marad, akkor B nyert, hiszen 0 oszthaté 4-gyel.)

Els6 megoldas. Megmutatjuk, hogy B-nek van nyerd stratégidja.

Ha A az els6 1épésben 2-nél nagyobb szamot tordl, akkor B az 1-es torlésével eléri, hogy a
szam 20-ra végzédjon. Ha A az elsé lépésben 2-nél kisebbet torol, akkor B a masik 2-nél
kisebb jegy torlésével eléri, hogy a szam 32-re végzddjon. Mindkét esetben B nyert.

Marad az az eset, hogy A elsére a 2-est torli. Ekkor torolje B az 1-est, a megmaradd szam
igy 8765430.

Ha A most a 3-ast torli, B azonnal nyer. Ha 4-nél nagyobb szamot torol, akkor B a 3-as
torlésével eléri, hogy a szam 40-re végzodjon, ekkor is B nyer.

Tehat A csak a 4-est vagy 0-t torolheti. Torolje ekkor B a 3-ast, igy a megmaradd szam
8765N, ahol N =0 vagy N = 4.

Ha A 6-ndl nagyobb szamot tordl, akkor B az 5-0s torlésével eléri, hogy a végzddés 6N
legyen, ami 4-gyel oszthat6. Ha A az 5-0st torli, a végzodés 6N, ekkor is B nyer. Ha A a
4-est torli, akkor B az 5-0s torlésével eléri, hogy 76 legyen a végzodés, ekkor is & nyer.

Marad az az eset, hogy A a 6-ost torli, ekkor tordlje B az 5-6st, megmarad 87N.

Ekkor barmit is 1ép A, az utolsé 1épésben B meg tudja hagyni 8 és N koziil valamelyiket, és
mivel ez mindenképpen 4-gyel oszthat6 szam, megnyeri a jatékot.

Masodik megoldas. B sziamara egy lehetséges nyeré stratégia a kovetkezd: torolje sorra az
1, 3, 5, 7 szamjegyeket. Ha ezek koziil valamelyik mar kordbban torloédott, akkor helyet-
te B tetszoOleges masik jegyet torolhet. Megmutatjuk, hogy ilyen lépésekkel a jaték soran
valamikor biztosan 4-gyel oszthato szamot kapunk.

Ha A az els6 lépésben 2-nél nagyobb szamot vagy 0-at torolt, akkor az 1l-es torlése utan a
kapott szam 20-ra vagy 32-re végzddik, tehat 4-gyel oszthatd. Ha A az l-est torli, azonnal
4-gyel oszthatd szamot kapunk. Marad az az eset, hogy A elsOként a 2-es jegyet torolte.

Héarom lépéspar utan a megmaradd 3 jegy ekkor csak a 8, 7, 6, 4, 0 szamok koziil keriilhet
ki. Ha a 7 és a 6 is megmaradt, akkor B nyert, hiszen a 876, 764, 760 szdmok mindegyike
oszthato 4-gyel. Ha a 7 mar torlodott, akkor a szam végzddése 64, 60 vagy 40, ekkor is 4-gyel
oszthato szamot kaptunk. Ha a 7-es megmaradt, de a 6-os nem, akkor az utolso lépéspar
utéan csak a 8, 4, 0 szdmok valamelyike maradhat meg, ezek viszont 4-gyel oszthatok. fgy B
minden esetben megnyerte a jatékot.
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4.

Egy 7 f6s rablobanda rabolt egy zsdk aranyat. Szétraktdk az asztalon, majd igy osz-
toztak: el6szor egyikiik megszamolta az aranyakat, majd elvett annyit, amennyi e szam
a szamjegyeinek Osszege. Ezutdn a jobb oldali szomszédja a maradékot szamolta meg,
s elvett annyi aranyat, amennyi e szam jegyeinek Osszege, s igy folytattdk tovabb. Azt
tapasztaltak, hogy épp akkor fogyott el, mikor mindenki ugyanannyiszor vett mér, sot,
mindenkinek ugyanannyi arany jutott a vezért kivéve. Ohozzé, t5bb arany kertlt. Tud-
juk még, hogy 200-nal nem fér tobb arany egy zsdkba. Hany arany lehetett kezdetben, és
héanyadikként vett a rablovezér?

Egy szam 9-es maradéka megegyezik szamjegyei Osszegének 9-es maradékaval. Ez azt je-
lenti, hogy az els6 kivétel utan 9-cel oszthatéd lesz a zsakban 1évo aranyak szama, és ez a
tulajdonsag a késébbiekben is megmarad. A 200-nal nem nagyobb 9-cel oszthatd szdamok
kozott az alabbi atmenetek lehetségesek, ha a szamjegyek Osszegével csokkentiink:

198 — 180 — 171 — 162 — 153 — 144 — 135 — 126 — 117

) {

189 108

+

18 <« 27 <+ 36 <« 45 <+ B4 <+ 63 <+ 72 <+« 81 <+ 99
{ )
9 — 0 90

Mivel mind a 7 rablé ugyanannyiszor vett, ezért a kivételek szama 7-tel oszthato, azaz az
1. kivétel utdn kapott szdm csak olyan (9-cel oszthatd) szam lehet, ahonnan 7-tel osztva 6
maradékot add szamu lépésben jutunk el a 0-hoz. A fenti abrardl leolvashatd, hogy a 198,
126, 54 értékek johetnek széba. 198 arany csak gy maradhat 1 1épés utéan, ha 200 aranyrol
indulunk. Ekkor az els6 rablé 2+9+9 = 20 aranyat, a masodik rablé 184949 = 36 aranyat,
a harmadik rablé 9 4+ 9 + 9 = 27 aranyat kapna. fgy nem teljesiilne, hogy a vezért kivéve
mindenki ugyanannyit kap, ez az eset tehat nem ad megoldést.

Ha az els6 1épés utan 126 arany maradt, akkor a tovabbiakban mindig 9 aranyat vesznek ki,
kivéve az 5. rablot, aki az elsoé kivételénél 18 aranyat kap. Ekkor tehat a 2., 3., 4., 6. és 7.
rablo 18 aranyat kap Osszesen, az 5. rablo 27-et. Csak akkor teljesiilnek a feltételek, ha az
1. rabld is 18 aranyat kap Osszesen, azaz kezdetben 135 arany volt, és a vezér 5. volt a
sorban.

Ha az els6 lépés utan 54 arany maradt, akkor innentél mindenki csak egyszer vesz el 9
aranyat. A vezér tehat csak az 1. rablo lehet, és mivel neki tobbet kell vennie, az aranyak
szama kezdetben 64, 65, 66, 67, 68 vagy 69 lehet. Mas megoldas nem lehetséges. o
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8. osztaly, 1. nap Orszagos donto

1.

2.

Megoldasok

Lehet-e taldlni két egymast koveté kettGhatvanyt, melyek Osszege négyzetszam?
(Kettéhatvanynak nevezziik az 1,2,4, 8,16, ... sorozat tagjait, ahol minden tag az 6t me-
gel6z6 kétszerese. )

Vegyiik észre, hogy 2" + 2" = 27 . (1 +2) = 2" - 3. A szdmelmélet alaptétele miatt ez
a szam oszthaté 3-mal, de nem oszthatd 9-cel. A 3-mal oszthatd négyzetszamok azonban
9-cel is oszthatok, mert az alapjuknak is oszhatonak kell lennie 3-mal. Tehat a feladat
kérdésére a valasz: nem lehet taldlni. O

Egy sokszog minden oldalanak hossza centiméterben mérve egész szam, az Osszes belso
szogének nagysaga pedig 60° vagy 240°. Lehet-e a sokszog oldalainak szama

a) 20167
b) 20177

a) Igen. Induljunk ki egy szabdlyos héaromszoghél. Ennek egyik oldaldt helyettesitsiik az
alabbi torottvonallal (ugy, hogy a téréttvonal tiiske alaku része kifelé élljon):

Ennek a toréttvonalnak minden szakasza harmada az eredeti haromszog oldalanak, és
Osszesen harommal novelte sokszogiink oldalszamat (egy oldalbdl lett négy), és a harom
ujonnan keletkezo szog rendre 240°, 60° és 240°. A 1épést megfelel6en sokszor ismételve
tetszoleges harommal oszthato oldalszamot megkaphatunk, és ha a a kapott sokszogben
a legrovidebb oldal hosszat egésznek valasztjuk, akkor minden oldala egész hosszusagu
lesz. Mivel 2016 oszthaté 3-mal, a fent leirt mddszerrel tudunk megfelel6 2016 oldalu
sokszoget konstrudlni.

Példa egy 12 oldali sokszogre (haromféle oldalhosszisaggal):

Nem. Legyen a darab 60°-os és b darab 240°-o0s szoge a sokszognek. Ekkor a +b = 2017
és a-60°40b-240° = 2015 - 180°, felhasznalva, hogy egy n-csicsi sokszog belsé szogeinek
Osszege (n — 2) - 180°. 60-nal osztva: a + 4b = 2015 - 3, ahonnan a + b = 2017-et
felhasznalva 2017 + 3b = 3 - 2015. Ez viszont nem lehetséges, mert az egyenl6ség bal
oldala nem oszthaté 3-mal, a jobb oldal viszont igen.

(4
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3.

Ki lehet-e szinezni a sik pontjait négy szinnel gy, hogy ne lehessen taldlni négy darab
egyszinli pontot, melyek egy téglalap négy cstcsat alkotjak?

Barhogy is szinezziik ki a sik pontjait, lesz egyszinii téglalap.

Tekintsiink a sikon egy 4 x 1024-es racstéglalapot. Ebben a téglalapban minden vizszintes
racsegyenesen 5 racspont van, igy egy ilyen szakaszt 4° = 1024 féle médon lehet kiszinezni.
Mivel a téglalapunk 1025 darab ilyen 5 racspontot tartalmazé vizszintes szakaszt tartal-
maz, ezért a skatulyaelv alapjan lesz ketto vizszintes szakasz, melyek azonos médon lesz-
nek szinezve. Mostantdl csak ezt a két egyforman szinezett szakaszt tekintjiik. Mivel 5
pontbdl allnak, lesz rajtuk 2-2 egyforman szinezett pont, és ezek ugyanabban a pozicioban
is valaszthatdk, hiszen egyforméan van szinezve a két szakasz. Az igy kapott négy pont egy
téglalapot alkot.

Egy 0-tdl és 1-t6l kiilonbozo raciondlis szambdl kiindulva egy 1épésben végrehajthatjuk
a kovetkezd két miivelet valamelyikét: vehetjiik egy meglévé szdam reciprokat, vagy egy
meglévo szamot kivonhatunk egybdl. Ezeket a lépéseket addig ismételjiik, amig mar nem
johet ki 1j szam. A kiindulé szam értékétol fiiggden hanyféle szamot kaphatunk ilyen
médon? Az Osszes lehetéségre mutass példat!

A megoldés elején megjegyezziik, hogy semelyik 1épés soran nem kapunk 0-t vagy 1-et, mert
0-t csak 1-bdl, 1-et pedig 0-bdl vagy 1-bol kaphatunk csak.

A megadott 1épéseket kétszer megismételve az eredeti szamot kapjuk vissza: 1 — (1 —z) =z
és 1/(1/x) = = (ha = # 0). Ez azt jelenti, hogy a kétféle 1épést csak felvaltva érdemes
végrehajtani. Az a szambdl az 1 — x 1épéssel indulva hat 1épés utan visszajutunk a-hoz:

1—a— =

/ 1—a

a 1

\/

1. 11
a a

Vegyiik észre, hogy ha az 1 —x helyett az 1/x 1épésel inditunk, ugyanezt a hatszoget kapjuk,
csak az éramutato jarasaval ellentétes koriiljarassal.

Lassuk, mi torténik, ha a 6 szdm kozott vannak egyenlok. Mivel a kort barmelyik pontjabol
indithatnank, feltehetjiik, hogy a egyenlo valamelyik masik szammal.

e Haa =1 akkor a = —1 (mert az a = 1 esetet kizdrtuk).

° Haazl—a,akkora:%.

e Az a = ﬁ egyenletnek nincs megolddsa: atrendezve a(l — a) = 1, tehdt mindkét
tényez6 pozitiv, és ekkor mindketté 0 és 1 kozott van, vagy mindkét tényez6 negativ,

ami lehetetlen, mert az Osszegiik 1.

e Aza=1- % egyenletnek nincs megolddsa: atrendezve a + 1/a = 1, de ha a pozitiv,
akkor a vagy 1/a legaldbb 1, ha a negativ, akkor a + 1/a is negativ.

e Ha a = %5, akkor a = 2 (mert az a = 0 esetet kizartuk).

Azt figyelhetjiik meg, hogy az egybeeso értékek esetei egyetlen , korben” helyezkednek el:
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Itt tehat 3 kiilonboz6 szamot kapunk (a kiindulé szamot is beleértve).

Minden més esetben a hat formula kiilonb6z6 értéket ad (és értelmezve van a kikotések
miatt). Példaul:

Tehat a kiindulé szamtoél fiiggden harom vagy hat kiillonbozo értéket kaphatunk, beleszamolva
a kiindul6 értéket is. (4

5. 16 csapat kormérkozést jatszik, mindenki mindenkivel pontosan egyszer talalkozik. Minden
mérkozésen az egyik csapat nyer, a masik veszit, dontetlen nincsen.
Legfeljebb hany csapatnak lehet legalabb 12 gyozelme?

Legyen x darab ilyen csapat. Mivel 6k egymdas kozott x(z — 1)/2 meccset jatszottak, a
tobbivel pedig (16 — ) meccset, igy Osszesen legfeljebb x(z — 1)/2 + (16 — x) gybzelmet
szerezhettek. Mivel mindegyikiik legalabb 12 gydézelmet aratott, igy

120 < z(x—1)/2 4+ 2(16 — z).

Atrendezve

ahonnan x < 7 jon ki.

x = 7-re megadhato jé konstrukcio: a 7 , kijelolt” csapat mindegyike verje meg a maradék 9
csapat mindegyikét, egymas kozott pedig harom darab hét hosszu korbeveréssel mindenkinek
lesz még 3 gy6zelme (lasd az dbrat, a nyil a legy6z6t6l mutat a legyézottre).
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8. osztaly, 2. nap Orszagos donto

1. Egy pozitiv primszamokbdl allo, névekedd sorozatban az egymast koveto tagok kiilonbsége
12. Melyik a leghosszabb ilyen sorozat?

Els6 megoldas. Mivel 12-vel noveliink, ezért minden lépésben 2-vel novekszik az egyesek
helyén all6 szamjegy. Ha paros szammal kezddédik a sorozat, akkor csak egy elemi lehet,
mert a 2 az egyetlen paros prim. Az utolsé szamjegyek tehét az {1,3,5,7,9} halmazbdl
kertilnek ki. Raadasul valahonnan kezdve, ebben a sorrendben fogjak egymast ciklikusan
kovetni.

Ha egy sorozat legalabb 5 elembdl all, akkor szerepel benne az 5, mint utolsé szamjegy.
Ekkor a szam maga is csak 5 lehet, mert az az egyetlen 5-re végzodo prim. Az 5 viszont csak
az elso elem lehet, hiszen a pozitivak a sorozat elemei és 12-vel novekszik. A leghosszabb
sorozat tehat: 5,17,29,41, 53.

Maésodik megoldas. Tegyiik fel, hogy a sorozat legalabb 5 taghbdl all. Vegytik észre, hogy a p,
p+ 12, p+ 24, p+ 36 és p + 48 szamok mind kiilonb6z6 maradékot adnak 5-tel osztva, mert
a lehetséges kiillonbségeik 12, 24, 36 vagy 48 nem oszthatok 5-tel. Mivel 5-0s maradékbol
5-féle van, az egyikiik oszthatd 5-tel. Ez csak p = 5 lehet, mert pozitiv primekrol van szo.

Tehat a legalabb 5 tagbdl allé sorozatnak igy kell kezdodnie: 5,17,29,41, 53, ami mind prim,
tehat 5 tagja lehet a sorozatnak. 6 tagja viszont nem lehet, mert a kovetkezo szam, a 65
nem primszam. o

2. Két jatékos, A (aki a jatékot kezdi) és B a kovetkezd jatékot jatsszak: felvaltva tordlnek
egy-egy szamjegyet a 876543210 szambol, amig csak egyetlen jegy marad.
Ha a nyolc torlés barmelyike utan a szamjegyeket Osszeolvasva a szam oszthaté néggyel,
B nyeri a jatékot, egyébként pedig A. Van-e valamelyik jatékosnak nyerd stratégiaja? Ha
van, adj is meg egy nyero stratégiat.
(Ha a jaték végén 0 marad, akkor B nyert, hiszen 0 oszthaté 4-gyel.)

Els6 megoldas. Megmutatjuk, hogy B-nek van nyeré stratégidja.

Ha A az els6 lépésben 2-nél nagyobb szamot tordl, akkor B az 1-es torlésével eléri, hogy a
szam 20-ra végzodjon. Ha A az elso 1épésben 2-nél kisebbet torol, akkor B a masik 2-nél
kisebb jegy torlésével eléri, hogy a szam 32-re végzddjon. Mindkét esetben B nyert.

Marad az az eset, hogy A elsére a 2-est torli. Ekkor torolje B az 1-est, a megmaradd szam
igy 8765430.

Ha A most a 3-ast torli, B azonnal nyer. Ha 4-nél nagyobb szamot torol, akkor B a 3-as
torlésével eléri, hogy a szam 40-re végzdédjon, ekkor is B nyer.

Tehat A csak a 4-est vagy 0-t torolheti. Torolje ekkor B a 3-ast, igy a megmaradd szam
8765N, ahol N =0 vagy N = 4.

Ha A 6-ndl nagyobb szamot tordl, akkor B az 5-0s torlésével eléri, hogy a végzddés 6N
legyen, ami 4-gyel oszthat6. Ha A az 5-0st torli, a végzodés 6N, ekkor is B nyer. Ha A a
4-est torli, akkor B az 5-0s torlésével eléri, hogy 76 legyen a végzddés, ekkor is & nyer.

Marad az az eset, hogy A a 6-ost torli, ekkor torolje B az 5-0st, megmarad 87N .

Ekkor barmit is 1ép A, az utolsé 1épésben B meg tudja hagyni 8 és N koziil valamelyiket, és
mivel ez mindenképpen 4-gyel oszthatd szam, megnyeri a jatékot.
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Masodik megoldas. B sziamara egy lehetséges nyer6 stratégia a kovetkezd: torolje sorra az
1, 3, 5, 7 szamjegyeket. Ha ezek koziil valamelyik mar korabban torlodott, akkor helyet-
te B tetszOleges mésik jegyet torolhet. Megmutatjuk, hogy ilyen lépésekkel a jaték soran
valamikor biztosan 4-gyel oszthato szamot kapunk.

Ha A az els6 lépésben 2-nél nagyobb szamot vagy 0-at torolt, akkor az 1-es torlése utan a
kapott szam 20-ra vagy 32-re végzddik, tehat 4-gyel oszthatd. Ha A az l-est torli, azonnal
4-gyel oszthaté szamot kapunk. Marad az az eset, hogy A elséként a 2-es jegyet torolte.

Hérom lépéspar utan a megmaradd 3 jegy ekkor csak a 8, 7, 6, 4, 0 szamok koziil keriilhet
ki. Ha a 7 és a 6 is megmaradt, akkor B nyert, hiszen a 876, 764, 760 szamok mindegyike
oszthaté 4-gyel. Ha a 7 mér torlodott, akkor a szam végzddése 64, 60 vagy 40, ekkor is 4-gyel
oszthato szamot kaptunk. Ha a 7-es megmaradt, de a 6-os nem, akkor az utolsé lépéspar
utén csak a 8, 4, 0 szdmok valamelyike maradhat meg, ezek viszont 4-gyel oszthatok. fgy B
minden esetben megnyerte a jatékot.

3. Egy 5 x 5-6s tabldzat mez6ibe beirtuk a pozitiv egész szamokat 1-t6l n-ig (mindegyiket
egyszer), a kimaradé mezékbe pedig nulldkat irtunk. A kitoltést érdekesnek neveziink, ha
minden sorban és minden oszlopban egyenlé a beirt szamok osszege. Melyik a legkisebb
pozitiv egész n, melyre talalhatd érdekes kitoltés?

A beirt szdmok Osszege 1 +2 4+ ... +n = ”(”TH) oszthatd 5-tel, ez csak ugy lehet, ha n

vagy n + 1 5-tel oszthatd. Ezek alapjan a lehetséges n értékek és a hozzajuk tartozé S
sorosszegek:

[ —
= o © otk 3
N
—= o © w o n

15| 24
19 | 38
20 | 42
24 | 60
25 | 65

Az n = 4 és n = 5 eset nyilvan nem lehetséges, mert van nagyobb beirt szam, mint a
sorosszeg.

Az n =9 ésn =10 szintén nem jo, mert az elsé esetben a 8-as sordba vagy oszlopaba nem
jut j6 par a 8 mellé, a mésodik esetben pedig a 10-es sordba vagy oszlopaba nem jut jo par
a 10 mellé.

Az n = 14 eset megvaldsithato:

5 [ 3 |13
6 | 1 14
41819
2 121 7
10 | 11
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4.

o

Melyek azok az ABC' D négyszogek, melyek belsejében talalhaté olyan P pont, hogy a PA,
PB, PC, PD szakaszok a négyszog belsejében haladnak, és az ABP, BCP, CDP és DAP
haromszogek teriilete mind egyforma? Igyekezz minél egyszeriibb jellemzést adni!

Mivel Tapp = Tpcp, ezért A és C egyenld tavolsdgra vannak a BP egyenestél (ez a tavolsig
az ABP és BCP haromszogek BP-hez tartozé magassaga). Ez kétféle médon lehetséges:
AC péarhuzamos BP-vel, vagy BP atmegy az AC szakasz felezGpontjan. Mivel az elso
lehet6ség nem all fenn, igy a BP egyenes atmegy az AC' atl6 felezépontjan.

A

C

Hasonl6 logikaval a DP egyenes is atmegy az AC' szakasz felezOpontjan. Ez kétféleképpen
lehetséges:

a) P az AC szakasz felezOpontja.
b) BP és DP egy egyenesre esik: a P pontot és az AC felezépontjat Gsszekotd egyenesre.

Az (a) esetben AC bels6 atl6 kell hogy legyen. A Tpap = Tpap feltételt is felhaszndlva
kovetkezik, hogy az AC' belso atld felezi a négyszog teriiletét, és P ennek az atlénak a
felez6pontja. Megforditva: ha egy négyszog egyik atloja felezi a tertiletét, akkor ennek az
atlonak a felezopontja jo P-nek, hiszen a stlyvonal felezi a haromszog tertiletét.

A (b) esetben a BD atlérdl deriilt ki, hogy felezi a négyszog teriiletét, és P ezen atld
felezopontja kell, hogy legyen.

Tehat azok a j6 négyszogek, amelyek egyik atloja felezi a négyszog tertletét. Egy ezzel
egyenértékii leiras: a négyszog egyik atldéja atmegy a masik atlo felezépontjan.
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